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Nos investigamos as solu¢oes de uma equagao hidrodinamica de campo médio utilizando aproximagoes va-
riacionais com o objetivo de estudarmos a formacgao de gap séliton iluminado em um gds de bdsons e em um
gas de férmions degenerado confinados por um potencial transversal e uma rede éptica peridédica unidimensio-
nal. Através da aproximacdo variacional nés estudamos a possibilidade de que a néo linearidade efetiva para
férmions ou coeficiente de interacdo para bésons atuando em combinagao com o potencial de rede éptica permite
o surgimento de gap sélitons fundamentais em diferentes dimensées apresentando um comportamento peculiar
em funcao do potencial quimico.

Palavras-chave: condensado de Bose-Einstein, gds de Fermi degenerado, aproximacao variacional (AV).

We investigate the solution of a mean-field-hydrodynamic equation using variational approximation with the
aim of study the formation of fundamental gap solitons in a Bose gas and in a degenerate Fermi gas when trapped
by one transversal potential and a single-periodic one-dimensional optical lattice. By variational approximation
we study the possibility that the effective nonlinearity or interaction coeflicient acting in combination with the
potential of the optical lattice which allows the appearance of solitons in different dimensions presenting a pe-

culiar behavior in function of the chemical potential.

Keywords: Bose-Einstein condensate, degenerate Fermi gas, variational approximation (VA).

1. Introdugao

Redes 6pticas abrem um novo e excitante campo de es-
tudo para a Condensacido de Bose Einstein (CBE) e gas
de férmion degenerados (GFD) a baixas temperaturas
[1]. Um correspondente interesse em gases atomicos de
boésons e férmions em redes 6pticas tem surgido por que
eles permitem reproduzir varias classes de fenéomenos
fundamentais ja observados ou preditos na fisica do es-
tado sdlido, tais como superfluidez e isolantes de Mott
[2]. Uma rede éptica é uma onda de luz estaciondria
criada por feixes de lasers contra propagantes onde os
atomos sao aprisionados nos nodos e anti-nodos pela
forga de dipolo [3]. Desta forma, gaps espectrais sur-
gem dentro de uma banda de gap linear formando um
gap séliton iluminado [4]. Experimentalmente sélitons
iluminados foram criados em Condensados atomicos de
(DL [5] e ®5)Rb [6], recentemente tem sido observado
em ambas moléculas de 0K e (01 [7].

Utilizando aproximagao variacional (AV) nés apre-
sentamos um trabalho que explora a possibilidade de
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que a nao linearidade efetiva para férmions ou coefi-
ciente de interagao repulsiva para bdsons atuando em
combinacao com o potencial da rede éptica simples em
1D permite o surgimento de gap sélitons fundamen-
tais em diferentes dimensoes. Os gap solitons funda-
mentais sao objetos compactos aprisionados em uma
Unica célula da rede éptica e sao estaveis contra peque-
nas perturbagoes [8]. Uma conceitual introdugao sobre
este tépico pode ser encontrada na Ref. [9]. Estudos
numéricos com o propésito de resolver a equagao de
Gross-Pitaevskii ou equacao hidrodinamica de campo
médio e compara-las com os resultados experimentais
tém obtido grande sucesso [10, 11], entretanto é ins-
trutivo resolve-la utilizando resultados analiticos. Nos
procuraremos por solugoes variacionais para a equagao
hidrodindmica de campo médio utilizando um ansatz
gaussiano u(r) em 3D e ¢(z) para 1D.

O trabalho é organizado como segue. Na secao 2
nos apresentaremos a equagao hidrodinamica de campo
médio e procuraremos por gap solitons fundamentais
estaveis em 3D por meio da aproximagao variacional.
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Na segao 3 nos realizaremos a reducao da equacao hi-
drodindmica de campo médio em 3D para 1D e pro-
curaremos por sélitons estaveis em 1D por meio da
aproximagcao variacional. Na secao 4 nés temos os re-
sultados obtidos a partir da aproximacao variacional
para gap soliton fundamentais em 3D e 1D. A segao 5
consta com o resumo dos resultados obtidos e algumas
sugestoes para trabalhos futuros.

2. Aproximagao variacional para soli-
tons em um gas de férmions ou bo-
sons em trés dimensoes

Nesta primeira segao, ndés obteremos a lagrangiana
a partir da equacao hidrodinamica de campo médio.
Nés consideraremos a equagao hidrodinamica de campo
médio para sélitons fundamentais em trés dimensoes
para um gas de férmions na sua forma usual escrita
como

Oy 4/3
Z# =~V + 930 [V | i) —
ecos(22)Y(ry + a(@® + ) (r), (1)

e para um gas de bdsons

Y
20 — o5+ Gan [t 1 -

e cos(22)Y ) + az® + y*)(p), (2)

onde para ambas as Eq. (1) e Eq. (2), V? =02 /02? +
0? / Oy? +0? / 0226 o laplaciano em 3D (operador energia
cinética), ¥y, (z,y, 2,t) é a funcdo de onda do conden-
sado de bésons (n = B) ou gas de férmions (n = F),
U(z,y) = a(x? + y?) é o potencial de aprisionamento
externo transversal em 2D (na forma de charuto), o =
(1/2)mw, representa a massa para férmions na Eq. (1)
(ou bésons na Eq. 2), e w, trata-se da frequéncia do
laser de aprisionamento transversal, U(z) = —e cos(2z)
o potencial da rede 6ptica e —e corresponde a ampli-
tude da rede éptica criada pela interferéncia dos lasers

J
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contra propagantes (a amplitude da rede é considerada
como negativa para fixarmos um minimo local do po-
tencial no ponto z = 0, onde o centro do séliton sera
colocado).

Quantidades fisicas como gsp = %((3)\2/27ra(2)h)N)%
sdo denominadas de forca efetiva de nao linearidade
para férmions em 3D, a?, = h/mw o comprimento do
oscilador harmonico, G3p = ()\as/ﬂ'a,zw) Né o coefici-
ente que representa a interacao entre bdosons em 3D, A
é o comprimento de onda do laser e as > 0 o compri-
mento de espalhamento da interagao repulsiva entre os
atomos. O comprimento de espalhamento as e o coefi-
ciente G3p podem ser controlados por meio da técnica
de ressonéncia de Feshbach. A Eq. (1) é utilizada para
estudar férmions e inclui um termo nao linear repul-

sivo |¢(F)|4/3 Y(r) [12]. Este termo ndo considera as
colisoes entre dtomos, porém ¢é indiretamente induzido
pelo principio de Pauli através da distribuicao de Fermi
dos dtomos. Na Eq. (2) o termo ‘QZJ(B)’?w(B) [13] re-
presenta a interagao repulsiva ou atrativa entre bdsons.
A Eq. (1) e Eq. (2) estéo sujeitas a normalizagao,

[ ] [steor dedyiz =1, @)

e possuem solugdes estacionarias i, (z,y,t) =
e #nty,(z,y,z), onde p, é o potencial quimico,
up(,y, 2) é uma funcao real para sélitons fundamentais
que obedece a seguinte equacao em 3D para férmions

prur = —(U(Fyee + UF)yy T UF)z2) + gi%DU;’/3 -
£ [cos(22)] up + a(2? + y?)ur, (4)
e para bodsons
KBUB = _(U(B)afgc + WB)yy T 7-’I(B)zz) + GSDU?])g -
e[cos(22)]up + a(z? + y*)up, (5)

as quais estao sujeitas a condicao de normalizacao
[ [ [ui(x,y,z)dedydz = 1. A Eq. (4) para férmions
pode ser obtida a partir da lagrangiana

3
Lpy = pr + ///dxdydz [—,LLFUQF + (Vup)2 + gggpu?/?’ — ¢ [cos(22)] u + ax? + y%u%} , (6)

e a Eq. (5) para bésons torna-se

1
Lg) = s + / / / dudyd: [—uBzﬁB + (Vup)? + 5 Gapul — colcos(22)] uh +a(e® + y2>u23] (S

Solugoes variacionais para a Eq. (6) e Eq. (7) sdo obtidas ao assumirmos um ansatz simétrico para sélitons em

3D na forma gaussiana

un(z,y, 2) VN

T BAW VL2

W e

2 2 2
exp<"” ty_ 2 ) 8)
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onde N corresponde & norma, W é a largura bidimensional e V' a largura axial do séliton (que tem formato de
charuto). A substituicdo do anzatz (Eq. (8)) na lagrangiana (Eq. (6) e Eq. (7)) produz a lagrangiana efetiva para

férmions
N N
Lef(F) :/JF(I_N)—FW +2T/2+
e para bodsons
N N
Leppy = pB(1—N)+ w2 T oz

As equagobes variacionais serao obtidas a partir da
lagrangiana efetiva. Primeiro, para a Eq. (9) fagamos
BLef(F)/au =0, como usual N = 1. Na sequéncia

as equagoes 6Lef(F) /8W :8Lef(p)/8v = 0 predizem

a relacao entre as larguras do séliton (W, V') e o coefici-
ente de nao linearidade (gsp) conforme explicito abaixo

3/22 2/3
% — aW4, (11)
55/27TV2/3
33/22 V4/3
029DV goydemVE (12)
55/271—W4/3

Considerando L.y (r) / ON =0 obtemos pp (poten-
cial quimico) em funcéo das larguras do séliton (W, V')e
do coeficiente de nao linearidade para férmions (gsp)

1,1, 33
W2 2V2 o 5\/5r(VIW2)2/3
ce ™V +aW? = pp. (13)

As equagbes variacionais para bdsons sdo obtidas
como segue. Para bésons (Eq. (10)) consideremos
5‘Leff(3)/8,u = 0 que resulta em N =1. A partir
das equagoes OLcy(p)/OW =0L¢(p)/OV = 0 obtemos
a relacdo entre as larguras do séliton (W, V') e o coefi-
ciente de interagao repulsiva (Gsp)

Gsp 4
1 —+ = [/[/ s 14
wav 44
G3DV . 4 2

Quando 8Lef(B)/8N =0 obtemos up (potencial
quimico) em funcdo das larguras do séliton (W, V)e
do coeficiente de interagéo repulsiva para bésons (G3p)

L1, G
W2 = 2V2  2\/273/2V V2
Voe™ V7 + aW? = pp. (16)

As solugoes variacionais para as Egs. (13) e Eq. (16)
produzem uma dependéncia de gsp e Gsp em fungao

5/2 5/3
gsp N _y?
) wEE NeT oW, ()
N2@
Wﬁ —EN€7V2 +OZNW2 (10)
e

do potencial quimico p, para sélitons fundamentais
em 3D. Note que o ansatz (Eq. (8)) foi considerado
na forma simétrico (com respeito a z, y e z), porém,
sélitons assimétricos em 3D também existam.

3. Aproximacgao variacional para soli-
tons em um gas de férmions ou boé-
sons em uma dimensao

A Eq. (4) e Eq.(5) em trés dimensoes podem ser trans-
formadas em equagbes unidimensionais ao considerar-
mos o estado fundamental na diregdo transversal

O, (z,y) = (a'/*/y/7) exp [-Va(z? +y?) /2], (17)

com normalizacao [ [dxdy®? =1 e satisfazendo a
equagao

— ®(ax — Py + a2+ 7P, = 2v/ad,.  (18)

Como complemento consideremos a fungao de onda
un(,y, 2) escrita através da relacao

Un(ﬂf,y,Z) = (I)n(xvy)d)n(z) (19)

Ao substituimos a Eq. (19) na Eq. (4) e Eq. (5),

multiplica-la por @, (z,y)e integramos em relacao a z e

1 obtemos uma equacao hidrodinamica de campo médio
em 1D para férmions e bésons

—@(F)zz t g1D¢>;/3 —ecos(22)pp =
(hF —2V/Q)¢r, (20)

—¢(B)z2 + G1pdh — ecos(2z)¢pp =
('uB - 2\/a)¢Ba (2]_)

onde gip = 3931)0[1/3/57(2/36 GID = G3D\/a/(2ﬂ'). A
lagrangiana obtida a partir da Eq. (20) para férmions
e bésons (Eq. 21) é dada por

3
Lp=—up¢% + Vor|® + 591D¢;‘0/3 -

£ cos(22) 0%, (22)



2305-4

Gip
2

Ly = —ppd% +|Vop|* + —=2¢% —ecos(22)¢%. (23)

Solugoes para a lagrangiana Eq. (22) e Eq. (23) em
1D, sao obtidas ao assumirmos o ansatz variacional em
1D na forma gaussiana

VN e

P(z) = Vit (24)

sendo N (norma) e V (largura) os pardmetros variaci-
onais do séliton em 1D. Ao substituirmos a Eq. (24)
na Eq. (22) e Eq. (23) e integrarmos em relacdo a z
obtemos a lagrangiana efetiva em 1D para férmions e
boésons

N
L = —upN + —
ef(F) = —HBN F 5p5 F
33/2\/§N5/3 v
sz iy s o —eNem T, (25)

Leygy = —pBN + BYe) +
N2 e
2\/ﬁwGlD —eNe . (26)

A partir da lagrangiana efetiva Eq. (25) e
Eq. (26) nés obteremos as equagbes variacionais. A
equagéoaLef(p)/aV = 8Lef-(p)/6N =0conduz a N =
1 (como esperado) e produz a relagdo para férmions

2\/§ V4/3

=2V )

1 V3g1p e
2V2 T\ /BY2/371/3

e para bodsons

144

] (a)
12  |l---- Formion VA 3D

—— Fermion VA 1D
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GV iy
1+ W =2eV" y (29)

1 G e
W‘Fm—se = up. (30)

As solugoes das Eq. (28) e Eq. (30) produzem
uma dependéncia de gsp e Gsp em fungao do potencial
quimicoy, para sélitons fundamentais em 1D.

4. Resultados obtidos a partir da apro-
ximagao variacional

Na Fig. 1, nés temos a forga efetiva de nao lineari-
dade (g) para férmions e o coeficiente de interagao re-
pulsiva entre os bdsons (G), ambos em fungao do po-
tencial quimico p, para o caso em 3D e 1D obtidos
a partir da aproximacao variacional. Ao consideramos
G = g = 0 em todas as equagoes, a solucao variacional
obtida no limite linear prediz os valores do potencial
quimico gy = pn(G = g = 0), puyo = —2.103 o
qual coincide com o valor da primeira borda esquerda
na primeira banda de gap.

As familias de gap sélitons fundamentais para um
gads de férmions ou bdsons sao encontradas na pri-
meira e segunda banda de gap do potencial periédico
ecos(2z). A linha tracejada é obtida para férmions
em 3D (Eq. (13), Fig. 1(a)), e a linha continua para
férmions em 1D (Eq. (28), Fig. 1(a)). A linha ponti-
lhada é obtida para bésons em 3D (Eq. (16), Fig. 1(b))
e linha continua em 1D (Eq. (30), Fig. 1(b)). As
barras verticais representam as bandas de Bloch que
separam os gap. Embora as solugoes variacionais pre-
dizerem familias de gap sélitons fundamentais na pri-
meira banda de gap e continuam através da segunda
banda de gap, elas nao sentem a presenca das bandas
de Bloch que separam as banda de gap [14, 16].

12 3 4

™

w
'
N
4
-
o
o4
o

Hy

Figura 1 - Resultados variacionais para o coeficiente de nao linearidade efetiva g para férmions e coeficiente de interagao G para bdsons
versus o potencial quimico py,; em 3D e 1D. (a) A linha tracejada é obtida para férmions em 3D (Eq. (13)), e a linha continua para
férmions em 1D (Eq. 28). (b) A linha pontilhada é obtida para bésons em 3D (Eq. (16)) e linha continua em 1D (Eq. (30)). Os
valores para os potenciais quimicos foram obtidos considerando o potencial periédico € cos(2z) como uma constante. As barras verticais

representam as bandas de Bloch que separam os gap.
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Gap sélitons fundamentais sao localizados em um
Gnico sitio da rede éptica para pequenos valores de nao
linearidade. Entretanto, nés poderiamos obter outros
tipos de gap sélitons estaveis com distintos valores de
tn. Como na Fig. 1 hd varias familias de gap sélitons
fundamentais para boésons ou férmions, ndés podemos
observar a sua forma utilizando a gaussiana Eq. (8).
Na Fig. 2 nés temos o comportamento da gaussiana na
qual a largura bidimensional (W) e axial (V') do séliton
foram obtidas utilizando as equagbes variacionais (11)
e (12) para férmions em 3D, e a Eq. (14) e Eq. (15)
para bésons em 3D. Os valores obtidos das larguras W
e V sao substituidos na Eq. (8). Este ¢ um exemplo
de gap solitons pertencente a primeira banda de gap do
espectro em 3D onde utilizamos os valores para bdsons:
(a) Gsp =5 com p = 0.35; (b) férmions: gsp = 5 com
w=0.81.

Na Fig. 2 devido a diferenga de potencial quimico
entre bésons e férmions a largura e amplitude da gaus-
siana nao sao iguais. Esta diferenca pode ser observada
na Fig. 1, em outras palavras quando maior o potencial
quimico maior sera a diferenga entre G e g.

A forma dos gap sdlitons fundamentais para
férmions e bdésons obtidos pela aproximacdo variacio-
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nal em 1D utilizando o ansatz gaussiano (Eq. (24))
e os valores para (a) bdésons: Gip = 0.8; férmions:
g1p = 0.8, sdo apresentados na Fig. (3). Os resultados
encontrados sao obtidos para os gap sélitons pertencen-
tes a primeira banda de gap, os quais podem ser iden-
tificados pelo valores do potencial quimico indicado na
Fig. (1). Podemos observar (Fig. 3) que a forma dos
gap sOlitons fundamentais no modelo obtido a partir da
aproximagao variacional para férmions e bésons em 1D
sao aproximadamente a mesma para pequenos valores
do potencial quimico.

Nossos resultados confirmam a validade do ansatz
gaussiano utilizado na aproximagao variacional. Os re-
sultados expostos neste trabalho fornecem importantes
contribuicoes ao estudo de condensados, no caso para
um gas de bdsons e férmions. Estes resultados nos mos-
tram que ha uma evolugao no comportamento dos gap
solitons. Na literatura ha trabalhos que estudam a de-
pendéncia de N (norma, proporcional ao nimero de
dtomos) em fungao do potencial quimico, porém traba-
lhos que exploram G ou g como nés estamos fazendo
sao poucos. Entretanto, um completo estudo precisa
observar o comportamento das familias de gap sélitons
criados por cada potencial quimico. ]

Figura 2 - Um exemplo de um tnico pico estdvel para gap séliton na forma gaussina para a Eq. (8) pertencente a primeira banda de
gap do espectro na Fig. 1. (a) bésons: Gsp = 5 com pu = 0.35; (b) férmion: gsp = 5 com p = 0.81. Nesta figura nés consideramos

r2 ::z:2+y2.

2
oe lp(2)|
0s] Gio =08
u=-164
044
0.2
Oi== . . . ;
2 -1 0 1 2
(a) z

0s]le(z )|2

0] 8107 0%
u=-153

04
02
0 — r : T T
2 -1 0 1 2
z
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Figura 3 - Formas tipicas de gap sélitons fundamentais para um géds de férmions ou bésons em 1D. Exemplo de um pico estavel para
gap séliton na forma gaussina para a Eq. (24) pertencente a primeira banda de gap do espectro da Fig. 1. (a) bésons: Gip = 0.8 e
potencial quimico pup = —1.64; (b) férmion: g;p = 0.8 e potencial quimico up = —1.53.
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5. Conclusao

Em resumo nés mostramos que a aproximagao varia-
cional é adequada para descrever e prever familias de
gap solitons fundamentais obtidas a partir de tais con-
figuracoes de potencial de aprisionamento transversal
em 2D e rede éptica em 1D. Nesta configuragao nossos
resultados sao semelhantes ao artigo [15]. Como ob-
servado na Ref. [15] no caso para 1D a aproximagao
variacional formalmente prediz que familias de gap so-
litons ultrapassam as bandas de Bloch, o mesmo com-
portamento foi averiguada em nossos resultados em 3D
e 1D.

Em trés dimensoes ou em uma dimensao sis-
temas fisicos podem ser estudados mediante apro-
ximagoes. Entretanto, um potencial deve ser introdu-
zido na equagao hidrodinamica de campo médio para a
formacao de estados ligados serem possiveis. O mesmo
procedimento pode ser realizado experimentalmente,
porem é necessario a introdugao de tais potenciais de
confinamentos. Em nossas analises obtidas pela apro-
ximagao variacional nés detectamos a existéncia de gap
soliton nas duas bandas de gap, entretanto, a analise
variacional também prevé a existéncia de uma segunda
banda ou terceira banda. Desta forma, nds sugerimos
que gap soliton podem ser obtidos e estudados em la-
boratérios utilizando dtomos de °Li (férmion) ou 8"Rb
(bdéson), para isso é necessario considerar a geometria
do potencial de aprisionamento externo em 2D e o po-
tencial da rede éptica em 1D.
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