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Neste artigo apresentamos a abordagem alternativa feita por Bondi para a teoria da relatividade especial.
Durante o desenvolvimento, analisamos os diagramas de Bondi, recursos visuais dos quais podemos retirar al-
gumas informagoes sobre os sistemas analisados, e discutimos o fator K da teoria de Bondi, que estd no cerne
deste trabalho. Posteriormente, discutimos alguns dos principais resultados obtidos pela relatividade especial de
Einstein tais como a dilatagao temporal, a contragao espacial e a simultaneidade de eventos separados espacial-
mente, além das transformagoes de Lorentz. Mostramos também dois outros resultados importantes na fisica a
partir do cédlculo K: o momento linear relativistico e a energia total relativistica.

Palavras-chave: calculo K, relatividade especial, Hermann Bondi, efeito Doppler.

In this paper we present an alternative approach due to Bondi for the special theory of relativity. During the
development, we analyse the Bondi diagrams, visual resources from which we can take some information about
the analysed systems, and we discuss the K factor of Bondi’s theory, which is in the core of this work. We then
discuss some of the main results obtained from Einstein’s special theory of relativity such as the time dilation,
spatial contraction and simultaneity of spatially separated events, besides the Lorentz transformations. We also
show other two important results in physics coming from K calculus: the relativistic linear momentum and the

total relativistic energy.
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1. Introducao

No final do século XIX e inicio do século XX surgiram
inconsisténcias entre a mecanica cléssica e o eletromag-
netismo. As conhecidas transformacoes de Galileu, cor-
roboradas pela mecanica da época, nao se aplicavam as
equagoes do eletromagnetismo de Maxwell. A solugao
deste problema, que fez prevalecer as equagoes do ele-
tromagnetismo, foi proposta por Einstein em seu artigo
seminal Zur Elektrodynamik bewegter Korper, ou Sobre
a eletrodinamica dos corpos em movimento, publicado
em 1905 [@]. Com contribuigdes de Lorentz, Poincaré,
Minkowski e outros, foi consolidada a relatividade es-
pecial [B]. Esta permitia um acordo entre eletromag-
netismo e mecanica, contudo, implicando importantes
mudancas nesta ultima.

Tais mudangas trouxeram novos resultados, muito
distintos dos encontrados na mecanica classica. Efei-
tos como a contracdo espacial e a dilatagcao temporal
vao contra a experiéncia cotidiana, pois sé se tornam
evidentes quando os fendmenos analisados estao a ve-
locidades comparaveis a velocidade da luz. Por isso,
podemos utilizar a mecéanica classica para situagoes do
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dia-a-dia. Desta forma, a teoria da relatividade espe-
cial é comumente associada a tépicos de fisica moderna,
tendo seu ensino presente em cursos de graduacao da
area de ciéncias exatas.

Tradicionalmente, o ensino da relatividade especial
é dado por meio das transformacoes de Lorentz, fo-
cando na parte matematica da teoria. Tal metodologia
nem sempre ressalta os conceitos fisicos por tras destas
transformacoes. Uma alternativa as transformagoes de
Lorentz foi desenvolvida por Hermann Bondi em seu li-
vro Relatividade e Bom Senso: Um Novo Enfoque das
Ideias de Einstein (originalmente, Relativity and Com-
mon Sense: A New Approach to Einstein), de 1964 [B].
Partindo dos mesmos postulados utilizados por Eins-
tein que sao [, B

(i) Postulado 1 (Principio da relatividade): As leis
fisicas sao as mesmas em todos os sistemas de re-
feréncia inerciais;

(ii) Postulado 2 (Invaridncia da velocidade da luz): A
velocidade da luz no vicuo é a mesma para todos
os sistemas de referéncia inerciais, independente-
mente do movimento relativo de um dado sistema
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com relacao a fonte de luz;

Bondi desenvolveu o cilculo K. Através do uso de dia-
gramas do espago-tempo e de experimentos mentais, o
célculo K é construido num formalismo matemaético que
se relaciona diretamente com os resultados das trans-
formacgoes de Lorentz.

Neste trabalho, estudamos a abordagem feita por
Bondi para a teoria da relatividade especial. Primei-
ramente, discutimos os diagramas de Bondi, recursos
visuais dos quais se podem retirar informagoes sobre
os sistemas analisados. Em seguida, obtemos o fator
K da teoria de Bondi. Posteriormente, discutimos so-
bre alguns resultados obtidos pela relatividade espe-
cial de Einstein, que sao a dilatagao temporal, a con-
tragao espacial, o conceito de simultaneidade de eventos
e também as transformagoes de Lorentz. Por fim, obte-
mos dois outros resultados importantes na fisica a partir
do céalculo K, que sao o momento linear relativistico e
a energia total relativistica.

2. Diagramas de Bondi e o fator K

Consideremos dois sistemas de referéncia inerciais? A
e B com velocidade relativa constante. Um observa-
dor na origem do referencial A emite sinais luminosos
em diregao a um observador na origem de B em inter-
valos regulares de 1 minuto. Porém, como B estd se
afastando de A, estes sinais chegam em um intervalo
de tempo maior, digamos, 2 minutos. Podemos ilustrar
esta situacao com a Fig. ().
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Figura 1 - Referencial A emitindo sinais luminosos para B con-
forme este se afasta.
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Na Fig. (@) temos o tempo no eixo vertical e a
distancia no eixo horizontal (apenas uma dimensao es-
pacial é relevante neste exemplo),® ambos relativos ao
referencial A. Pode-se ver que conforme o tempo passa,
o referencial A (representado pela linha continua ver-
tical, sobreposta ao eixo temporal) permanece na ori-
gem do sistema de coordenadas, enquanto que o refe-
rencial B (representado pela linha continua inclinada)
se afasta. As linhas tracejadas representam os sinais
luminosos se propagando no espago. Como a inclinagao
das linhas esta relacionada com a velocidade, temos
que qualquer referencial teréa uma inclinacdo no minimo
igual a inclinacio das linhas tracejadas,® ja que a velo-
cidade da luz nio pode ser superada.?

Na Fig. (O) torna-se possivel ver a diferenca de
tempo entre os sinais luminosos medida pelos obser-
vadores. Fisicamente falando, isto ocorre porque & me-
dida que o referencial B se afasta, o segundo sinal (o que
determina o intervalo de tempo) deve percorrer uma
distancia maior para atingir B, fazendo o intevalo de
tempo ser diferente. Na Fig. (@), como as linhas tra-
cejadas representam os sinais luminosos, a interseccao
destas linhas com as linhas de cada referencial repre-
senta a emissdo (no caso do referencial A) ou a recepgao
(no caso do referencial B) do sinal luminoso. Compa-
rando o espago entre cada interseccao para cada um dos
referenciais vemos que eles estao menos espagadas na li-
nha do referencial A do que na linha do referencial B,
indicando que os intervalos de tempo entre cada sinal
em A sao menores do que os intervalos em B.

Consideremos agora o caso em que haja um terceiro
observador C, em repouso com relacdo ao referencial A.
Isto pode ser representado pela Fig. (B).

1 min!

11 minl

45° _
Ol 2

Figura 2 - Referencial A emitindo sinais luminosos para B e C.

2Denotaremos a partir de agora sistema de referéncia inercial apenas por referencial.
3Subentende-se aqui a hipétese de isotropia do espaco, que afirma que ndo ha uma diregdo privilegiada no espago-tempo. Isto garante
que para referenciais se movendo com velocidade relativa constante, a andlise pode ser feita considerando qualquer direcdo, e neste caso,

consideramos apenas o eixo que une as origens dos referenciais.

4Definimos as escalas dos diagramas de modo que z/t = ¢, onde c é a velocidade da luz no vécuo, corresponda a uma reta com

inclinagdo de 45° com relagdo ao eixo vertical (ou temporal).
5Isto é uma consequéncia dos postulados de Einstein.
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Do ponto de vista do referencial B os sinais passam
a cada 2 minutos, enquanto ele vé o referencial C' se
aproximar. Desta forma, é como se B emitisse sinais
a cada dois minutos na direcio de C.® Sabemos que
C, por estar em repouso em relagao a A, recebe estes
sinais num intervalo de 1 minuto. Logo, podemos ver
que para um referencial que se aproxima (C' se apro-
ximando de B) os intervalos de tempo diminuem em
uma propor¢ao inversa ao caso do afastamento (consi-
derando a magnitude das velocidades de aproximagcao
e afastamento iguais). Podemos entdo generalizar di-
zendo que no caso em que B se afasta, se A mede um

intervalo t4 o intervalo medido por B sera?®

tp = Kia, (1)

e no caso em que B se aproxima

tp = %t A (2)
O fator de proporcionalidade entre os tempos medi-
dos em cada referencial é chamado de fator K, um
parametro adimensional relacionado com a velocidade
relativa dos referenciais. Podemos encontrar a relacao
entre K e a velocidade considerando um caso seme-
lhante aos discutidos anteriormente. Suponha nova-
mente que B esteja se afastando de A, e assim que B
recebe um sinal ele envia outro de volta para A. Pode-
mos ilustrar esta situagio pela Fig. (B).
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Figura 3 - Troca de sinais entre A e B.

Como ja vimos antes, o tempo que B recebe um si-
nal é igual ao tempo medido em A multiplicado pelo
fator K. Quando B emite o sinal em resposta para A,
partimos para o ponto de vista de B, onde A estd se
afastando de B (com a mesma velocidade que A via B
se afastar). Assim, o tempo que A ird medir, do ponto
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de vista de B, é igual ao tempo em B multiplicando o
mesmo fator K. Contudo, no instante que B emite sua
resposta, nds ja sabemos o seu tempo, que ¢é igual a Kt.
Multiplicando este tempo mais uma vez por K, chega-
mos no resultado mostrado no diagrama: A recebendo
a resposta no tempo K2t. O tempo medido por A entre
a emissao do sinal e o recebimento da resposta de B é

At = K%t —t = t(K? — 1). (3)

Da Fig. () vemos que o tempo entre a emissdo do
sinal por A e o recebimento por B é igual a At/2. Neste
intervalo de tempo, a luz (cuja velocidade denotaremos
por ¢) percorreu uma distancia d = ¢At/2. Esta mesma
distancia foi percorrida por B num intervalo de tempo
(K? + 1)t/2, conforme vemos na Fig. (B). Ou seja,
também temos que d = v(K?+1)t/2, onde v é a veloci-
dade de B em relagao a A. A partir das duas equacoes
para d, chegamos em

At w(K2+1)t

2 2
v At _K?*-1 ()
c (K2+1)t K2+1

Podemos isolar o fator K a partir da Eq. (B). De-
notando v/c = 3, encontramos

K=/~ (5)

Da Eq. (H) podemos ver que utilizar K no caso em
que os referenciais se afastam, e 1/K no caso em que se
aproximam, faz sentido. No caso que se afastam, con-
sideramos a velocidade positiva e obtemos K conforme
a Eq. (8). Se tomarmos esta equagao e invertermos o
sinal da velocidade passamos para o caso em que 0s re-
ferenciais se aproximam, e temos que ela se torna igual
a 1/K. Explicitamente,

KO =\ 125 2 KD =gz ©

Consideremos agora o caso de trés referenciais, A,
B e C. Sabendo que o fator K entre A e B é dado por
Kap e que o fator K entre B e C é dado por Kpc,
qual sera o fator K entre A e C?7 Se A enviar um si-
nal para B no instante ¢, sabemos que B recebera este
sinal num tempo igual a tg = K pt. Se B retransmi-
tir este sinal para C no instante em que o recebeu de
A, sabemos que C receberd o sinal de B no instante
tc = tgKpc = tKapKpc. Mesmo nao sabendo o va-
lor de K zo¢c, sabemos que um sinal enviado por A no
instante ¢ atingiria C no instante tc = tKac. Ja que
B retransmitiu o sinal no instante que o recebeu de A,

6% neste ponto que aplicamos o Postulado 2, pois estamos supondo que a velocidade de B néo interfere na velocidade da luz.
7A transformacdo de um referencial para outro deve ser linear para que os intervalos de tempo sejam independentes da origem do

sistema de coordenada temporal para quaisquer referenciais.
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podemos afirmar que tc = tKapKpc e tc = tK 4¢ sao
idénticos. Logo,

tK ac tKspKpc,
Kiac = KapKpe. (7)

A relagao dos fatores K entre diversos referenciais
é dada pelo produto dos fatores. Ja sabemos escrever
K em funcao da velocidade dos referenciais, e agora, a
partir da Eq. (@), podemos ver como as velocidades em
diferentes referenciais se relacionam. Escrevendo K em
funcgao das velocidades, encontramos

1 1 1
+5Ac:\/ +/8AB\/ + BBc (8)

1 - Bac 1—Bas\1-Bsc
Isolando Bac
Bac = (Kap)*(Kpo)® — 1 _ Bas + Brc
(Kap)?(Kpc)?+1 14 BasBrc

Temos entao a lei de composi¢ao de velocidades da
relatividade restrita.® Para detalhes da abordagem tra-
dicional, veja as Refs. [B,0].

3. Dilatacao temporal

O caso onde A emite um sinal e B emite outro em
resposta apresenta um fato de interesse. Vimos que
quando A emite um sinal em t4 = ¢, B recebe este si-
nal em tp = Kt. Mas na Fig. (B) notamos que, no
instante em que B recebe o sinal, o referencial A regis-
tra o tempo t4 = (K2 +1)t/2. Escrevendo ¢ em fungao
de tp podemos relacionar o tempo dos referenciais num
mesmo instante. Verificamos entao que

tp = tp =t
9K B ME B,

onde v =1/4/1 — 32 é o fator de Lorentz. Da Eq. (@)
concluimos que do ponto de vista de um observador
parado na origem do referencial A, o tempo passa de
maneira mais rdpida, quando medido do referencial A,
do que em um referencial em movimento (o referencial
B neste caso). Uma descrigao detalhada na abordagem
tradicional é encontrada na Ref. [B].

Este efeito conduz a uma questao interessante. Se
agora invertemos os papéis dos referenciais A ¢ B®
entao o tempo em B passaria mais rapido do que em
A. Isto nos leva a um “paradoxo”: como pode o tempo
passar mais rapido em ambos referenciais? Isto é expli-
cado analisando o chamado paradozo dos gémeos.

Este “paradoxo” propoe o seguinte: dados dois
irmaos gémeos, cujo intervalo de tempo entre o nasci-
mento deles ¢ irrelevante, um deles é colocado em uma

CK*+1 1

ta (10)
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nave que viaja a velocidade constante para o espaco,
enquanto que o outro fica na Terra. Apds um intervalo
de tempo, segundo a relatividade restrita, do ponto de
vista da Terra, o irmao que ficou na Terra ficaria mais
velho do que o irméao que foi colocado na nave. En-
tretanto, do ponto de vista da nave, quem ficou mais
velho foi o irmao que estd dentro da nave, pois para
ele quem viaja com velocidade constante é o irmao que
ficou na Terra. Este é o “paradoxo”. Isto é resolvido
propondo que, para se fazer a verificacdo é necessario
que o irmao que se afastou (0 que estava na nave) retor-
nasse, indicando que em algum momento o referencial
da nave sofreu alguma aceleracao, portanto deixando
de ser inercial. Devido a isto, pode-se mostrar que o
irmao que estava na nave envelheceu menos do que o
irmao que permaneceu na Terra. A demonstracao deste
resultado é longa e foge do escopo deste artigo. Uma
discussao mais detalhada, utilizando a técnica do ra-
dar (que é relacionada com o fator K), é encontrada na
Ref. [@].

4. Contracao espacial

Nao s6 a medida dos tempos, mas também a medida
de distancias é afetada pelo movimento relativo entre
os referenciais. Mais uma vez utilizando a emissao de
sinais luminosos, podemos verificar este efeito. Consi-
deremos dois eventos, P e @, com coordenadas P(t,x1)
e Q(t,z2) no referencial A (onde x; < x2). Dois sinais
luminosos sao emitidos por A de maneira que cada um
deles atinja os pontos z; e x5 no mesmo instante ¢t. Sa-
bemos que para alcancar x; um sinal leva um tempo
t1 = x1/c e para alcangar x5 o tempo é ty = xo/c. Por-
tanto, A deve emitir um sinal no instante ¢ — ¢1 e outro
no instante ¢t —ts. Cada um dos sinais, ao atingir o alvo,
é refletido de volta para A, que recebera estas reflexdes
nos tempos t +t; e t +t5. A distancia entre os eventos
pode ser calculada, ja que conhecemos os intervalos de
tempo e a velocidade da luz.

La = cllt+t2) —(t+t)],
- cla-nl =[]
= T2 — 1, (11)

onde obtemos o resultado esperado, ja que as coorde-
nadas espaciais de cada evento estavam definidas no
referencial A. O referencial B pode utilizar a mesma
estratégia para medir a distancia entre os dois eventos,
cujas coordenadas denotaremos por zj e x%. J& vimos
como relacionar os tempos medidos em cada referencial,
e agora utilizaremos este resultado.
De acordo com B, a distancia seria

Lp=uah— a2} =clth —t]]. (12)

8Um exemplo semelhante de adi¢do de velocidades pode ser encontrado em [@]. Neste artigo, a autora utiliza os fatores de velocidade,
f, (velocity factors), que sdo bastante semelhantes ao fator K (onde f = K2). Também é apresentada uma relagio entre o fator de

velocidade e a rapidez, ja tradicional na relatividade especial.

9sto é, adotando o ponto de vista do referencial B, onde A passa a estar em movimento
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Aplicando a relacdo temporal entre os referenciais

ta 11
L = clth—t zc[—},
[ty — 1] poliie
1 1
= — |2 — I1 :7LA. 13
7[ =7 (13)

O fator v é sempre maior ou igual a 1, ja que 3 esta
sempre entre 0 e 1 (uma consequéncia do fato que nada
pode ter uma velocidade maior do que a velocidade da
luz). Entdo vemos que a distancia medida em B por
A sera sempre menor ou igual a distancia medida em
A por A. Este resultado coincide com o obtido pela
abordagem tradicional [B].

5. Simultaneidade de eventos

Consideremos agora a situacao da Fig. (@), onde um
observador no referencial A mede a distancia entre os
eventos P e Q.

tn

ty

A B

ty /K
t3/K = Kto P ()

Kty

9] T

Figura 4 - Medida dos eventos P e @ por referenciais distintos.
Na figura estao indicados os tempos de acordo com o referencial

A.

Com relacao ao referencial A, estes eventos sao si-
multaneos, j4 um observador em B mede o seguinte
tempo para o evento P

ts 1 t
th = Kty = EB’ =3 (ng + ;) (14)

Para o observador em B, o tempo medido para o
evento @) é o tempo inicial da contagem (K1) mais a
metade do tempo que a luz leva para alcangar e retor-
nar do evento . O sinal parte de B no ponto Kt; e

10Para mais detalhes na abordagem tradicional, veja a Ref. [:]B

4307-5

alcanga o ponto t4/K, ou seja,

1/t 1/t

Subtraindo a Eq. (I3) da Eq. (@), obtemos

1 t3 1 /14
th—th = Z(Kto+—=)—-=(=+Kt
P Q 2( 2+ ) 2( + 1),
1 1
= “(K——=)(ta—t 16

onde a ultima igualdade vem da simetria: (to —t1) =
(t4—t3), de quando A emite os sinais e quando os recebe
por reflexdo dos mesmos nos eventos P e ). Agora, a
distancia que A mede entre os eventos P e () serd exa-
tamente

.Tp—l‘Q:C(tQ—tl), (17)

pois (ta — t1) é justamente a diferenga de tempo en-
tre a emissao do primeiro e do segundo sinal luminoso,
de maneira que ambos cheguem ao mesmo tempo nos
pontos @ e P, respectivamente. Assim, o primeiro feixe
terd viajado uma distancia g — xp a mais que o se-
gundo. Substituimos a Eq. (@) na Eq. (@), obtendo

1 1 —
th—ty = 2<KK>M,
C
Yv
= C*Q(xP*T/Q)- (18)

Desta forma, vemos que a menos que os eventos P
e () sejam o mesmo evento, estes ndo serao simultaneos
no referencial B, ao contrario do que acontece no refe-
rencial A. Vemos assim que simultaneidade de eventos
nao é um conceito absoluto na teoria da relatividade
especial de Einstein.™

6. As transformacoes de Lorentz

Consideraremos mais uma vez dois referenciais A e B,
desta vez medindo as coordenadas de um evento £ com
coordenadas (¢, z) no referencial A. Supondo que A en-
via um sinal para F no tempo t4 = t — x/c e recebe
sua reflexdo no tempo t4 =t + x/c, tal que o sinal al-
cance E no tempo t4 = t. A situagdo envolvendo os
dois referenciais pode ser descrita pela Fig. (B).

Na Fig. (H) estao as coordenadas temporais para
cada um dos referenciais, onde as coordenadas de B
estao denotadas por t' e z/. Supondo que B emite um
sinal luminoso no mesmo instante que o sinal de A passa
por ele, a reflexao do sinal de B serd recebida no mesmo
instante que o sinal de A passa novamente por B.
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(t+2/c)—

(t - /c)

Sy

Ol

Figura 5 - O evento E dos pontos de vista dos referenciais A e B.

A principio pode parecer estranho adotar as coorde-
nadas (t' —a’/c) e (t' +a'/c) para os tempos de emisséo
e recepcao do sinal de B. Eles implicam que o tempo
que o sinal leva para alcancar o evento E, partindo de
B, é o mesmo tempo que ele leva para ir de E até B.
Como B esta se aproximando do evento F, poderiamos
pensar que o tempo que o sinal leva para ir do evento
FE até B deveria ser menor. Contudo, se analisarmos a
situacao do ponto de vista de B, temos que a posicao
do evento E estd se aproximando de B. Uma vez que
o sinal atinge esta posigao e é refletido tal posicdo em
relacdo a B nao é mais relevante, ja que a distancia
que deve ser percorrida pelo sinal refletido é a distancia
que separava B e E no instante da reflexdo. A poste-
rior aproximacao da posicao de F deixa de ser relevante
para o sinal refletido.

Da Fig. (B) podemos ver que

/
t’f% = K(tf%), (19)
/
t+% - K<t’+i>. (20)

A Eq. ([¥) é andloga ao caso onde A emite um sinal
para B, onde relacionamos o tempo em que A emite o
sinal com o tempo em que B o recebe, de acordo com
o que j4 vimos. J4 a Eq. (B0) é equivalente & emissao
de um sinal de B para A no instante em que B recebe
a reflexdo do sinal que foi enviado a E. Isolando as
coordenadas referentes a B

po— L (t+ )+E(t—£>
T 2K 2 c/’

- () Car) e e
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fogeaten.
- <K2;1>C<

Escrevendo K em funcgao de g

]
(-2 -

= vy(x—pct). (24)

Estas sao as transformacoes de Lorentz. A deducao
tradicional é encontrada na Ref. [B].

7. Aplicagoes

Duas grandezas relevantes na discussao de problemas
em relatividade especial sao o momento e a energia.
Ja sabemos da mecanica classica que estas quantidades
dependem da velocidade do sistema analisado. Isto su-
gere que podemos expressar estas quantidades em ter-
mos de fatores k. Por exemplo, se estamos analisando
o movimento de uma particula, sempre podemos asso-
ciar um fator k a ela e consequentemente sua energia e
seu momento dependeriam deste fator k. Sendo assim,
podemos agora considera-las como fungoes do fator k
do sistema.

Analisaremos agora o caso de uma particula em
movimento. Isto pode ser representado utilizando a
Fig. (8). O referencial A é o referencial de repouso de
um observador situado na origem do sistema de coor-
denadas e o referencial B é o referencial de repouso da
particula. Como B tem fator k = K, entdo T = T(K)
ep=p(K), onde T e p sdo a energia cinética e o mo-
mento da particula. Agora suponha que ao invés da
particula se afastar, ela se aproxime do observador com
fator k = K~!. Sendo assim, temos que 7' = T(K 1)
e p=p(K~1). Como uma particula se afastando com
fator k = K é equivalente a uma particula se aproxi-
mando com fator k = K1, pois trata-se apenas de uma
inversao da diregao da velocidade, temos entao

» (j() — p(K), (25)
T (11() =T(K). (26)

Sendo assim, obteremos agora alguns resultados im-
portantes da relatividade especial.

7.1. O efeito Doppler

Consideraremos novamente o caso em que A envia si-
nais luminosos para B em intervalos regulares conforme
B se afasta de A. Desta vez, os sinais possuirao um
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unico comprimento de onda A (nos casos anteriores isto
nao era relevante), e o intervalo entre a emissao de
cada sinal serd o tempo necessario para a luz percor-
rer um comprimento de onda, ou seja, o periodo da
onda. Como sempre, o intervalo de tempo medido por
B seréa

tg = Kty. (27)
Em termos da frequéncia v

ty = K+ (28)

B = e

Escrevendo também o tempo em B em fungao da fre-
queéncia
1 1 12\
— =K— —sug = 29
VB VA B K (29)
Escrevendo K em fungao da velocidade entre os refe-
renciais
1-8
Vg = 4| ——U4g 30
=15 (30)
que ¢é a formula para o efeito Doppler relativistico. No
caso em que os referenciais estejam se aproximando,
basta trocar K por 1/K, o que é equivalente a trocar
o sinal de 8. A deducao completa deste efeito pode ser
vista nas Refs. [B,H].

7.2. O momento relativistico

Considere a colisdo entre um féton e um elétron no re-

ferencial de repouso do elétron, que denotaremos por
A.

Elétron

A

Figura 6 - Sistema no referencial de repouso do elétron antes da
colisdo (referencial A).

As condigoes iniciais do elétron para este referencial sao

ple(l) = 07 (31)
Tre(1) = 0, (32)

onde escrevemos pr.(1) em contraste com p(k), que vird
logo a seguir.

O momento inicial total pyr do sistema é escrito
como L

vr
PIT = PIif + Pie = — (33)

onde pr¢ é o momento inicial do féton, p;. o0 momento
inicial do elétron, vy é a frequéncia inicial do féton e h é
a constante de Planck. Apds a colisdo, temos a situagao
descrita na Fig. (@).
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p(k)
—

Elétron

A

Figura 7 - Sistema apds a colisdo no referencial A.

Neste caso, 0 momento final total ppr do sistema é

vrh
PFT = PFf + PFe = —% + p(k). (34)

onde os indices subscritos F' indicam os valores finais
de cada termo. Para este caso, o fator k relaciona o re-
ferencial de repouso do elétron antes da colisao com seu
referencial de repouso apés a colisao. Pela conservacao
de momento, temos

)
p(k) = % (vr +vr). (35)

Consideremos agora um referencial B, o referencial
de repouso do elétron apods a colisao. Esta situagao é
ilustrada na Fig. (8).

Inicial: B(k)
E—
Elétron
A
Final:
B(k)
E—
p(k)
®—
Elétron
A

Figura 8 - Na parte superior temos o sistema antes da colisdo e
na parte inferior apds a colisdo. O retangulo interno representa
o referencial A e o retangulo externo o referencial B. As figuras
no retangulo interno representam o ponto de vista do referencial

A.

Como a velocidade do féton é superior a velocidade
de B em relacdo a A, temos que antes da colisao o féton
estd se aproximando de B e apds a colisao ele estd se
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afastando. Podemos escrever os momentos em relagao
ao referencial B da seguinte maneira:

l/]h 1
Prr = Py +P/Ie:]w+29(k>7 (36)
I/Fh]f
Prr = PpptPpe=——— (37)

onde utilizamos as relacoes do efeito Doppler rela-
tivistico para reescrever os momentos do fé6ton. Como
no referencial A a velocidade do elétron era nula, antes
da colisao, no referencial B ele possui uma velocidade
que depende do inverso de k. J& apds a colisdo, sua
velocidade no referencial B é nula, pois estamos no seu
referencial de repouso. Utilizando mais uma vez a con-
servacao do momento

Z/Fh]{i - V[h 1
ek +p<k>’

. (11) _ % (5 +wrk). (38)

Contudo, usando a Eq. (E3) j& que se trata apenas
de uma inversao na diregao da velocidade, encontramos
entao que

h vr
pk) == (L +vek). (39)
Usando a Eq. (B3) podemos escrever
h h vr
Z(VI“FVF) = = (Z-I-I/Fk),
v
vp = ?j (40)

Consideraremos agora um referencial C' se afastando
de A, tal que o fator de Bondi entre eles seja K. Neste
referencial os momentos serao

vrhK
pir = IC +p(K), (41)
_ - _I/Fh
PrT = Ke +p(kK). (42)

No momento final do elétron o fator kK representa
a dependéncia do momento em relacao a velocidade do
elétron em relacao a C, o que implica que temos que
utilizar a composicdo de velocidades (lembrando que k
depende da velocidade do elétron com relacao a A e K
depende da velocidade de C' com relagdo a A). Pela
conservagao do momento

IR ()= T p(hE). (13)

Utilizando as Egs. (B3), (E0) e () podemos escre-
ver

p(kK) —p(K) _ viK+v(kK)™!
p(k) vr + l/[(/ﬂ)71
K%k +1

- XG1T (44)

)
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Se tomarmos o limite de k¥ — 1 no primeiro termo
da Eq. (E2), encontramos 0/0. Sendo assim, podemos
utilizar a regra de L’Hopital para encontrar

i PEE) —p(E) . P(EOK

k—1 p(k) S (k) "’
p(K)K
p(1) (45)

onde p/(K) indica a derivada de p com relacao a K.
Tomando o mesmo limite para o dltimo termo

K’k+1  K?+41

li = 4
ol K(k+1) 2K (46)
que nos leva a
P(K)K  K?+1
p(1) 2K
K2 +1
P(K) = p(1) (47)

2K2 -

Temos que p'(l) é apenas uma constante com
dimensdo de momento. Agora podemos integrar a
equacdo acima para encontrar p(K)

K?+1
/ K — / 1
YK = PO
K KK/2
+1
/p/(K/)dK/ = p/(l) W{}lK,,
1 1
p'(1) 1
K) = K- —. 48
) = 2 = (15)
Para o momento na mecanica classica temos
K2 -1
p:mv:mcﬂzmc<k2+l>7 (49)

que nao satisfaz as relagoes da relatividade especial,
mas nos mostra que ha uma parte dependente da ve-
locidade multiplicada por uma constante (neste caso,
mc). Como estamos tratando do caso k — 1, o que é
equivalente a velocidade tendendo a zero, podemos con-
siderar valida a mecanica nao relativistica. Podemos
entao, supondo a relagao da mecanica classica, calcular

p' (k).

dp(k) dmck
(k) = = . 50
Assim,
lim dp(k) = lim dmek mec. (51)

k=1 dk k=1 (k2 +1)°
Substituindo a Eq. (E1) na Eq. (E3)

= )5 ()

R E——— (52)

que é a mesma equagao relativistica para o momento
encontrada pela abordagem tradicional, sendo v a ve-
locidade da particula. Veja também as Refs. [B] e [A].
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7.3. A energia cinética relativistica

Vimos que na colisao do féton com o elétron a variagao
de energia do féton foi

AFE = hvp — huy (53)

Como o elétron estava em repouso antes da colisdo,
concluimos que —AFE é a energia cinética do elétron.
Usando as Egs. (BY), (E0) e (B2) podemos escrever a
energia cinética T'(k) do elétron como

T(k) = (::) ep(k) = ch(k;kl)Q,
= mc? (kzz L 1) ,
= mc®(y—1). (54)

Esta é a mesma expressao obtida pela maneira usual [@].

7.4. A energia total relativistica

Consideremos uma colisao entre duas particulas de
mesma massa no centro de momento destas (ou seja,
velocidades v e —wv), de modo que apds a colisao
as particulas se mantenham unidas em uma tnica
particula de massa M. Neste caso, podemos escrever
08 momentos como

1
pir =p(k)+p <k> =0, (55)
onde k é o fator que relaciona o referencial de repouso
de cada particula com o referencial do centro de mo-
mento do sistema. Neste referencial, apds a colisao,
temos uma tnica particula parada, ou seja,

prr =p(1) = 0. (56)

Considerando agora um novo referencial S’; com fa-
tor K em relagao ao referencial do centro de momento,
podemos reescrever os momentos finais e iniciais da se-
guinte maneira

K
e = peE)+p (). 6D
prr = pP(K), (58)
que é o momento de uma particula de massa M’ =

M'(m).
Utilizando a equagao relativistica do momento, po-
demos reescrever as Eqs. (E2) e (B3) como

pir = ”;C(/H}C) (K—Il{) (59)

M'e 1
PFT N <K - K) . (60)

Como os momentos iniciais e finais sao idénticos,
podemos encontrar a relagao

M’m(k+]1€> (61)
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Vemos que a massa da particula formada depois
da colisao depende das velocidades das particulas ini-
ciais e que é maior ou igual & soma das massas des-
tas mesmas particulas, algo nao verificivel na mecanica
classica. Notamos também que a energia total, quando
apenas considerada a soma das energias cinéticas das
particulas, nao é conservada, apesar de nao considerar-
mos dissipagoes de energia. Sendo assim, para manter-
mos a conservacao de energia total, consideraremos que
a energia total seja a energia cinética relativistica acres-
cida de um termo «, dependente das velocidades, isto é,
a = a(k), por enquanto desconhecido. Para compreen-
dermos este parametro, faremos algumas consideragoes
sobre ele. Sabemos que a energia deve independer do
sentido do movimento da particula, ou seja,

Er (k) = Er <11€) . (62)

Como Er(k) = T(k) + a(k) e T(k™Y) = T(k)
(Eq. (£3)), entao

(k) = a (;) . (63)

Agora podemos determinar a energia total. A ener-
gia inicial é dada por
K K

2 1 kK
= mc(kK+++)

2 kK K k
K 2
+ a(kK)+a« = — 2mc”, (64)
e a energia final fica
Epr = TK)+a(K),
mc? 1 kK
E = — K R _ jial
FT 5 (k: + K + i + k)
- M+ a(K), (65)

onde, na energia final, ja utilizamos a relagao entre m e
M’ (também note a diferenca entre a e @). Como estas
energias sao iguais, vemos que

M2 —2mc®* = a(K)—a(kK)

~a (1}:) . (66)

Para entendermos melhor o comportamento destas
funcoes o e & consideraremos o caso onde as particulas
estao paradas uma em relagao a outra. Para isto, basta
tomarmos o limite da Eq. (68) para k — 1.

lim (M'¢* —2mc®) = lim (a(K) —a(kK)
- o(3)
20(K) = a(K), (67)
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pois, usando a Eq. (B1) temos

lim M'c? = 2mc>. (68)
k—1
Vemos que @&, a funcao correspondente a particula
formada apds a colisao, é sempre o dobro da funcao
a correspondente a cada uma das particulas iniciais.
Agora, ao invés de considerarmos as particulas para-
das, retornaremos ao referencial do centro de momento.
Neste caso, o limite a ser tomado é K — 1

Jim (M'c? = 2me?) = lim (a(K) - a(kK)
o (£)
2a(1) +2mc® = 2a(k)
+ mc? (k + ;) , (69)

onde usamos as Eqgs. (1), (E3) e (E7).

Pode-se verificar que a Eq. (BH) é a equagao de con-
servagao de energia para o referencial do centro de mo-
mento (afinal, partimos da equagdo de conservacao de
energia do referencial S’ e levamos este referencial ao re-
ferencial do centro de momento). A partir da Eq. (B9),
podemos considerar as seguintes possibilidades:

(1) 20(k) = —mc? (k+ k') e 2a(l) =—2mc?.
(2) 2a(1) =mc? (k+ k1) e

Contudo, ao considerarmos a primeira opgao encon-
tramos que

2a(k) = 2mc?.

Ep(k) = 2(T(k)+ (k)
= —2mc?, (70)

isto é, obtemos uma energia total negativa, o que é fi-
sicamente inaceitdvel para o nosso caso. Considerando
a segunda op¢ao temos que

Er(k) = 2(T(k)+a(k)
mc? <k + ]1€> . (71)

Agora temos uma energia total positiva, o que é
aceitdvel. Ainda podemos observar que

= cte. (72)

a(k) = mc?
Esta quantidade depende apenas da massa da particula,
independendo do seu movimento com relagao ao seu re-
ferencial de repouso. Concluimos entao que se trata da
energia de repouso da particula, isto porque, mesmo
quando a energia cinética é nula, este termo ainda per-
manece. Finalmente, podemos escrever a energia total
de uma particula de massa m como

Er(k) = Tk)+a(k)=me(y—1)+mc?
= ymc’ (73)

recuperando o resultado ja conhecido da relatividade
restrita. O mesmo pode ser visto na Ref. [8].
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8. Conclusao

Neste artigo utilizamos apenas os postulados da rela-
tividade especial e as relagoes entre as medidas de in-
tervalos de tempo entre diferentes referenciais inerciais,
por meio da troca de sinais luminosos. Estas consi-
deracoes levaram-nos ao fator K e consequentemente
aos mesmos resultados obtidos por Bondi, Hermann
Bondi. Além dos resultados mais béasicos, como di-
latacao temporal e contragao espacial, tanto o momento
relativistico quanto a energia total relativistica pude-
ram ser deduzidos a partir de experimentos mentais.
Apesar de termos deduzido estes resultados por meio
do formalismo do calculo K, mostramos suas relagoes
com os resultados advindos da abordagem tradicional
da relatividade restrita.

Algumas vantagens do céalculo K sao a sua simpli-
cidade matemaética e a maneira com que os conceitos
fisicos se tornam explicitos, facilitando a compreensao
dos efeitos relativisticos. Por estas vantagens, acredi-
tamos que o calculo K pode ser utilizado para um pri-
meiro contato com a teoria da relatividade. Além do
mais, este método nao se restringe apenas ao entendi-
mento da teoria, possuindo também aplicagdes [[T].
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