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VELOCIDADE DE PROPAGACAO DA FRENTE DE DISTURBIOS NO
MODELO HIDROSTATICO DA ATMOSFERA POLITROPICA

D. P. Casarin & V. Kadychnikov

A atmosfera ndo contém ondas acusticas na aproximagao hidrostatica. Entre outras
ondas, as ondas de Lamb, que se propagam horizontalmente, séo as mais rapidas. A
velocidade delas é comparavel a do som. O valor exato da velocidade depende da
escolha do estado basico da atmosfera usado para a linearizagdo das equacdes
hidrotermodinamicas. As condigdes reais da troposfera da Terra corresponde o estado
com a estratificagdo térmica politropica. A temperatura deste estado decresce em relagao
a altura a uma taxa de variacdo constAntupomos que toda a atmosfera tenha uma
estratificacao politropica, ou seja, verticalmente finita. Supomos também que a

- ~ . . _ 9
estratificacéo seja estaticamente est%fel< My = ¢, ou neutra(l’ =T, ) O per-
p

fil vertical das autofungBes € expresso, no modelo politrépico, através das fungdes de
Bessel. Por isso, a equacéo de disperséo que determina os autovalores do problema e,
como conseqliéncia, o espectro das oscilagbes da atmosfera, é transcendente. A solucéo
minima desta equagao, istd & autovalor minimo corresponde a velocidade maxima de

propagacéo de desvios (velocidade da frente). Qulngd , o autovalor minimo
pode ser encontrado facilmente com a ajuda do desenvolvimento da solugédo em série de

poténcias da pequena difererfca — T . E mostrado que uma férmula analitica sim-

ples, obtida mantendo-se na série s6 os dois primeiros termos, fornece uma boa
aproximacao nao somente para este caso, como também para o caso oposto quando
M'=0. Uma comparacéo dos célculos obtidos pela formula analitica e, numericamente,
pela equacgédo de dispersdo completa mostra uma alta precisao da formula em todo o

intervaloO<T <T.
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PROPAGATION SPEED OF THE FRONT OF DISTURBANCES IN A
HYDROSTATIC MODEL OF A POLYTROPIC ATMOSPHEREThere are no acoustic

waves in a hydrostatic model of the atmosphere. Among the other waves, the most fast
ones are the Lamb waves that propagate horizontally. Their speed is comparable with
the speed of sound. Its exact value depends on the choice of the basic state of the
atmosphere which is used to linearize the hydrothermodynamic equations. It is a state
with a polytropic stratification where the temperature decreases linearly with altitu-

de at a constant lapse-rafethat corresponds to the actual conditions of the Earth’s
troposphere. It is assumed that all the atmosphere has a politropic stratification, i.e.,

it is finite with altitude becaude>0. We suppose also that the stratification is statically

]

stable Hr <lq= ciH or neutral (F =Ty ) The vertical profile of the eigenmodes
p

in the polytropic model is described with the help of the Bessel functions. Therefore,
the dispersion equation that determines the eigenvalues of the problem, and
consequently an oscillation spectrum, is transcendental. The highest propagation
speed (the front speed) corresponds to the minimum solution of this equation, i.e., the

minimum eigenvalue. Whdn=[" , the minimum eigenvalue can be calculated using
the development of the solution into the series by powers of the small difference

[y —T . Itis proved that a simple analytical formula, obtained by keeping in the
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series only the two first terms, gives a good approximation not only of this limit but of the
opposite limit wheii =0, too. A comparison of the results obtained by the analytical
formula and using the complete dispersion equation shows a good precision of the formula

in the wholerange 0@ < I <.
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INTRODUCAO e temperatura) estdo relacionados pelas equagées da
hidrostéatica e do estado. A terceira equacao pode ser
Na construcdo de modelos atmosféricos €scolhida de muitas maneiras. A escolha mais simples,
numericamente estaveis, um parametro importante quénais frequentemente usada, € a de uma atmosfera
garante uma escolha 6tima do passo de tempo, enisotérmica (Gill, 1982; Houghton, 1977). Nesse caso,
dependéncia do tamanho dos passos espaciais da gra@é amplitudes das autofuncdes da atmosfera obedecem
de um esquema numérico, é o de Courant (Marchuk,2 equacdes ordinarias com alguns coeficientes cons-
1974; Mesinger & Arakawa, 1976). O parametro rela- tantes. Por isso, o perfil vertical delas tem uma forma
ciona estes passos com a velocidade de propagaca®xponencial-ondulatéria e a equacao de dispersao, que
do sinal no meio, i.e., com a velocidade da frente dosdetermina o espectro das oscilagGes, isto €, a
desvios. Em modelagens de processos atmosféricos ddependéncia da frequiéncia em relagéo ao comprimento
escala grande sdo usados alguns modelos hidrostaticote onda, tem uma forma algébrica.
(Holton, 1992; Marchuk, 1974). Os modelos filtram as Em outra escolha de um estado basico, os perfis
ondas acusticas rapidas que se propagam praticamenigrticais das autofuncdes, mesmo na atmosfera homo-
na direc&o vertical (Holton, 1992). Elas n&o estéo rela-génea, sem simplificacdes adicionais, obedecem a equa-
cionadas com os processos atmosféricos de grandgdes mais complexas (Holton, 1992).
escala. Nos modelos hidrostaticos nenhuma frente se ~ No modelo ndo hidrostatico, que € usado para a
propaga verticalmente e um passo de tempo admissivelescricdo dos processos de propagacao das ondas acus-
do ponto de vista da estabilidade do esquema numéritico-gravitacionais na atmosfera, isto pode ser, no caso
co, pode depender s6 do passo horizontal da grade e dd0 estado politropico, uma equagdo confluente
velocidade horizontal dos desvios. Esta velocidade éhipergeométrica (Pekeris, 1948). No caso de um esta-
uma soma da velocidade do vento e da de grupo daglo com um perfil vertical mais complicado, isto pode
ondas mais rapidas. Tais ondas, no modelo hidrostaticoSer uma equacao ainda mais complexa tal como uma
sdo as de Lamb (Gill, 1982). A velocidade horizontal hipergeométrica comum (Nalesso & Jacobson, 1995).
destas ondas é comparavel a velocidade do som. A Um modelo politrépico da atmosfera, isto €, com
velocidade de propagacédo da energia pelas ondas indecréscimo linear da temperatura com a altura,
ternas gravitacionais e de Rossby é muito menor. corresponde bem as condi¢Bes reais da parte inferior
A velocidade de propagacao das ondas de Lambda atmosfera, a troposfera que se estende do solo até
na atmosfera depende da escolha do estado basico datropopausa. No modelo hidrostatico, que é usado para
atmosfera em relagéo ao qual se faz a linearizagéo dagma descricdo do tempo, o perfil das autofuncdes se
equacgdes hidrotermodinamicas. Trés parametrosexpressa atraves das funcdes de Bessel. A equagéo
termodinamicos do estado basico (presséo, densidadée dispersdo é transcendente. E interessante, sob o

Revista Brasileira de Geofisica, Vol. 17(2,3), 1999



D. P. Casarin & V. Kadychnikov 189

ponto de vista teérico e também pratico, procurar umacondi¢des de contorno. Como primeira condi¢éo, exi-
férmula simples que descreva a velocidade de dz

propagacao dos desvios com dependéncia da taxa dgimos que a velocidade verticel = ot seja zero no
variacdo vertical da temperatura em toda a regido

0<T <TI,,tendo em vista que os valores da veloci- sg|lg. Assim do| _ 0 ou no caso linear
dade nos pontos extremos 0 (atmosfera isotérmica) Ule=s

e [ =T, (atmosfera com estratificacdo neutra) séo ¢ +§5sz 0. Usando a equacao hidrostatica em (2)
conhecidos (Holton, 1992). temos:

EQUACAO BASICA @ =RTw, quandog =1. 3)

As equacgdes hidrotermodinamicas da atmosfera A segunda condigéo é escolhida das razdes ener-
hidrostatica podem ser escritas no sistema das coordegéticas. De (2) obtem-se uma lei de conservacdo da

nadas isobéricas como: energia na seguinte forma:
du, dv, 2 g =
X 1 C = _RT, - _—T 2 +
TR at AT % dtZEJ T, -rx” B
ux +Vy +(U< = O, %- = R;.Ic_d w, (uqo)x + (qu)y + (w )c =0

Integrando esta equag¢do numa regido periddica

i . p . emx,ye de 0 até 1 emg vemos que, de acordo com a
ondet € o tempox, y< = 5 sao as coordenadas  cgndicao de contorno (3) paral, a integral espacial

espaciais[f - pressdoP =1000hPa); u, vw sdo as de uma forma quadratica, a saber,
velocidades correspondentgss 0 geopotenciall é

. A L H

a temperaturd;é o parametro de Coriolig;é a cons- = BJ - 1_ ®? 0,
tante dos gases para o @€ a aceleracdo da 2 U Tl(rd —I')c RT, " O

: -9 | : e
gravidade;l « = c_ € ogradiente adiabatico seco e conserva-se no tempo se

p

é o calor especifico a pressdo constante (Holton, @®=0, quandag = 0. (4)

15’9 Esta serd nossa segunda condi¢do de contorno.

Llnearizando as equacdes em relacdo ao estado
politrépico em repouso, a saber: Vamos procurar solugbes do sistema (2) sob as

U=v=w=0 T :T_l Iz, (1) condicdes (3) e (4) na f?rma das. ondas:
w(xy.¢.t) = (¢)expilkx +ly - At),
@W=uvweT)

em¢=1, el € ogradiente vertical da temperatﬁ_ra )

obtemos as equacdes para os deswipg, o', @, T'. com amplitudes que dependemcdgmois os coeficien-
Omitindo as linhas temos tes das equacdes dependem desta coordenada. Colo-

cando (5) nas Egs. (2) e excluindo todas as amplitudes,

ondeT_1 € o valor médio da temperatura junto do solo,

ut+g = v+g, =_i“’ ¢ =—RT, exceto ¢, obtemos a seguinte equagio de segunda
UV, +a, =0, T = Rﬂg(zg_; r) o, (2)  ordem:
- d(p% RT,(M,-T) p? 9=0. (6
onde @ = Rg—r e 0 parametrd considera-se cons- C S
tante. ondep? = k? +12. Como as amplitudes da velocidade

Vamos supor que em coordenadas horizontais oyertica| e do geopotencial estéo relacionadas pela for-
problema seja periddico. Em relacdo a altura o sistemgy, 15

tem duas derivadas. Por isso, € preciso colocar duas
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A:iﬁcz—a(&’ )2 = RT,p? yld- 28. 1 +f2
1 y-iat g g
- : . 020
as condi¢cbes de contorno (3) e (4) ficam respectiva-
mente:
o onde ¥ =—: R=¢, ¢,
L(oc +@=0, quando¢ =1, (7) v
R(rd - F) A velocidade de propagacéo da frente dos desvios,
cz‘“q&ﬁc =0, quanda; =0 . (8) C, é igual amax % O valor maximo, de acordo com
EQUAGCAO DE DISPERSAO (14), é atingido quandg _, oo, pois dd Z/\ E - 0.
o 0op

A Eq. (6) é do tipo de Bessel e a sua solugdo Assim
geral € (Watson, 1966):
C = \/R

) a a
‘P(C =C¢ @1 1a% ? E‘CZNH%CZ ) ) onde

ondeJ e N séo as funcfes de Bessel de primeiro e 5 = min Hzn g
segundo tipo respectivamen@, e C, sdo constantes :

arbitrarias e o parametro Entdo, a nossa tarefa € encontrar uma solugéo
2Rp |T,(ry-T) minima da Eq. (12) porque, de acordo com (13), o
g gAz-f?) " (10) parametrd também depende do paramedro
1
v 1,
y-la

Quandox — Oas fungbesJ (x) ~ x", b= (16)

N, (x) ~ x™", entdosomente a primeira solugdo em
DEDUCAO DE UMA FORMULA PARA A

(9) cumpre a condig¢éo superior (8), ista3g,=0. A
LOCIDADE DE PROPAGACAO DA FREN-

solucdo rejeitada ndo cumpre também a condigéo deI_E
limitacdo da integral espacial da forma quadrdica
Assim uma solucéo da Eq. (6) sob a condicéo (8), a

menos de um fator arbitrario, é Usando as séries para a apresentacéo das funcoes

Jn(Z2) eIp+1(2), a Eq. (12) pode ser escrita na forma
~r N ‘12“’ < (Watson, 1966):
o(c)=¢ Jia46% 7 (1)
a a

o) o) o’ 5 a
— - + - +
Colocando-a na condig&o de contorno inferior (7) 1‘ab+1§ 16+2) 2b+2b+3 3b+Ao+3o+a) H
obtemos a equacéo de disperséo na forma: - 9 6’ _ o N
a Z )= 3.(2) H 1b+1) 2(+)b+2) 3Ab+Yb+2b+3
1-a 7 Jbn (12) (17)
onde as denotagoes: Quandoa — 1 o valor deb fica limitado, como
r 1-a mostra a definicdo (16). Por isso, de acordo com (17),
- - €©)
a= F_ b=— (13) o valor ded tende a zero. Denotamos coio , a
d a solucéo que corresponde a este limite, quando em (17)
sdo usadas. sdo mantidos um termo a esquerda e a direita. Temos:
Depois dos autovalores do problemg, ,Zda
equagél?) de dispersdo (12), serzmzontrgdo,sa 3% = (b+l)(1 a) yy 15161 a (18)

frequiénciaA sera determinada pela formula (10), de

onde segue que A solugéo pode tornar-se mais precisa com a ajuda
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A o & 3 g aregido0<a<i.

01 315,00 236.25 23731 233,10 Usando a aproximacad = &b temos de (15),
05 7,0000 6,1250 6,1493 6,1528 para a velocidade da frente, o va RT_1 gue nédo
09 0,43210 0,42228 0,42235 04223  depende da. A aproximacdod = 32 transforma a

Tabela 1- Dependéncia das diferentes aproximac6es de formula (15) em
em relagdo aos parametro \/

2aly -1)+1 ' -

(20)
Table 1 -Dependence of distinct approximation &fin

relation toa. O multiplicador na frente d&®T, é uma funcéo

monotona da. Como ja foi dito, para uma atmosfera

do seu desenvolvimento em série de poténcias doyom estratificacdo neutra1), ele ¢ igual a 1 e para
parametro pequend . Vamos escrever os trés

et : uma atmosfera isotérmica50) €éy. Ambos valores
primeiros termos: limitantes sdo bem conhecidos (Holton, 1992). A 6r-
(5(1))2 2(5(1))3 mula (20) fornece uma possibilidade de calcular a
+ velocidade maxima de propagacao dos desvios na
b+)b+2) (b+1°(b+2)(b+3) propagag
Acontece que a soma finita (19), sem termos em

atmosfera politrépica para todos os valores do
_ L parametro da estratificac&o=r/I, dentro do inter-

vista 0s outros termos da série, pode ser usada para

obter uma boa aproximagao para o paramétro valog<ac<1.

5=oW -

+.. (19)

também no caso do limite opogio—, Q. Narealidade,

gquandog — 0, de acordo com as definicbes (16) e

(18), 8% ~ a? e os valoreb+1, b+2,...~a'11, isto &, 0

CONCLUSAO

No modelo politrépico da atmosfera hidrostatica,

terceiro termo em (19) é pequeno em comparacao aoisto é, como E>erfil (1) da temperatura, o Qerfil verticaIN
dois primeiros termos cujas ordens s&o as mesmasdas autofuncdes (11) se expressa atraves das funcGes
Todos os outros termos omitidos em (19) s&o ainda med€ Bessel. Porisso a equacao de dispersao (12) (ou na

nores.

forma (17)) que determina os autovalores do problema

A Tab. 1 mostra o carater da dependéncia doe, por conseqiiéncia, o espectro das oscilagfe3,

parametro Oa<1 dos valores: @ 5@ (as duas

primeiras parcelas em (1993 (as trés parcelas em

(19)) e d (a solucao numérica da equacgéo (17)).
Paraa - 1 todos os quatro valores®, (),

€ transcendente. No caso da estratificacdo da

Lo . _ T
atmosfera ser proxima a neut =r—=1 , O
d
autovalor minimo do problema que corresponde a
velocidade maxima de propagacdo da energia dos

5® e séo iguais a expressédo (18) e por isso o radi-desvios (velocidade da frente) pode ser encontrado

cando em (15) torna-sRT_l. Para a — 0o valor

facilmente desenvolvendo a solugcéo em série (19) pelo
parametro pequeno d-O primeiro termo da série

oW é (18) e o radicando em (15) torna-se novamentefornece, para a velocidade da frente, um valor

RT_l. Mas os valoreg (), 5() e d nesse caso, como

, oW , A
pode ser visto, sad " . Por isso, para estes trés
y

valores, o radicando em (15) fi(yR'Fl.
Da Tab. 1 vemos que o valor

@ 0
5@ -s09___ 0
% (b+1)b+2)d

independente da Ele corresponde ao valor exato da
velocidade na atmosfera com a estratificagdo neutra.
A adi¢do de mais um termo leva-nos para uma formu-
la analitica simples (20) para descrever a dependéncia
da velocidade em relagdo ao paramatr&sta
provado que € preciso ter em vista 0s mesmos dois
termos da série (e por isso esta valida a mesma férmu-

la analitica) também no caso do limite opoate O.
Uma comparacao dos resultados obtidos pela féormula
(20), que descreve bem os dois casos limitantes, com

ja praticamente coincide com a solug&o exata em todedS resultados da solugdo numeérica da equacdo de
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eles em toda a regid®< a < 1 ndo excede 1%. Entdo 277p.

a formula (20) é valida para todas as estratifica(;(”)es'\/'ES'NGE_R F. & ARAKAWA A. - 19_76 )
estaveis da atmosfera politrépica. Numerical Methods Used in Atmospheric Models,

GARP Publ. series, N° 17, 65p.
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PROPAGATION SPEED OF THE FRONT OF DISTURBANCES IN AHYDROSTATIC
MODEL OF A POLYTROPIC ATMOSPHERE

Hydrostatic models of the atmosphere are commonly troposphere, where the temperature decreases from the

used w;}the hydrodynz_irr;:lc mé)dlel(ljlng OT I?rge-scale_‘ground up to the tropopause approximately with the
atmospheric processes. The models do not include acousti¢, o+ lapse rafe. We suppose all the atmosphere | to

Wﬁyehs that proplagzijte vehrtically Vi\]'ith the sound S_IPheed fandbe stratified in the same forrm this case, the vertical
which are not related to the weather processes. There Oreprofile of the eigenmodes is described with the help of{the

a time step in finite difference models can not depend ON Bessel functions. The condition that the spatially integ%ted

the vertical model resolution. Its dependence on the hori- energy of the perturbations is conserved in time, leads up
zontal resolution of explicit numerical schemes is determined to a transcendental dispersion equation for the ei'genv lues
by the Courant numerical stability condition. This condition of the problem. They determine the oscillation spectriim
relateds t]t]ehspa_ce Eind time s@eps_ ththe schemes W't_rll_r;[hel'he speed of the propagation signal in the model is defined
speed o .t c S|gn§ _propaglatlor;] In t e_enwroricmhent. € by the minimum eigenvalue. In order to find this eigenvalue,
propa_gatlon speed Is equal to the maximum o the group;iis ised in the equation the development of the solution
velocity .Of all wave types (Lamb, gravity and Ross_by into the series by powers of the differerige- I'. If the
waves), in a hydrostatic model of th_e atmosphere, a_md in a"difference is small, the minimum solution of the dispergion
wavelengths. The most fast waves in t_he hydrostatic moqelequation can be represented with the help of the twolfirst
are ilhe Lan?b War\]/es._The speed ofbtlhe|r en_ehrgy r|]Or0p‘"’lgat':j)r}erms of the series by a simple analytical formula. Hefce,
in a (;N?_\"e engt Sh 1S comp(iira ? h wit ;g smén the propagation speed (the front speed) is expregsed
shpee h. . owefve;]r, tbe _exact va l:cer? the spei epUen S”O'Ehrough the parametErby an analytical formula, too. It is
the choice of the basic state of the atmosphere. Usually,qpq\y that the same formula is valid in the opposite limifing

waves in an isothermal atmosphere are examined and the'Ease wheff = 0. The solutions for bothi =I 4 and =0
progalg_atl?]n S.peedﬁ are e_valuate((jj. il'he rzlidvanr;tage O_f tri'%oincide with the corresponding exact solutions which|are
modelis that it is the  unique model -where the vertical \q|| nown from the literature. A comparison of the restits
profile of eigenmodes, without any further simplification, is

q ived by th . ith tic q obtained by the analytical formula and, numerically, flom
escribed by t e e_quatlons wit con_stant coefficients and, , complete dispersion equation shows that errors op the
hence, the profile is wavy-exponential. However,

th a li distribui f th it Ia_l s;(jate formula do not exceed 1% in the whole rang€ wériations
with a linear distribution of the temperature with altitude between 0 andly,

corresponds better to the actual conditions in the

(See note about the authors in page 207)
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