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Modelo matematico deterministico para
previsao da macroestrutura bruta de
solidificacéao

(Deterministic mathematical model for the prediction
of the as-cast macrostructure)

Resumo

Um modelo multifasico deterministico foi implemen-
tado para simular a solidificacdo unidirecional com o ob-
jetivo de prever a estrutura de grdos bruta de solidifica-
¢ao. O modelo consiste nas equagdes macroscopicas de
conservacao da energia, massa e espéecies quimicas, aco-
pladas a leis de crescimento dendritico. Foi adotado um
modelo de nucleagdo dos gréos equiaxiais baseado em
uma distribuicdo Gaussiana de super-resfriamentos. Em
determinadas condic¢Bes de nucleacdo, ocorrem oscila-
cOes nas curvas de resfriamento que impossibilitam a
correta previsdo do tamanho de grdo médio ao longo da
estrutura. Diversas simulac6es foram realizadas fora des-
sas condicoes, possibilitando uma analise do efeito do
coeficiente de transferéncia de calor no tamanho de gréo
médio e na posicédo da transi¢do colunar-equiaxial.
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Abstract

A multiphase deterministic mathematical model
was implemented to predict the formation of the grain
macrostructure during unidirectional solidification.
The model consists of macroscopic equations of energy,
mass, and species conservation coupled with dendritic
growth models. A grain nucleation model based on a
Gaussian distribution of nucleation undercoolings was
also adopted. At some solidification conditions, the
cooling curves calculated with the model showed
oscillations (“wiggles™), which prevented the correct
prediction of the average grain size along the structure.
Numerous simulations were carried out at nucleation
conditions where the oscillations are absent, enabling
an assessment of the effect of the heat transfer coefficient
on the average grain size and columnar-to-equiaxed
transition.

Keywords: Mathematical model, macrostructure,
columnar-to-equiaxed transition.
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1. Introducao

As propriedades finais de uma peca
obtida por fundicdo estdo intimamente
relacionadas com a quantidade de gréos
colunares e equiaxiais, que depende da
regido de transicdo colunar-equiaxial
(CET - "columnar-to-equiaxed transition")
presente na estrutura bruta de solidifi-
cacdo. Sabe-se que a CET ocorre duran-
te a solidificacdo quando os gréos equi-
axiais bloqueiam o crescimento dos gréos
colunares (Flood & Hunt, 1988).

No primeiro modelo matematico
deterministico, para a previsdo da CET,
proposto por Hunt (1984), para condi-
cOes estaciondrias, assumiu-se que a
CET ocorreria quando a fragdo volumé-
trica de gréos equiaxiais imediatamente
a frente das dendritas colunares atingis-
se o valor de 0,49 (bloqueio mecénico).
Posteriormente, Wang e Beckermann
(1994) desenvolveram um modelo multi-
fasico e transiente, no qual trés "pseu-
dofases" distintas existiam no interior de
um volume elementar representativo:
solido, liquido interdendritico e liquido
extradendritico. Foi considerada, ainda,
a troca de soluto entre envelopes imagi-
narios envolvendo os graos colunares e
equiaxiais e o liquido extradendritico. O
critério do bloqueio mecéanico também
foi empregado para determinar a posi-
cdo da CET. Martorano et al.(2003) es-
tenderam o modelo de Wang e Becker-
mann (1994) e propuseram um mecanis-
mo para a CET considerando as intera-
¢Oes entre o crescimento colunar e o cam-
po de soluto no liquido extradendritico
rejeitado pelas dendritas equiaxiais. Com
0 aumento do teor de soluto no liquido
extradendritico, o super-resfriamento
para o crescimento dos gréos colunares
e a sua velocidade tornavam-se aproxi-
madamente nulos, ocasionando a CET.

O objetivo principal do presente tra-
balho é a implementacao de um modelo
matematico deterministico para a solidi-
ficacdo unidirecional para prever a posi-
cdo da transicdo colunar-equiaxial e o
tamanho médio de grédo na regido equia-
xial, fornecendo uma previsdo completa
da macroestrutura de gréos.

2. Desenvolvimento do modelo matematico

O modelo matematico implementado no presente trabalho é baseado no modelo
desenvolvido por Martorano et al. (2003), porém foi incluido um modelo que consi-
dera uma distribuicdo Gaussiana de super-resfriamentos criticos para nucleagdo dos
graos equiaxiais (Thévoz et al., 1989). Foram definidas trés pseudofases distintas no
interior de um volume elementar representativo: solido (s); liquido interdendritico
(d); e liquido extradendritico (I). As fragdes volumétricas de cada uma das trés pseu-
dofases sdo denotadas por €, €, € €, respectivamente (e + €, + € = 1). Os liquidos
inter e extradendriticos sdo separados por um envelope imaginario que apenas toca
0s bragos primarios e secundarios de dendrita. No caso de graos equiaxiais, 0s
envelopes sdo esféricos e envolvem cada grao equiaxial (Figura 1). Para os graos
colunares, entretanto, existe um envelope envolvendo cada brago primario (Wang &
Beckermann, 1994).

As seguintes hipoteses foram também assumidas: (1) a extracdo de calor é
unidirecional; (2) o liquido interdendritico possui concentragao de soluto (C,) ho-
mogénea; (3) a concentragdo de soluto nesse liquido obedece ao diagrama de fases
(equilibrio termodinégmico com o s6lido), ou seja, C,= (T -T)/m,, onde T &€ a tempe-
ratura local, T, € a temperatura de fusdo do metal puro e m, € a inclinacdo da linha
liquidus (aproximada por uma reta); (4) a difusdo de soluto no sélido e os transpor-
tes de calor e massa por convecgdo sao despreziveis; (5) o calor especifico (cp) ea
densidade (p) sdo constantes e iguais para todas as fases. A condutividade térmica
(K) é dada pela média das condutividades da fase solida (K ) e das fases liquidas (K))
ponderadas por suas fragdes volumétricas locais. Essas hipoteses permitem a defi-
nigéo do seguinte conjunto de equacdes diferenciais (Martorano et al., 2003)
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Figura 1 - Conceito de envelope de gréo aplicado aos grdos equiaxiais.
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onde L ¢ o calor latente de fusdo por unidade de massa; D € o
coeficiente de difuséo de soluto no liquido; S_ € a area interfa-
cial do envelope por unidade de volume; &, € a espessura da
camada efetiva de difusdo de soluto ao redor dos envelopes e
k é o coeficiente de parti¢do de soluto.

A evolucdo temporal da fragdo volumétrica de graos
foi calculada por de / dt= S,V , onde g =¢+¢, € a fragdo de
gréose V_éavelocidade de crescimento radial dos gréos equi-
axiais e dos bragos primarios dos graos colunares.

A posicao da frente de crescimento colunar é calculada
por

d
x{.‘mr — V

d.( cof
onde x_, € a posicdo da frente colunar e V_, € a velocidade
dessa frente na dire¢&o de extracdo de calor. Quando os graos
equiaxiais atingem uma fracdo de 0,49 em x_, estes sdo assu-

midos bloquear os gréos colunares (blogqueio mecanico).

)

A velocidade de crescimento radial dos gréos equiaxiais
e colunares (V) e axial dos colunares (V) foi calculada atra-
vés de (Martorano et al., 2003)

Vv o 4o Dim,(k-1)C, (f.-"(!?))z ©

r col T
I

onde 6" = 1/(4m?) é a constante de estabilidade; T" € o coeficiente
de Gibbs-Thomson; Iv*é o inverso da funcéo de Ivantsov e Q
é o super-resfriamento adimensional de soluto, calculado como
Q=(C,-C)/[C,(1-k)] paraV, ecomo 2= (C,-C)/[C (1-K)]
paraV_, onde C, € a concentragdo média de soluto na liga.

col’

No crescimento colunar S, = (6/1,)(1-)**,onde A, éo0
espagamento entre os bragos primarios de dendrita. No caso
do crescimento equiaxial, deve-se considerar que 0s graos
que nuclearam em instantes diferentes tém tamanhos distin-
tos. Nesse caso, S, = ¢ S__, (Lameiras Jinior, 2006), onde S,
¢ a concentragdo de area estendida, definida como a area inter-
facial que os envelopes equiaxiais teriam, caso 0s seus con-
tornos nunca se encontrassem. A evolugdo temporal de S,
foi calculadapord S, . /dt=8nV_(nR, ), onde né adensi-
dade local e instantdnea do nimero de gréos equiaxiaise R __
€ o raio estendido médio. A evolugdo de nR___ foi descrita
pord (NR, .. )/ dt=nV, . Adensidade instantanea de nimero
de gréos equiaxiais (n) depende da nucleacéo de novos graos
e pode ser calculada por um modelo de nucleagdo onde os
super-resfriamentos criticos distribuem-se segundo a Gaussi-
ana apresentada a seguir (Thévoz et al., 1989)

dn__(_em, ), | 1f4r-at, ’
dar ~\orar, )Y T2\ ar, ©

onde n_ ¢ a densidade maxima possivel de nlcleos; AT ¢ o
super-resfriamento médio para nucleagéo e AT _¢€ o desvio-

padréo. A espessura efetiva de difusdo, ¢, também depende
do tipo de crescimento de gréo e foi calculada como sugerido
por Martorano et al (2003). O sistema de equagdes diferenciais
e algébricas acopladas, apresentado anteriormente, foi soluci-
onado numericamente através do método dos volumes finitos
explicito (Aguiar, 2006).

3. Resultados e discussao

O presente modelo foi inicialmente validado comparando
0s seus resultados com os obtidos por diversos autores (Wang
& Beckermann, 1993; Lameiras Junior, 2006; Martorano etal.,
2003; Wang & Beckermann, 1994). A seguir, a solidificacéo
unidirecional de ligas do sistema Al-Si foi estudada. Um dos
contornos do dominio de calculo foi adiabatico, enquanto, no
outro contorno, considerou-se o fluxo de calor g = h(T-T),
onde h é o coeficiente de transferéncia de calor e T_ € uma
temperatura de referéncia (298K). A solidificacdo equiaxial sera
examinada no item 3.1, enquanto, no item 3.2, sera considerada
também a transi¢do colunar-equiaxial.

3.1 Solidificagao equiaxial unidirecional

O modelo matematico implementado foi ajustado para si-
mular a solidificagdo de gréos equiaxiais da liga Al-1%Si sob
condicOes unidirecionais de extracdo de calor. Nesse caso,
ndo houve o acompanhamento da frente colunar através da
EqQ. (4). Esse tipo de solidificacdo ¢ muito comum em pecas
fundidas, especialmente com a adi¢do de inoculantes.

Nas simulagdes, o dominio de calculo foi de 0,01m e as
propriedades e condigdes foram: C =1,0(%peso); h=500Wm?K*;
T,=933K; T igs = 927K T 00 = 850K L = 372x103Jkg™;
¢, =1019,60kg K K = K, =90Wm*K; p =2550kg.m";
D,=3x10°mzs™;m =-6,0K(%peso)*; k=0,13; T'=9x 10°K.m;
n,=10°m?.

3.1.1 Efeitos da malha numérica

O efeito do numero de volumes finitos da malha numérica
sobre as curvas de resfriamento e a previsdo do tamanho de
grdo foram examinados. Inicialmente, adotou-se o modelo de
nucleacdo instantanea, no qual todos os nucleos surgem no
liquido quando o seu super-resfriamento atinge o valor médio
AT . Esse modelo é equivalente aadotar AT_=0naEq. (6). As
curvas de resfriamento, para uma malha numérica de 50 volu-
mes finitos, estdo apresentadas na Figura 2(a), para uma dis-
tancia de 0,1mm em relacdo ao contorno de extracdo de
calor (x =0,1mm). As curvas correspondentes aos super-res-
friamentos de OK e 2K apresentam o comportamento espera-
do de uma curva de resfriamento de solidificacdo equiaxial,
ou seja, a existéncia de uma Unica recalescéncia. Porém as
curvas para super-resfriamentos de 4K e 6K apresentam
oscilagbes (“wiggles™), observadas por diversos autores
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(Thévoz et al., 1989; Wang & Becker-
mann, 1994; Martorano et al., 2003). Es-
sas oscilagBes parecem um artefato nu-
mérico sem significado fisico. Elas sur-
gem com a propagacdo das recalescén-
cias que ocorrem em volumes finitos vi-
zinhos em instantes diferentes. As reca-
lescéncias de cada volume séo propaga-
das por conducdo na malha numérica e
acabam se sobrepondo, resultando nas
oscilagdes periddicas observadas.

O ntimero de volume finitos da ma-
Iha (N) foi aumentado (Figura 2(b)), mos-
trando que a frequéncia e a amplitude
das oscilagdes diminuem até N = 400,
permanecendo constante para malhas
mais refinadas. Logo, a malha tem um
efeito parcial nas oscilacoes, que é elimi-
nado para N >400, quando se atinge uma
solucéo independente da malha. Dessa
forma, as oscilacbes que ainda persis-
tem devem pertencer a solugdo das equa-
¢Oes do modelo, descartando-se a hipd-
tese de artefatos numéricos.

Examinou-se o efeito da largura da
distribuicdo de super-resfriamentos para
nucleagdo (AT ) nas curvas de resfria-
mento calculadas em x = 0,1mm (Figura
3(a)) e na variacdo de tamanho de gréo
médio (TG) (Figura 3(b)), calculado a partir
da densidade final de nimero de graos
(n) através da equacgdo TG = (0,5 / n)*®
(Aguiar, 2006).

A Figura 3(a) mostra que as oscila-
¢Oes estdo presentes quando AT_=0,1K.
Essas oscilacOes estdo consistentes com
aquelas mostradas na Figura 2(a), que
equivalem ao caso AT =0, ou seja, nu-
cleacdo instantanea. Na Figura 3(b), ob-
serva-se que as oscilagdes nas curvas
de resfriamento sdo propagadas para o
calculo do tamanho de gréo, que tam-
bém mostra oscilagdes. Quando AT _ au-
menta para 1K e 3K, as oscilacBes desa-
parecem, pois 0s graos nucleiam em uma
maior faixa de temperatura, distribuindo
melhor a liberagdo de calor latente no
intervalo de solidificacdo e evitando
bruscas variagcdes na densidade de nu-
cleos formados. Na Figura 3(b), nota-se,
ainda, que, nos casos onde ndo ocorre-
ram as oscila¢cdes, uma malha com 50
volumes esta adequada, pois fornece um

resultado muito semelhante ao obtido
em uma malha de 200 volumes.

3.1.2 Previsdo do tamanho de gréo

No item anterior, notou-se que as
oscilacGes ndo foram observadas nas
simulagdes onde 1K < AT_< 3K para
AT =6K. Conseqlientemente, neste item
o tamanho médio de grdo foi previsto
dentro dessa faixa, examinando-se o efei-
to de AT_ e de h (coeficiente de transfe-
réncia de calor), que é um parametro tec-
noldgico importante nos processos de
fundicdo. Na Figura 4(a), percebe-se que
o tamanho de grdo médio é menor junto
ao contorno onde se extrai calor, onde

existe a maior taxa de resfriamento. Quan-
do a distdncia ao contorno aumenta, a
taxa de resfriamento diminui e o tama-
nho de grdo aumenta. Esse comporta-
mento, de forma geral, é observado ex-
perimentalmente.

O tamanho de grdo médio é reduzi-
do quando AT _ ¢ alterado de 1,5K para
3K, pois a largura da distribuicédo de su-
per-resfriamentos aumenta, resultando
em uma maior quantidade de nucleos
para um mesmo super-resfriamento do
liquido (< AT ). Dessa forma, o tamanho
de gréo final torna-se menor. Na Figura
4(b), nota-se que um aumento no valor
de h diminui o tamanho de grdo médio,
pois resulta em uma maior taxa de resfri-
amento ao longo do dominio.

930

—
Y]
S

925

920 -

Temperatura, T (K)

915 -

910

922 -

Tempo, t (s)

- N=250 —

N=500 N=400 N=750

TJr'q uidus

921

920 -

Temperatura, T (K)

919 -

918

Tempo,t(s) 2 3

Figura 2 - Curvas de resfriamento calculadas para o volume finito adjacente ao contorno
de extragdo de calor (x = 0,1mm) considerando nucleagdo instantanea (AT_= 0): (a)
em fungdo do super-resfriamento para nucleagéo (AT, ) com malha de 50 volumes e (b)
em funcéo do numero de volumes (N) para AT, = 6K.
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3.2 Transicao colunar-
equiaxial

No item anterior, o avanco da fren-
te de gréos colunares néo foi modelado,
impossibilitando a obtencdo da posicéo
da CET. Nesse item, 0 acompanhamento
da frente colunar foi realizado através da
Eq. (4), permitindo a previsdo da posi-
cdo da CET nas simulacfes apresenta-
das na Figura 5. Novamente considerou-
se a transferéncia de calor unidirecional
em um dominio de célculo de 0,15m, mas
agora para uma liga Al-7%Si. As propri-
edades da liga e as condicdes utiliza-
das foram: C =7,0(%peso); T, = 933K;
Tliquidus = 891K' Temétioo = 850K' Tiniciaj = 1019K’
L =387,4x10%kg*; ¢ = 1126Jkg™.K™;
K, =137,5Wm'K*; K =60,5Wm'K™;
p = 2452kgm=; D, =5,5 x 10°m2s™*;
m,=-6,0K(%opeso)’;k=0,13; '=1,96x10"K.m;
n,=1,5x10'm3 AT =4K; AT _=1K;
A, =15mm.

Na Figura 5(a), observa-se que o
tamanho da zona colunar aumenta com
o0 aumento do coeficiente de transferén-
cia de calor, pois ocorre um aumento do
gradiente de temperatura na frente dos
grdos colunares, deixando uma menor
regido super-resfriada para o crescimen-
to dos grdos equiaxiais. Logo, 0s graos
colunares conseguem avangar uma mai-
or distancia antes do bloqueio. Wang e
Beckermann (1994) também observaram
esse comportamento utilizando um mo-
delo matematico multifasico mais simples.
A Figura 5(b) mostra que o tamanho de
gréo equiaxial diminui quando o coefici-
ente de transferéncia de calor aumenta.
Esse efeito ja foi observado no item an-
terior, onde foram considerados apenas
0s gréos equiaxiais. Nota-se, ainda, que
a variacdo do tamanho de gréo ao longo
do dominio é menor para o0 maior valor
de h (1000Wm2K1).

4. Conclusodes

Um modelo matemético multifasico
para a solidificacdo unidirecional de li-
gas binarias foi implementado, no pre-
sente trabalho, considerando uma dis-
tribuigdo Gaussiana de super-resfriamen-
tos para nucleacdo. O modelo foi utiliza-

do inicialmente para simular a solidifica-
cdo unidirecional onde existem apenas
grdos equiaxiais. Nota-se que as curvas
de resfriamento apresentam oscilagGes
que ndo correspondem ao comportamen-
to de sistemas reais e que desaparecem
quando o desvio-padrdo da distribuicéo
de super-resfriamentos (AT ) esta na fai-
xaentre 1K e 3K. Nessa faixa, o tamanho
de grdo calculado aumentou com o au-
mento da distancia em relacéo a extremi-
dade do dominio onde o calor é extraido.
Um aumento na largura da distribuicdo,
AT, dentro da faixa examinada, resulta
também em uma diminuigdo no tamanho
de gréo. O modelo foi utilizado para si-

mular a solidificacdo simultanea de graos
colunares e equiaxiais, permitindo a pre-
visdo do tamanho de gréo ao longo da
zona equiaxial e o tamanho da zona colu-
nar, indicado pela posicdo da transicdo
colunar-equiaxial. O aumento no coefici-
ente de transferéncia de calor, por outro
lado, resulta em um aumento no tama-
nho da zona colunar, analogamente a
outros modelos da literatura.
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