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Abstract

In this paper, the Laplace’s equation is solved analytically in the complex plane for the field of hydrodynamic pressures generated by the rigid
body movement of a dam against a reservoir with infinite domain and incompressible fluid. The force the reservoir fluid exerts on the face of the
dam is determined through the integration of the hydrodynamic pressure in the complex plane. The conservative effects (real part) and dissipative
effects (imaginary part) of the force are analyzed as a function of the Froude number. The asymptotic solution of the aforementioned effects are
also presented in this paper.
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Resumo
E——

Neste trabalho, a equagdo de Laplace é resolvida analiticamente no plano complexo para o campo de pressdes hidrodinamicas gerado pelo
movimento de corpo rigido da barragem na presenca de um meio fluido infinito e incompressivel (um reservatorio). A forga exercida pelo fluido
do reservatoério na face da estrutura da barragem é entdo determinada através da integracéo da pressao hidrodinamica no plano complexo, e os
efeitos conservativos (parte real desta forca) que traduzem os aspectos inerciais da interacdo barragem-reservatorio, e os efeitos dissipativos
(parte imaginaria desta forga) que traduzem os aspectos de amortecimento desta interagdo sado analisados em fungdo de um parametro escalar
caracteristico de fluxo de superficie livre (nimero de Froude). E feita, também, a apresentagéo das solugdes assintdticas para os efeitos citados.
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1. Introducgao

N

Westergaard em 1933, nao considerando o efeito das ondas de
superficie livre, desenvolveu uma solucdo analitica exata em
séries para a equagao de Laplace que representa o problema
ilustrado na Figura 1. Ainda sem considerar os efeitos das on-
das de superficie livre, os trabalhos realizados por Sharan em
1985 e Kuglkarslan em 2003, através do Método dos Elemen-
tos Finitos, e Silva e Pedroso em 2005, e Silva em 2007, pela
Técnica de Separagao de Variavel apresentam solugdes para a
equacgéao de Laplace utilizando uma superficie de truncamento
a certa distancia da estrutura no dominio infinito de um fluido
incompressivel.

Azevedo em 1991 utilizou o Método dos Elementos de Contor-
no para estudar a propagacgéao de ondas de superficie. Trindade
em 2003 deu continuidade ao trabalho de Azevedo acrescen-
tando um maodulo de geracéo e propagacao de ondas em canais
experimentais por meio de batedores do tipo pistdo ou por meio
de batedores do tipo “flap”.

O problema de atenuacao de ondas na fronteira longinqua do
reservatorio também foi estudado por Gogoi e Maity (2006);
Parrinello e Borino (2007); Li (2009); Bouaanani e LU (2009);
Aydin e Demirel (2012) e Mendes (2018).

Este trabalho apresenta um estudo analitico da equagao de
Laplace, no campo dos numeros complexos. Através da li-
nearizagdo da condigdo de contorno de superficie livre com
ondas de gravidade, determina-se o campo de pressodes hi-
drodindmicas, na forma complexa, gerado pelo movimento
de corpo rigido da barragem. Sao determinados também os
efeitos conservativos e dissipativos da for¢ga que atua na face
da estrutura da barragem em fungéo da dissipagdo de ondas
de superficie livre considerando sua nao reflexao no infinito,
conforme o esquema da interagcao barragem-reservatorio ilus-
trado na Figura 1.

2. Formulagao analitica para a pressao
hidrodinamica no plano complexo

EE

Considerando o fluido incompressivel e nao viscoso, a pressao

hidrodindmica no reservatorio que resulta do movimento de uma

estrutura submersa satisfaz a equagdo de Laplace (Lamb, 1945):

o', Op

a2 Ty =0 M

As condigdes de contorno sao baseadas nas seguintes suposi-

¢Oes adicionais:

a) O dominio do fluido se estende até o infinito e seu movimento
é bidimensional.

b) Ainterface fluido-estrutura é vertical.

c) A estrutura submersa é rigida, sua altura ndo é menor do que
a profundidade do fluido, a estrutura vibra na direcdo normal
da interface fluido-estrutura.

d) O fundo do dominio fluido é rigido e horizontal.

Considerando-se ainda os efeitos das ondas de superficie,

e sua nao reflexdo no infinito, tém-se as seguintes condigdes

de contorno:

3}
i) No fundo do reservatoério (y = 0): % = 0 (fundo rigido).
. . L 0p w0 . .
ii) Na superficie livre (y = H): 3 = P (linearizada e no dominio
da frequéncia). 4 g 3
iii) Na interface fluido-estrutura (x = 0): a—z = —pVy = pwaX

(pressao linear).

iv) Reservatério de dominio infinito (x — «): p =0 (ndo reflexdo no
infinito das ondas de superficie livre).

O parametro Vg corresponde a amplitude da aceleragao na base
da barragem que é animada de um movimento harmdnico de
translagdo com amplitude X e frequéncia ». O movimento do fluido
é suposto acontecer no plano barragem-reservatorio e g corres-
ponde a aceleragao da gravidade.

Superficie Livre

Figura 1
Esquema da inferacdo barragem-reservatério
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Seja a expressdo para o campo de pressdes hidrodinamicas
procurado. Aplicando-se a técnica de separagao de variavel, ver
Chakrabarti e Chopra (1974), tem-se:

"

F G " 20
— = —— =K% . G” + KZG =0 (2)
F G F —K°F=0
%G
~ " 2 2
Paraaequagédo G + K“G = 0 .'.a—yZ+KG=0:

a — Na diregéo y, se K é real, encontra-se:
G,(y) =B, COS(kn}’) (3)

Usando a condigao de contorno ) ¢ P’ tem-se:

i @yly=H = =
Zoy)ly=H = —
Gy PNy g

2
P@)kmnwmnm1=%wanmwxnmr

Assim:

ZH
_(an)tg(an) = w? (4)

b — Na direcéo y, se K é imaginario, encontra-se para a solugao
ik, (com k; real):

Go(¥) = Bg cosh(kyy) ®

2
Usando a condig&o de contorno ;i) (%p(x, Nly=H = %p, tem-se:

Assim:
2
w*H
(koH)tgh(koH) = - ©
b . 5 o°F ) _
araaequagdo F — K°F = 0 naE K°F = 0:
X

a — Na diregao x, se K é real, encontra-se:
F(x) = C1e®* + Cre™®
Usando a condigao de contorno
iv) p(x,y)|x =0 = 0, tem-se: F,(x) = C,e Fn*.
. a
Usando a condigdo de contorno iii) ap(x,y)lx =0 = —pV
H
1 Jy Ga(»dy

=PfVg TH :
fn [y GRO)dy

H

_Jy GaODdy

=0 -
Iy Grondy

b — Na direcéo x, se K € imaginario, encontra-se para a solugéo ik

(com k, real): F(x) = Cye*o¥ + Cye~iox,

Usando as condigdes de contorno: iv) p(x,y)lx =0 = 0,

tem-se:  Fo(x) = Coe ™%, € iif) RPN =0 = —p;V, €m

H

o, Jo Gody

=P e TH 2
Toiko [ 63 (y)dy

GGy

g’

em Pp(x,y) = G,(y)Fy(x), resulta em: C,,
Portanto:

an

—knx
e
!]kn

Fp(x) = pr ,» com ap ™

Po(x,y) = Go(¥)Fo(x) — C

2 i %o —ikox
) [Bokysin(koH)] = “-F(2) [8o cos(hot] Fol) == EofVaq, s comean = Ty ®
Tabela 1
Determinacdo de par&metros envolvidos na forca hidrodindmica
Ndmero de Froude
ao quadrado Argumento da Argumento da Parte Parte
) W’H parte real parte imagindria conservativa dissipativa
== (k, H) (k, H) 5 p
107=0,1 3,1094 0,3216 0.0001 3,1087
0.2 3,0767 0,4627 0,0003 2,1591
0.3 3,0433 0,6767 0.0007 1,7300
0.4 3,0095 0,6778 0,0013 1,4690
0.5 2,9751 07717 0,0022 1,2868
0.6 2,9403 0.8611 0,0034 1,1490
0,7 2,9051 0.9476 0,0049 1,0395
0.8 2,8697 1,0324 0,0067 0,9488
0.9 2,8341 1,1163 0.0090 0.8717
10°=1,0 2,7984 1,1997 0.0117 0,8048
2 2,4587 2,0653 0,0669 0,4008
3 2,2045 3,0145 0.1547 0.2129
4 2,0430 4,0027 0,2320 0.1241
5 1,9411 5,0005 0,2876 0,0799
6 1,8734 6,0001 0,3268 0,0555
7 1,8260 7.0000 0.3551 0,0408
8 1,7910 8,0000 0,3763 0,0312
9 1,7644 9,0000 0,3927 0,0247
10'=10 1,7434 10,0000 0.4057 0,0200
*3.3 2,1478 3,3088 0,1800 0,1800

* Ponto de inferse¢do da curva da parte real com a curva da parte imagindria, ver Figura 2.
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Tabela 2
Valores numéricos para s e B
w*H 5 B
F2 = — S == P Erro relativo P Erro relativo
g Fy Exatos Assintéticos (%) Exatos Assintoticos (%)
1 1 0,0117 0,5428 4539 0,8048 2,0000 147
5 0.2 0,2876 0,5428 89 0,0799 0,0800 0,13
10 0.1 0,4057 0,5428 33 0,0200 0,0200 0.00
Com as equagdes (3) e (7), obtém-se: R w?H . . o
o O parametro e envolvido nas equagbes transcendentais é
B
P,(x,y) = prgZ Za" e *n* cos(k,y) 0) . ) _ _ o
~ n conhecido como “numero de Froude”, e exprime a importancia das
Com as equacdes (5) e (8), obtém-se: forgas de gravidade em relagéo as forgas de inércia do fluido (San-
Boay . cho, 2002):
Po(x,y) =—ipVgy e~ cosh(kyy) (10
ko For(;asinércia pLz UZ U
~ ) F, = o + = F == (13)
Em uma representacao de forma geral no plano complexo: Forgas gravidade pglL \/g_L

p(2) = prg

- B,a By« .
Z PR emknX cos(lyy) — @ ——2 e~ 0% cosh(k,y) am
kn kO

n=1

A Eq. 11 corresponde a expressao analitica para o calculo da pres-
s&o hidrodinamica no plano complexo. Uma vez estabelecida a ex-
pressao para o campo de pressoes hidrodinamicas no plano com-
plexo, Eq. 11, a forga exercida pelo fluido na face da estrutura é:

H
Fz) = - fo P(0,y)dy

" - Bpa Bya, .
= —fo PV [Z Znn e~k cos(k,y) — i % e~o0 cosh(koy)|dy
n=1

Onde:

H H
Butty _ BuJy Ga0)dy _ B, Jy Bucos(kay)dy 1 2sen(k,H)
k k, f[)H GE(y)dy ky fOHBEI cos2(kyy)dy k, cos(k,H)sen(k,H) + k,H

Bl

H H
Boay _ By Jy Go®)dy By Jy Bocosh(koy)dy 1 2senh(koH)

ke ko foH By ko foH B2 cosh?(kgy)dy  Kocosh(koH)senh(koH) + koH

Portanto:

©

z 2sen? (k,H)
2k,H
Sk (1 + 220H0)

l 2senh?(koH)
3 senh(ZkOH))
(koH) (1 + 2l

F(z) = —prgHZ

(19)

2senh? (koH)
L
3 senh(2kyH)
(koH) (1 v rlal)

AEq. 12 corresponde a expressao analitica da forga hidrodinamica
adimensional ao longo da face da barragem no plano complexo.

__F@ _
Fo(z) = _prgHz =

2sen?(k,H)
2k, H)\
S li? (1 + Z52)

3. Anadlise e representagao grafica
dos resultados

EE

A parte real do coeficiente F (Z) apresentado na Eq. 12 sera repre-

sentada por 5, e a parte imaginaria deste mesmo coeficiente sera

representada por f, que correspondem, respectivamente, a parte

conservativa e a parte dissipativa do efeito do fluido sobre a estrutura
2

(Gibert, 1988). Os termos d e B sdo fungdes do parametro “’_H, de
g

acordo com as equagdes transcendentais (4) e (6), respectivamente.

onde U é uma velocidade caracteristica do campo de fluxo global,
g € a aceleragao da gravidade, e L € um comprimento caracteris-
tico da estrutura exposta ao fluido.

O ndmero de Froude também pode ser considerado como a relagéo
entre velocidade fluida e velocidade de ondas de superficie, com ce-
leridade de propagagao de pequenas perturbagdes ¢ = \/g_H , onde
H é a profundidade do reservatorio. O termo “numero de Froude”
homenageia o engenheiro inglés Wiliam Froude (1810-1879), que
apresentou este parametro realizando testes na investigacao da re-
sisténcia de cascos de navio com o uso de modelos (Pedroso, 1982).
Segundo Sancho (2002), o numero de Froude pode classificar o
regime do escoamento em:

Fr <1 = regime lento: perturbagdes propagam-se para montante
e jusante.

Fr>1 = regime rapido: perturba¢des propagam-se para jusante.
No caso em estudo, para o movimento harmdnico da onda tem-se
U = Z?HH = wH» com T e w correspondendo ao periodo e
a frequéncia da onda, respectivamente. O nimero de Froude pode
entdo ser apresentado da seguinte forma (Gibert, 1988):

2
FTZLZﬂﬁ = .~.F£=ﬂ (14)
JgH gH gH 9
Logo, através da utilizagao das equagoes (4), (6), (12) e (14) a Tabe-
la 1 e a Figura 2 sao formadas. Os dados da Tabela 1 e a represen-
tacéo grafica da Figura 2 mostram a evolugéo da parte real () e da
parte imaginaria () em funcéo do quadrado do nimero de Froude.
O ponto de intersegdo das curvas no grafico da Figura 2 esta dis-
criminado na Tabela 1. Este ponto néo pode ser determinado ana-
liticamente pelo processo convencional de um sistema de duas
equagodes simultaneas.

3.1 Solugbes assintoticas
Para a analise de situagdes extremas (limites) do nimero de Frou

2
de (F? = w_H) nas equacgdes transcendentais, define-se um novo
9
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parametro (3) como: 3
a)Para 3 « 1:

a.1) AEq. 4 pode ser escrita como:
w?H 1
_(an)tg(an) = 7 Sl (]5)

~

N

1
= —. Observa-se que:
F

A Figura 3 representa o grafico da equacgéo transcendental corres-
pondente a Eq. 15.
A partir do grafico da Figura 3:

1 T
I -0 = 5@ >k,H = (2n—1)5-

3 parte real: delta
parte imaginaria: beta

T 251
[
E
@
g
5 2
[i7]
o
k-]
@
o
e 15
L]
s
o
L
E
o 14
=
<
2
-]
T
o 0.5
S
w

n E

2 4 6 8 10
Numero de Froude: l[Fr)2

Figura 2

Parte real (conservativa) e imagindria (dissipativa)
da forca do fluido sobre a estrutura

104
-
g s
=
5
0 2 4 B 10
(KnH)
.54 [
10
y=- (KnH)
¥ =tg (KnH)
Figura 3

Grafico da equacdo transcendental
correspondente a equacdo 15

Substituindo este argumento na parte real da Eq. 12, tem-se:

60e 1
= Fzm # 8 = 05428,
n=1
A parte conservativa (8) corresponde a um efeito de massa adi-
cional (Gibert, 1988) que pode ser calculado impondo-se presséo
nula na superficie livre como condi¢do de contorno.
a.2) A Eq. 6 pode ser escrita como:

w?*H

+(koH)tgh(koH) = 5 = % (16

AFigura 4 representa o grafico da equagéo transcendental corres-
pondente a Eq. 16.

A Eq. 16 pode ser escrita da seguinte forma: (koH)JI = m;
3 é inversamente proporcional a tgh(k,H), portanto para
um 3 minimo, tgh(k,H) tera seu valor maximo, que € igual a
(tgh(koH)|méx = 1), ver Figura 4, resultando em (koH) =

L2 =

Substituindo estes resultados assintéticos em B, encontra-se:

2o 2,
®(@r+1) @

parte dissipativa () € pequena.
Em resumo, para 3 « 1 (regime rapido):

IR

2
B = 23°, neste caso, a

T
kol = 2n—1)7 [5 = 0,5428
=

1 = 23%°
(koH) = d
A fim de se verificar estes resultados, sdo apresentados na Tabela
2 valores numéricos para § e f3, calculados tanto pelas expressoes
exatas quanto pelas expressdes assintoticas.

Ordenada: Y

= y=(KOH)
24 y = tgh(KOH)

(KoH)

Figura 4
Gréfico da equacdo transcendental
correspondente d equacdo 16

870  —————————
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Observa-se que com o aumento do numero de Froude o erro
relativo percentual diminui, ou seja: as solugdes assintéticas
aproximam-se das solugbes exatas. Os graficos da Figura 5, cor-
respondentes a Tabela 2, ilustram estas convergéncias.

b) Para 3 » 1:

b.1) A partir do grafico da Figura 3:

1
>kH = nt — —-

~
3 > o $§—>0 =

Substituindo-se este argumento na parte real da Eq. 12, e usando
as propriedades de adi¢cao de arcos da trigonometria:

<3}

12 1 1

= ?;ZF ~ 6 = 0.0068 ?
n=1

b.2) Na Eq. 16, 3 & inversamente proporcional a tgh(k,H), portanto

para um 3 maximo, tera um valor pequeno e aproximadamen-

te igual a seu proprio argumento tgh(k,H) = (k,H), ver Figura 4.

1
Resulta entdo: (koH) E—S. A parte imaginaria da Eq. 12 pode

N&

ser apresentada da seguinte forma:
1.2

2 el 2

“ B =3

B R Y

NS/ V3 V3
Neste caso, o comportamento € singular porque a condigao de
superficie livre para 3 » 1 é proxima daquela de um nodo de va-
z&o0, o fluido encontra-se entdo confinado entre duas superficies

horizontais quase fixas (Gibert, 1988).
Em resumo, para 3 » 1 (regime lento):

1
- 1
fnH = nm —= |5 = 0,008 —
1 > 3

(koH) E\/—g B =3

A fim de se verificar estes resultados, sao apresentados na Tabela
3 valores numéricos para d e 3, calculados tanto pelas expressdes
exatas quanto pelas expressdes assintoticas.

Observa-se que com a diminuigdo do niumero de Froude o erro
relativo percentual diminui, ou seja, as solugdes assintéticas apro-
ximam-se das solugdes exatas. Os graficos da Figura 6 ilustram
estas convergéncias.

S&o apresentados, a seguir, graficos da magnitude e do angulo de fase
da forga hidrodindmica adimensional na face da barragem em funcéao
do nimero de Froude (Figura 7 e Figura 8). Amagnitude e o angulo de
fase de uma fungdo complexa, definidos a seguir, dependem da parte
real e da parte imaginaria da mesma. Conforme ja visto anteriormente,
tém-se para estes parametros os seguintes resultados:

1) Solugéo exata:

> 2sen? (k,H) 2senh’ (koH)
6, = sen(2k,H)\ ’ senh(2kyH)
S (1 + 20 "o (1 + gl

2) Solugbes assintoticas: 1
a) para numeros de Froude pequenos: (§,8) = (0.0068F§,—>

JF

35 T
I
i ——  Darte real: delta
i = +» = + = = parte real: assintdtica
34 i —— Darte imaginaria: beta
i - + = + = o parteimaginaria: assintética
i
[}
251 i
i
{
1
2

Forga Hidrodindmica na Face da Barragem: Fofz)

Namero de Froude: (Fr)z

Figura 5
Curvas exatas e assintoticas (J « 1) para parte
real e imagindria da Tabela 2

3- — DTt real: delta
= + = « = « parte real: assintética
parte imaginaria: beta

= = parte imagindria: assinttica

Forga Hidrodindmica na Face da Barragem: Fo(z)

Numero de Froude: (Frf

Figura 6
Curvas exatas e assintéticas (I » 1) para parte
real e imagindria da Tabela 3

Tabela 3
Valores numéricos para s e B
) (UZH S B
Fy = — 3 == o Erro relativo . Erro relativo
g F; Exatos Assintoticos (%) Exatos Assintoticos (%)
1 1 0.0117 0.0068 42 0,8048 1,0000 24
0.2 5 0,0003 0,0003 0 2,1591 2,2361 3,57
0,1 10 0,0001 0,0001 0 3,1087 3.1623 1,72
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2
b) para nimeros de Froude grandes: (6,8) = (0'54’F>

A magnitude e o angulo de fase de uma fungdo complexa séo

definidos, respectivamente, como: || = faz + p*ed = arc tg <§>

Trabalhando-se com a solugao exata e com as solugdes assintoti-
cas, os graficos séo gerados na Figura 7 e Figura 8.

4. Conclusoées

EE

A partir dos resultados obtidos neste estudo, alguns comentarios e

conclusdes podem ser evidenciados:

1) Atécnica de separagéo de variavel, para a solugéao analitica da
equagao de Laplace proposta para a analise da presséo hidro-
dindmica no campo dos numeros complexos e gerada devido
a vibragdo da barragem na interface de um reservatério de
dominio fluido semi-infinito, resulta em uma expressao exata
para o campo de pressdes hidrodinamicas.

2) Através da pressado hidrodinamica na forma complexa,
encontrou-se a forga exercida pelo fluido na face da barra-
gem, obtendo-se os efeitos conservativos que traduzem os
aspectos inerciais da interacdo barragem-reservatorio, e
os efeitos dissipativos que traduzem os aspectos de amor-
tecimento (ondas de superficie livre) na interagdo barra-
gem-reservatorio.

3) Os efeitos conservativos e dissipativos do reservatério sobre
a barragem, aumentam e diminuem respectivamente, com o
crescimento do numero de Froude.

4) O ponto de intersegao das curvas no grafico da Figura 2,

35 H
! 2
1 Irl=F (Fr)
! ‘- s+ = « = e assintdtica: Fr <<1
3 ' - + = « = » assintdlica: Fr>>1
1]
i
'
25 H
'
!
'
= 2 1
. i
L4 l l.
2 L
5 15/t 1
s o
Loy
!
. 1]
1 A
Y
., e
Sn __..-"
0s SRRIIIIIINIIIIINCSemenEE o
0 3 1 B i 10
Nimero de Froude: {Fr)2
Figura 7

Magnitude da for¢ca hidrodindmica adimensional
na face da barragem

100
tata = F(Fr]2
Sl TN = + = « = « assinttica: Fr << 1
', BT = . = . = « assintética: Fr>> 1
801 ’
)
g
2 B0
8
2
o
[7]
[
'S
@
T 40
°
=]
o
f =
=4
20
o 2 4 8 B 10
Numero de Froude: |[Fr)2
Figura 8

Angulo de fase da forca hidrodindmica
adimensional na face da barragem

corresponde ao numero de Froude que torna a parte real (efei-
tos conservativos) igual a parte imaginaria (efeitos dissipativos).
5) Para valores extremos do numero de Froude, as solugbes as-
sintdticas podem ser facilmente empregadas para a determina-
¢ao de parametros caracteristicos que evidenciam os aspectos
inerciais e de amortecimento do sistema barragem-reservatério.
6) A nao reflexdo no infinito das ondas de superficie livre, num
meio fluido semi-infinito, incompressivel e ndo viscoso, é res-
ponsavel pela dissipagéo da energia do sistema, se a estrutura
vibrante encontra-se “na vizinhanga” da superficie livre.
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