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RESUMO

O presente trabalho trata da simulação do comportamento mecânico de microestruturas dúcteis reforçadas por 
inclusões elásticas e a repercussão de seu comportamento na resposta macromecânica de estruturas submeti-
das a carregamentos predominantes de cisalhamento. Para tanto, uma modelagem baseada em conceitos de 
homogeneização computacional utilizando um acoplamento direto entre escalas e do MEC/MEF é utilizado. 
Também, o fenômeno de descolamento de fase é levado em conta com o uso de modelo de fratura e contato 
onde a abertura da fratura por escorregamento é considerada. Por outro lado, a ductilidade da matriz metálica 
é representada pelo modelo de Von Mises. As análises numéricas são realizadas em duas etapas: uma primeira, 
em nível de microestrutura e, em seguida, é realizada a análise de uma chapa através do acoplamento direto 
entre as escalas. Contata-se coerência dos resultados encontrados nas micro e macro escalas com a utilização 
da modelagem proposta.

Palavras-chave: Modelagem multi-escala, homogeneização, elementos de contorno, descolamento de fase.

ABSTRACT

The present work deals with numerical analyses on mechanical behavior of ductile microstructures reinforced 
by elastic inclusions and the consequences upon micromechanical behavior of structures submitted to shear 
loadings. For this proposal, a proposed modeling based on computational homogenization technique using 
full coupling between scales and BEM/FEM is used. Also, the phase debonding is taken into account by using 
cohesive fracture and contact models where the opening sliding phenomenon is considered. On the other hand, 
the ductility of the metallic matrix is represented by Von Mises model. Initially, the numerical analyses are 
performed only at microstructural level and then a full coupled multi-scale analysis of a plate is considered, 
showing coherence between the micro and macro scale results.

Keywords: Multi-scale modeling, homogenization, boundary elements, phase debonding.

1. INTRODUÇÃO

A modelagem do comportamento mecânico de materiais ainda é uma tarefa desafiadora principalmente quando lhe damos 
com materiais cujo comportamento mecânico é fortemente influenciado pela heterogeneidade da microestrutura. Atualmen-
te o desenvolvimento de novos modelos constitutivos auxiliando o entendimento do comportamento de novos materiais é 
um tema de interesse. A obtenção desses novos materiais com a manipulação da geometria e composição dos constituintes 
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da microestrutura visa a melhoria nas características mecânicas, acústicas e/ou térmicas do macrocontínuo, o que requer 
formulações teóricas sofisticadas assim como o aperfeiçoamento de técnicas numéricas. De acordo com AZIZI [2], uma 
classe de materiais que merece destaque é o compósito de matriz metálica reforçado por inclusões rígidas (CMM), onde 
propriedades como alta rigidez e resistência e baixa densidade levam a um aumento de aplicação desses materiais nos dias 
atuais. Por outro lado, essas mesmas melhorias nas propriedades apresentam a desvantagem de redução da ductilidade do 
material quando o descolamento de fase acontece em nível microestrutural.

Dentro desse contexto, com o passar dos anos, modelos constitutivos fenomenológicos foram propostos baseados 
nos conceitos da Mecânica do Contínuo e Termodinâmica dos Processos Irreversíveis aplicados a análises macroscópicas. 
Isso foi desenvolvido porque características similares do comportamento mecânico de materiais são observadas em nível 
macroscópico, como por exemplo: elasticidade, viscosidade, deformação plástica, ruptura frágil e ruptura dúctil. Tais ca-
racterísticas são reflexos do que ocorrem na microestrutura dos materiais [1]. Entretanto, nas últimas décadas, formula-
ções teóricas levando em conta fenômenos dissipativos que ocorrem na microescala e que repercutem no comportamento 
mecânico do macrocontínuo têm sido propostas para tratar de processos complexos em materiais heterogêneos. Surgiram, 
então, as chamadas teorias multi-escala utilizando modelos baseados no Método dos Elementos Finitos (MEF) para uma ou 
mais escalas do problema, [2-12] e mais recentemente métodos sem malha [13], teoria de volume finito [14] e método dos 
elementos finitos generalizados [15] vêm sendo empregados na análise de uma ou mais escalas. Já formulações baseadas no 
Método dos Elementos de Contorno (MEC) vêm sendo desenvolvidas, principalmente pelos autores do presente trabalho 
[16-23]. Já em se tratando de modelos aplicados apenas à microestrutura utilizando o MEC, cita-se o trabalho de YANG e 
QIN [24] que obteve propriedades mecânicas em compósitos reforçados por inclusões circulares rígidas e de RODRIGUES 
et al. [25] que desenvolveram um modelo para a análise elástica de compósitos reforçados por fibras curtas enquanto que 
ARAÚJO e GRAY [26] trabalharam com microestruturas reforçadas por nano tubos de carbono.

De modo a apresentar a contribuição do presente trabalho, incialmente pode-se citar que FERNANDES et al. [19] 
desenvolveram um modelo multi-escala para a análise de chapas com acoplamento MEC e MEF, onde o MEC foi usado 
para modelar a macroestrutura enquanto que o MEF foi utilizado para a microestrutura que possuía inclusões ou vazios 
definidos dentro da matriz para simular o comportamento de materiais heterogêneos e, no caso de considerar inclusões, 
uma perfeita aderência entre fases foi assumida. SOUZA JÚNIOR et al. [18] obtiveram uma formulação baseada no MEC 
para flexão sendo a microestrutura modelada via MEF e ainda considerando perfeita aderência na zona de interface dos 
compósitos analisados. A consideração do fenômeno do descolamento de fase que ocorre na interface inclusão/matriz em 
microestruturas passou a ser estudada por FERNANDES et al. [17] que desenvolveu uma abordagem multi-escala pura-
mente cinemática com o objetivo de simular processos de microfissuração em nível da microescala usando o MEF, onde 
elementos finitos de contato e fratura coesiva desenvolvidos em PITUBA et al. [7] foram adicionados na formulação [19] 
para interfaces entre matriz e inclusão em materiais como concreto e compósitos de matriz metálica, entre outros. Dentro 
desse contexto, o trabalho de FERNANDES et al. [17] tratou de estudar o comportamento mecânico de materiais compósi-
tos dúcteis considerando o descolamento de fase quando submetidos a estados de tensões normais de tração e compressão, 
onde observou-se que a relação entre as rigidezes dos constituintes da microestrutura afeta fortemente o comportamento 
de estruturas compostas por esses materiais. Contudo, por se tratar de materiais compostos essencialmente por materiais 
dúcteis, onde a matriz se faz mais presente, o estudo do comportamento desse compósito e de estruturas compostas por 
ele quando submetidas a estados de cisalhamento é algo desejável. Portanto, a principal contribuição do presente trabalho 
é mostrar como o descolamento de fase, que ocorre em nível da microestrutura de materiais dúcteis, como o CMM, afeta 
a resposta macromecânica de estruturas submetidas a estados de cisalhamento e, para isso, utiliza-se uma modelagem 
multi-escala.

É importante observar que o modelo baseado no MEF utilizado para modelar o comportamento mecânico da mi-
croestrutura considerando o descolamento de fase, pode ser acoplado facilmente a qualquer modelo numérico, ou seja, ou 
MEC ou MEF pode ser usado para modelar o macrocontínuo. Em particular, o MEC já provou ser uma ferramenta numérica 
adequada para tratar com diferentes problemas da Engenharia, como por exemplo, problemas de placas que são estudadas 
neste trabalho, sendo particularmente recomendado para o cálculo dos efeitos de cargas concentradas e em linha, assim 
como avaliar valores de gradientes altos. Além disso, a mesma ordem de erro é esperada quando são calculados desloca-
mentos e forças, pois as tensões não são obtidas por diferenciação de funções de aproximação como em outros métodos 
numéricos. Além disso, quando fenômenos dissipativos são considerados, apenas a aproximação de forças dissipativas é 
requerida sobre o domínio, isto é, as forças elásticas não são aproximadas sobre o domínio, o que é uma vantagem do MEC, 
onde usualmente uma malha mais refinada não é necessária para a obtenção de bons resultados. Pensando em trabalhos 
futuros quando for considerada a localização de deformação que ocorre em nível microestrutural podendo levar à formação 
de uma fratura no macrocontínuo, o MEC pode ser especialmente conveniente.

Por fim, o artigo está apresentado da seguinte forma: a formulação estendida para tratar de descolamento de fase den-
tro de uma abordagem multi-escala cinemática e o modelo adotado de fratura coesiva serão apresentados na seção 2, assim 
como a formulação do MEC não-linear desenvolvida para a análise de do problema de chapas e o algoritmo desenvolvido 
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são brevemente descritos. Já na seção 3, alguns resultados numéricos relativos aos processos dissipativos em EVRs são dis-
cutidos de modo a evidenciar como o comportamento observado no nível da microestrutura interfere no comportamento do 
macrocontínuo utilizando-se de análise multi-escala. Finalmente, na seção 4 são apresentadas algumas conclusões baseadas 
nos resultados apresentados neste trabalho.

2. MATERIAIS E MÉTODOS

2.1 Formulação do MEC para solução do problema de equilíbrio do macrocontínuo

O macrocontínuo é representado por uma placa de contorno externoΓ e domínio Ω, onde se tem definido o problema bi-
dimensional sendo as forças (  e ) e os deslocamentos (  e ) definidos segundo o sistema local de coordenadas (n,s), 
sendo n e s, respectivamente, as direções normal e tangencial ao contorno da placa. Essa formulação é discutida com maio-
res detalhes em [16] e [27] e será aqui colocada de forma resumida. Admite-se que o material possa apresentar deformações 
residuais, que nesse trabalho serão assumidas como deformações plásticas . Com isso, todas as variáveis são escritas em 
termos de taxas, sendo , e as deformações são divididas na parcela elástica  e na plástica   como segue: 

                                                              i, j= 1, 2                                                          (1)

onde as componentes de deformação são dadas no sistema de coordenadas cartesiano (x1, x2) definido no plano da 
placa.

Aplicando-se a lei de Hooke, as forças internas elásticas de membrana  são relacionadas à deformação total  e, 
portanto, podem ser escritas em termos das derivadas dos deslocamentos totais como segue: 

                                      i, j, k= 1, 2                                                          (2)

onde  é o delta de Kronecker;  para estado plano de tensão, sendo v o coeficiente de Poisson; μ é o 
modulo elástico de cisalhamento, que tem que ser multiplicada pela espessura t para estado plano de tensão.

Por outro lado, a taxa de forças internas de membrana inelásticas  podem ser definidas como: 

                                                                                                                              (3)

onde as forças  são calculadas a partir das tensões , que numa análise não-linear convencional são calculadas 
de acordo com o modelo constitutivo adotado, mas numa abordagem em multi-escala, essas tensões são calculadas após a 
solução do EVR, fazendo-se a homogeneização do campo de tensão no EVR. 

A equação integral do deslocamento para um ponto interno é obtida a partir do Teorema de Reciprocidade de Betti 
(ver mais detalhes em [19]), a qual após se fazer a integração por partes, resulta na seguinte representação integral:

  (4)

Onde, i representa a direção da carga fundamental,  e  são valores fundamentais das forças e desloca-
mentos no plano da placa;  são as forças que atuam em , respectivamente, para pontos 
internos e pontos sobre o contorno não coincidente com um canto.

Note que a solução não-linear é obtida a partir de um processo incremental de carga. Assim considerando-se 
 um passo de tempo, relacionado a um incremento de carga, o problema consiste em achar a solução no pas-

so de tempo , sendo a solução já conhecida em . Desse modo, nas equações anteriores os valores escritos em termos 
de taxas devem ser substituídos por seus respectivos valores em incrementos. A representação integral das derivadas dos 
deslocamentos  pode ser obtida derivando-se a equação (4) (ver maiores detalhes em [28]). Então, a partir dos valores 
de  , as forças elásticas  podem ser calculadas através da equação (2).

Para transformar as equações integrais em algébricas, o contorno é discretizado em elementos com aproximação 
quadrática das variáveis, enquanto o domínio é discretizado em células com aproximação linear das forças de membrana 
inelásticas (ou plásticas). Ao longo do contorno têm-se quatro valores definidos: , sendo dois desses 
valores dados como condição de contorno. Portanto, duas equações de deslocamentos serão escritas em cada nó de con-
torno. Após escrever todas as equações necessárias, obtém-se um sistema de equações, que após aplicar as condições de 
contorno, pode ser escrito como (ver mais detalhes em [19]):

                                                                                                                    (5)

onde o vetor  contêm as incógnitas do contorno,  representa a parte elástica dessas incógnitas,  representa as 
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correções devido ao incremento das forças de membrana inelásticas ΔNP.

Para se obter a solução não-linear, deve-se ainda escrever três equações das forças de membrana elásticas 
nos nós das células, cuja equação algébrica pode ser escrita como:

                                                                                                              (6)

onde é a solução elástica dada em termos de incremento de forças de membrana,  expressa o efeito do incre-
mento de forças de membrana inelásticas .

Observe que  definidos nas equações (3), (5) e (6) são calculados localmente para um determinado 
ponto, isto é, são obtidos levando em conta apenas seu incremento de deformação  e de tensões  (obtidas após a 
solução do EVR). Por outro lado, os incrementos elásticos de forças de membrana  definidos na equação (6) são 
calculados levando-se em conta os incrementos de forças de membrana inelásticas ΔNP de todos os nós da placa. Neste 
contexto, pode-se também definir a equação algébrica do incremento de forças de membrana   (ver mais detalhes 
em [16]):

             ΔNMEC = CNΔε   ̶  ΔKN  ̶  SNΔNP + ΔN                                                                                   (7)

onde os valores nodais ΔNP são calculados localmente através das forças obtidas com o tensor constitutivo elástico 
(CN) e o incremento de deformações nodais (Δε) e as forças que satisfazem o modelo constitutivo (ΔN), ou seja, são dados 
por:

              ΔNP = CN Δε  ̶  ΔN                                                                                                           (8)

Para um incremento n, considera-se que a placa encontra-se em equilíbrio se a seguinte equação for satisfeita: 

              ΔKn  ̶  ΔNn
MEC = 0                                                                                                           (9)

onde os vetores ΔNn e ΔNn
MEC são definidos, respectivamente, nas equações (6) e (7). Portanto, a equação (9) de resí-

duos da placa pode ser definida como:

              RN (Δεn ) = 2ΔKn  ̶  CNΔεn + SN (CNΔεn  ̶  ΔNn)  ̶  ΔNn = 0                                                              (10)

Após aplicar à placa o incremento de deformações Δεn e obter as tensões Δσij para todos os nós de células, se a equa-
ção (10) não for satisfeita, a mesma será resolvida aplicando-se o método de Newton-Raphson, no qual se necessita de um 
processo iterativo para obter-se o valor do incremento Δεn que satisfaz a equação (10). Nesse processo iterativo, o incremen-
to de tentativa  a ser aplicado na iteração (i+1) é obtido adicionado as correções , ou seja, , 
sendo  calculadas linearizando-se a equação (10), através da seguinte equação:

                                                                                            (11)

onde  é o operador tangente consistente obtido derivando-se a equação 
(10); é a matriz que contém os tensores elasto-plásticos  para todos os nós de células. Para um nó k,  é 
dado por: , é o tensor constitutivo que relaciona tensões e deformações, 
que na análise em multi-escala é obtido após solução do processo iterativo do EVR.

Para um incremento n, o processo numérico começa fazendo-se um passo elástico de tentativa, onde se calculam os 
incrementos de deformações para todos os nós de células. Então, esse incremento de deformações é imposto aos EVRs rela-
cionados a cada nó de célula e o incremento de tensão Δσij obtido após resolver o problema de equilíbrio do respectivo EVR 
discutido adiante. Calculadas as tensões em todos os nós de célula, as forças internas de membrana podem ser calculadas 
e a equação (10) verificada. Se ela não for satisfeita, as correções  (equação 11) têm que ser calculadas continuando 
o processo na iteração i+1.

 

2.2 Modelagem da micro-escala utilizando o MEF

A micro-escala representa a micro-estrutura do material e é definida pelo EVR (Elemento de Volume Representativo), cujo 
problema de equilíbrio é resolvido pelo Método dos Elementos Finitos. Essa formulação do MEF é discutida mais deta-
lhadamente nos trabalhos [4,19-20 e 29], sendo neste trabalho abordados apenas seus conceitos principais. A formulação 
apresentada aqui é uma extensão daquela discutida em BORGES et al. [30], onde além dos elementos finitos triangulares 
definem-se elementos retangulares nas interfaces entre matriz e agregados, os quais são regidos por uma lei de contato ou 
de fratura, a fim de simular o descolamento que ocorre entre matriz e agregado durante o processo de fissuração do material.
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2.2.1 Campo de deslocamentos no EVR

Seja o macrocontínuo representado na figura (1), que neste trabalho é definido pela placa, onde x é um ponto qualquer do 
macrocontínuo onde se deseja obter o vetor das tensões e o tensor constitutivo a fim de verificar a equação de equilíbrio da 
placa. Na análise em multi-escala, cada ponto x é representado pelo EVR (Elemento de Volume Representativo) (ver  4, 19-
20 e 29]), onde define-se Vμ como seu volume, Ωμ como seu domínio e ∂Ωμ como seu contorno, sendo y um ponto qualquer 
do mesmo. O EVR pode ser composto por vazios (domínio ) e por partes sólidas (domínio ), sendo            
. Além disso, a parte sólida pode ser composta de várias fases, as quais podem ter módulo de elasticidade e coeficiente de 
Poisson diferentes uma da outra, além de poderem ser governadas por diferentes modelos constitutivos. Para simplificar, 
no que segue será considerado apenas o caso que os buracos não interceptam o contorno do EVR. 

Chapa submetida
a cisalhamento

EVR de material
heterogêneo

Ponto x do
macro-contínuo

y

Ωµ

X2

X1

Figura 1: Representação de uma chapa sujeita a um carregamento de cisalhamento e EVR composto por matriz e inclusões 
com possibilidade de descolamento de fase.

Note que a microestrutura do material é heterogênea quando se têm inclusões e/ou vazios definidos no domínio da 
matriz, ou seja, se o EVR for composto por uma única fase ele se torna homogêneo e a resposta numérica resulta igual a de 
uma análise não-linear convencional. O campo de deslocamentos µu do EVR é dividido da seguinte maneira: 

                                                                                         (12)

onde a parcela εy varia linearmente, sendo obtida multiplicando-se a deformação constante ε imposta pelo macro-
contínuo pelas coordenadas do ponto y do EVR; a parcela  é denotada flutuação de deslocamentos e representa a variação 
de deformação no EVR, isto é, se a deformação no EVR é constante, que ocorre quando o EVR é homogêneo, tem-se 
nulo. Analogamente, a deformação microscópica pode ser escrita em termos de taxas como:

                                                                              (13)

onde é a deformação homogênea imposta pelo macrocontínuo e  é a taxa do campo das flutuações de 
deformações, sendo definida como: , onde s∇ é o operador gradiente simétrico.

2.2.2 Modelagem do deslocamento entre matriz e inclusão

O modelo de fratura coesiva proposto em PITUBA et al. [7] será brevemente apresentado. O modelo em questão é utilizado 
para representar o processo de descolamento de fase que ocorre ao redor das inclusões do CMM. De acordo com PITUBA 
et al. [7], os materiais compósitos dúcteis com inclusões e/ou poros podem usualmente ser considerados como um meio 
elasto-plástico durante o processo de carregamento, porém em regime último de carga estes materiais podem apresentar 
microfissuração que governa o processo de descolamento na interface matriz/inclusão, além de propagação intensa de mi-
crofissuração na região de matriz levando a uma perda de rigidez do material que pode eventualmente entrar em colapso. 
No presente trabalho, o modelo de fratura coesiva proposto por PITUBA et al. [7] será utilizado para simular o processo 
de descolamento de fase que ocorre na microestrutura de compósitos, ou seja, a modelagem multi-escala proposta aqui 
não tem condições de ser utilizada para simular o problema de possível localização de deformação na microestrutura que 
pode gerar uma fratura na macroestrutura, sendo necessários alguns aperfeiçoamentos como descrito em TORO et al. [31].
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Em PITUBA et al. [7], SANTOS e PITUBA [8] e SANTOS et al. [32], algumas simulações numéricas foram reali-
zadas para evidenciar o processo de colapso de microestruturas de materiais compósitos. Contudo, no presente trabalho os 
elementos finitos de fratura coesiva e contato são incorporados à formulação MEF/MEC multi-escala para a análise chapas 
[16] compostas por CMM.

Neste modelo constitutivo foi adotada uma lei coesiva em modo misto resultando em um deslocamento de abertura 
efetivo δ:

                                                                                                           (14)

onde δs e δn são os deslocamentos de abertura normal e de escorregamento, respectivamente. Já o parâmetro βef 
assume valores que servem como ponderadores das contribuições de δs e δn. Por outro lado, assumindo que o potencial de 
energia livre φ depende de δ, i. e.,

                                                                                            (15)

onde σc a resistência à tração na direção normal à fratura e δc é um deslocamento característico de abertura que indica 
uma abertura crítica. Já a lei coesiva é então dada por:

                                                                                               (16)

onde tef é o vetor de tensão coesiva ao longo da fratura, tf é uma variável escalar representando a tensão efetiva, n 
representa o vetor normal à fratura e δs é o vetor de deslocamento de abertura por escorregamento localizado na superfície 
da fratura, onde neste modelo é adotado que a resistência ao escorregamento é independente da direção conferindo uma 
característica de isotropia à superfície da fratura.

Para os casos em que a fratura estiver em processo de abertura, a lei de carregamento é dada por:

                                                  (17)

Já para casos de descarregamento é adotado um comportamento elástico linear e a lei passa a ser dada por:

                                                          (18)

As variáveis tfmax e δmax são valores máximos para a tensão efetiva e deslocamento de abertura efetiva, respectiva-
mente, cujas atualizações se dão durante o processo de carregamento. Assim, βef, σc e δc são parâmetros do modelo coesivo.

Por outro lado, antes do processo de nucleação da fratura, é assumida a existência de uma rigidez elevada entre as 
faces da fratura situadas entre os elementos finitos representativos da matriz e da inclusão, de modo que tal rigidez impeça 
a penetração das faces. Isso é conseguido com a inserção de um fator de penalidade (λp) na formulação do modelo sendo, 
portanto, mais um parâmetro do modelo coesivo e de contato. A lei passa a ser dada para esses casos por:

                                                                                   (19)

2.2.3 Equação de equilíbrio do EVR e condições de contorno

Neste trabalho, o EVR também é considerado como meio contínuo e, portanto o conceito de tensão permanece válido em 
nível microscópico. Assim, a tensão microscópica pode ser escrita em termos de deformação como: σµ(y,t)= fy(εµ(y,t)), 
onde fy é o tensor constitutivo definido de acordo com o critério adotado ou é dado pela lei de Hooke se um comportamento 
elástico for adotado para a fase. Levando-se em conta o Princípio de macro-homogeneidade de Hill-Mandel (ver mais 
detalhes em [29]), chega-se à equação de equilíbrio do EVR, que consiste em encontrar um campo de tensões que esteja 
autoequilibrado e que pode ser escrita da seguinte forma em termos de flutuação de deslocamentos: 

                                                                          (20)

Após a discretização do EVR em elementos, a equação de equilíbrio para um passo de tempo  e 
discretização h, sendo   é definida como:

                                                                  (21)
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onde B é a matriz global que relaciona deslocamentos com deformações.

Assim, o problema de equilíbrio de EVR consiste em encontrar o campo de flutuações de deslocamentos 
 tal que a cada instante tn+1 a equação (21) seja satisfeita. Se no incremento n+1 a equação (15) não  

é satisfeita, a mesma é resolvida aplicando-se o método de Newton-Raphson, que consiste em encontrar as correções de flu-
tuações 1iu~ +

µδ na iteração i+1,  tal que , sendo as correções obtidas a partir da seguinte equação:

                                                                                                       (22)

onde K é a matriz de rigidez tangente e F é o vetor das forças internas; no caso de se ter uma discretização com Ne 
elementos eles são dados por:

                                                     (23)

                                                                  (24)

onde Ve é o volume de um elemento e qualquer e  é o tensor constitutivo tangente do elemento e, definido de 
acordo com o modelo constitutivo adotado para a fase a qual esse elemento pertence.

Finalmente, a formulação fica completa com a escolha das restrições cinemáticas a ser impostas ao EVR em termos 
de flutuação dos deslocamentos. Na formulação desenvolvida em [29], podem ser consideradas as seguintes condições de 
contorno no EVR: (i) modelo de Taylor, (ii) deslocamentos lineares, (iii) deslocamentos com variações periódicas, (iv) 
forças de superfície uniformes no contorno do EVR.  Note que cada condição de contorno leva a uma resposta numérica 
diferente, definindo-se assim, diferentes modelos em multi-escala. Além disso, o sistema (22) pode ser reduzido de acordo 
com essas condições de contorno, pois alguns valores nodais de flutuação são prescritos nulos ou podem ser escritos em 
função de outros valores nodais. Portanto, a equação (22) pode ser escrita na seguinte forma reduzida:

                                                                                                           (25)

onde os vetores  e {FR}i assim como a matriz [KR]i  são definidos de acordo com o modelo em multi-escala 
(ou condição de contorno). Essas condições de contorno não serão tratadas aqui, para mais detalhes ver [27].

Observe que o modelo com flutuações periódicas no contorno é adequado para descrever o comportamento de ma-
teriais que tem microestrutura periódica. No entanto, pode-se mostrar que se for utilizada uma discretização refinada do 
macrocontínuo, a resposta de qualquer material pode ser modelada por essa condição.

2.2.4 Tensões e Tensor Constitutivo Homogeneizado

Após alcançar convergência do processo iterativo do EVR, as tensões e o tensor constitutivo referente ao macrocontínuo 
devem ser obtidos aplicando-se técnicas de homogeneização. Assim, assume-se que o tensor de deformação ε(x,t) assim 
como o tensor das tensões σ(x,t) referentes a um ponto x do macrocontínuo seja a média volumétrica de seus respectivos 
campos microscópicos (εµ=εµ(y,t) ou σµ=σµ(y,t)) do EVR associado a x, ou seja, aplicando-se uma técnica de homogenei-
zação, para um instante qualquer t, tem-se:

                                                                                             (26)

                                                                                            (27)

onde os tensores ( ),x tε ε=  e ( ),x tσ σ=  são designados, respectivamente, deformação e tensão homogeneizados. 

Discretizando o EVR em elementos finitos, a equação (27) pode ser escrita da seguinte forma num passo de tempo  
 relacionado a um determinado incremento de carga (ver mais detalhes em [30]):

                                                                                             (28)

onde faz-se uso da seguinte expressão , no cálculo das integrais, válida para quaisquer 
vetores u e v, sendo a expressão um produto tensorial resultando num tensor simétrico;  são as forças ao longo do 
contorno externo (definidas na equação (23)) e sendo y  o vetor das coordenadas de um ponto genérico do EVR.

Pelo processo de homogeneização, pode-se também definir o tensor constitutivo homogeneizado Cep definido na 
equação (11) como: 

                                                                    (29)
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onde  é obtido com a solução do problema de equilíbrio do EVR definido em (21). 

A equação (29) pode ser dividida da seguinte maneira:

                                                                                                (30)

onde  é definido como o operador tangente do modelo de Taylor (obtido adotando-se  = 0), sendo 
calculado pela média volumétrica do tensor constitutivo microscópico como segue:

                                                               (31)

onde Dμ é o tensor tangente microscópico e Np o número de fases definidas no EVR.

A outra parte  da equação (30) representa a influência da flutuação dos deslocamentos no valor do tensor homo-
geneizado (ver mais detalhes em [22]). Considerando-se um discretização em Ne elementos, a mesma é definida por:

                                                                         (32)

onde GR é definido de acordo com o modelo em multi-escala (ver mais detalhes em [20]) e é uma forma reduzida do 
tensor G definido como: .

Note que a parte sólida do EVR pode ser composta por diferentes fases, cada uma podendo ter diferentes proprie-
dades elásticas e serem regidas por diferentes modelos constitutivos. Assim, no caso de se ter um EVR uniforme, ou seja, 
composto por apenas uma fase, o campo de flutuações do mesmo será nulo e, portanto, a resposta em multi-escala será igual 
àquela obtida através de uma análise não-linear convencional.

2.3 Algoritmo

É importante notar que para calcular os vetores elásticos referentes ao problema de placa (como por exemplo, os momentos 
elásticos ΔKn definidos na equação (6)), necessita-se de um módulo de Young E e um coeficiente de Poisson ν. Como a 
análise é feita em multi-escala, onde a microestrutura possui fases com diferentes propriedades elásticas, a fim de melhorar 
a taxa de convergência do processo iterativo do macrocontínuo (placa), esses valores (E e ν da placa) serão adotados como 
a média volumétrica dos respectivos valores na micro-estrutura, ou seja:

                                                                                                          (33)

                                                                                                           (34)

Observe que as equações (33) e (34) não são usadas para resolver o EVR, apenas para calcular os vetores elásticos 
da placa. No algoritmo a seguir, i (sendo 0≥i ) representa uma iteração do macrocontínuo enquanto iEVR (sendo 0≥EVRi )  
está relacionado com o processo iterativo do EVR. O processo incremental-iterativo necessário para alcançar o equilíbrio 
da placa em um incremento n é:

1. Cálculo do incremento de momentos elásticos nK∆  (definida na equação (6)).

2. Para cada nó da placa:

2.1 Incremento de deformação 0
nε∆  é obtido com a lei de Hooke (equação (3)).

2.2 Um EVR é definido para cada nó da placa e resolvido seguindo o procedimento:

2.2.1 As macro-deformações  são impostas ao EVR.

2.2.2 Para iEVR = 0, as flutuações de deslocamentos são nulas e, portanto, os deslocamentos no EVR são: .

2.2.3 Solução do problema de equilíbrio do EVR (processo iterativo iEVR ≥ 0):

(a) Os valores nodais das forças  (Eq. 22) são calculados somando-se a contribuição do elemento 
finito triangular  com aquela referente aos elementos de contato . Para isso, seguem-
-se os seguintes passos:

(a.1) Para cada elemento finito triangular elem, calculam-se:

•	vetor do incremento de deformação de tentativa: ,

•	vetor do incremento de tensão de tentativa  usando lei de Hooke,
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•	vetor de tensão de tentativa: ,

•	verifica o modelo constitutivo, obtendo a tensão   e o tensor constitutivo . 

(a.2) Para cada elemento finito de contato ou fratura coesiva, ef, calcula-se:

•	O vetor de tentativa para o salto de deslocamento: , onde Ne é a função de 
forma relacionada ao ponto de Gauss. 

•	Os modelos de contato e fratura são verificados, obtendo os valores nodais das forças  e a ma-
triz do tensor constitutivo  que são calculados em função se a fratura está em modo de abertura 
em carregamento, em descarregamento ou se permanece fechada. 

b) O vetor   (equação (25)) é obtido de acordo com o modelo em multi-escala.

c) Verifica-se a convergência. Se há convergência, segue no passo (2.2.4); se não há, o processo continua no passo d.

d) Obtém a matriz de rigidez do EVR (equação (18)), somando-se a parcela dos elementos triangulares elem e dos 
elementos de contato ou fratura ef; então, obtém-se a matriz   (equação (25)), de acordo com o modelo multi-escala.

e) Resolve o sistema dado pela equação (25) e obtém as correções de flutuações incógnitas  .

f) Obtém o vetor total .

g) Calcula o novo incremento de deslocamento a ser imposto ao EVR: , onde   
e retorna ao passo (a).

2.2.4 Obtém o tensor constitutivo homogeneizado  (equação (30))

2.2.5 Obtém a tensão homogeneizada  (equação (28)); calcula incremento de tensão   do 
macro.

2.2.6 O incremento de força de membrana i
n

i
n tN σ∆∆ =  é obtido. 

3. Verifica-se o equilíbrio pela equação (10) do macrocontínuo.

3.1 Se o resíduo RN  não for nulo, a matriz tangente (equação (11)) é atualizada e as correções  calculadas. 
Atualiza-se o incremento de deformações  (equação (11)) a ser aplicado na próxima iteração e retorna ao passo 2.2 
para começar a nova iteração i+1.

3.2 Se o critério de convergência do macro é nulo, de acordo com a tolerância adotada, continua no passo 4.

4. Calculam-se os valores nodais das forças de membrana plásticas (equação (6)) e os valores nodais de deslocamen-
tos, forças e esforços internos (equações (5) e (7)).

5. Retorna ao passo 1 e começa novo incremento n+1.

2.4 Metodologia empregada nos exemplos numéricos

Com o intuito de investigar a influência do descolamento de fase no comportamento estrutural de placas submetidas a car-
regamentos tangenciais, análises numéricas são realizadas em nível microestrutural assim como em nível macroestrutural 
dentro de uma abordagem multi-escala. Como já dito, na formulação proposta, cada ponto do macrocontínuo é represen-
tado por um Elemento de Volume Representativo (EVR) cuja resposta homogeneizada define os tensores constitutivo e de 
tensão macroscópicos. O EVR representa o material em nível microestrutural que para simular os fenômenos dissipativos 
sobre o domínio do EVR, modelos constitutivos próprios devem ser adotados para cada fase constituinte do EVR. Logo, 
para tratar da ductilidade presente no comportamento mecânico da matriz de CMM, o modelo de Von Mises foi assumi-
do enquanto que inclusões elásticas foram inseridas na matriz. Com o objetivo de mostrar a importância de considerar o 
descolamento de fases no processo de fraturamento do CMM, em algumas análises são assumidas inclusões perfeitamente 
aderidas para efeito de comparação de resultados. Observa-se que quando o descolamento de fase é considerado, um mo-
delo de fratura coesiva para meios dúcteis desenvolvido em [7] deve ser assumido em conjunto com elementos finitos de 
contato e fratura dispostos ao redor das inclusões. Este modelo considera a separação tangencial e normal da zona coesiva.

Logo, para mostrar como o comportamento mecânico da microestrutura submetidas a estados de deformação pre-
dominantes de distorção influencia a solução do problema do macrocontínuo, inicialmente análises numéricas apenas em 
nível microestrutural são apresentadas. Em seguida, análises multi-escala, considerando micro e macro, são realizadas. 
Portanto, a seção 3 é dividida em duas subseções: análise numérica de EVRs e análise numérica multi-escala de estruturas, 
especificamente chapas submetidas a carregamentos de cisalhamento e compostas por compósitos de matriz metálica.

Todas as simulações foram realizadas com o emprego de da homogeneização computacional sob condições de estado 
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plano de tensões, mais especificamente de cisalhamento puro, e regime de pequenas deformações. Além disso, os EVRs 
são quadrados com dimensões L x L e espessura L/10. A formulação multi-escala apresentada neste trabalho é objetiva em 
relação às dimensões do EVR, ou seja, qualquer valor pode ser adotado para L. A tensão média é obtida pela imposição 
de macrodeformação imposta ao EVR e subsequente solução do seu problema de valor de contorno inicial de acordo com 
a condição de contorno assumida em termos de flutuações de deslocamento que nos casos estudados aqui foi considerada 
a flutuação periódica. Além disso, uma tolerância de 10-5 foi assumida para a verificação da convergência em ambos os 
procedimentos iterativos: o relacionado ao macrocontínuo e o requerido para atingir o equilíbrio do EVR.

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO

3.1 Análise numérica de EVRs de compósitos de matriz metálica submetidos a estados de cisalhamento

Inicialmente, a resposta homogeneizada relacionada aos EVRs consideradas na análise multi-escala realizadas no item 3.2 
serão discutidas a fim de mostrar a coerência do comportamento mecânico delas e a resposta da estrutura composta pelos 
EVRs analisados. Como explicitado anteriormente, procura-se avaliar o emprego da modelagem proposta para os casos em 
que EVRs e, num emprego amplo, estruturas, ambos estão submetidos a estados predominantes de cisalhamento. Ainda 
para discutir alguns pontos sobre as propriedades mecânicas dos materiais, principalmente sobre a zona de interface, os 
parâmetros dos modelos constitutivos são adotados considerando os trabalhos de AZIZI [2], BORGES et al. [30], BORGES 
e PITUBA [33] e KIM e AL-RUB [34]. A Figura 2 mostra, de forma genérica, a modelagem em elementos finitos usada no 
nível microestrutural assim como os modelos constitutivos adotados para cada fase (matriz, inclusões e zona de interface, 
se o descolamento de fase é considerado).

                   

                                                                     

Elemento finito de fratura e contato 

(se houver descolamento de fase)

Elemento finito triangular

 (Modelo de Von Mises)

Elemento finito triangular (Modelo Elástico)

Figura 2: Visualização ilustrativa amplificada de uma microestrutura: modelagem em elementos finitos e modelos consti-
tutivos correspondentes.

Para o primeiro exemplo numérico, um EVR (denominado de EVR1) com fração volumétrica (vf) de 37% e inclu-
sões aleatoriamente disposta na matriz é considerado (Figura 3). Diferentes dimensões são adotadas para as inclusões 
com o objetivo de definir uma forte heterogeneidade para o material. O EVR1 foi discretizado com 540 elementos finitos 
triangulares, sendo adotado para a matriz o modelo de Von Mises com endurecimento isótropo contendo as seguintes pro-
priedades: v = 0,2;, E = 20 GPa e σy = 0,7MPa. Para definir a lei de endurecimento na matriz foram adotados os seguintes 
valores para , onde  é a deformação plástica efetiva: (0; 0,7MPa); (0,6; 5 MPa), ou seja, um coeficiente da curva 
de encruamento K=7,167 MPa. Já para as inclusões elásticas foram considerados v = 0,35; E = 40 GPa. Para a análise onde 
o descolamento de fase é considerado, 95 elementos finitos coesivos e contato foram definidos nas interfaces entre matriz e 
inclusões, sendo seus parâmetros dados por: δc = 6 ×10-5 m, σc = 10 MPa, βef  = 0,707 e λp = 3 × 106.

Figura 3: .EVR para compósito de matriz metálica com 5 inclusões (EVR1).

Elemento finito triangular (Modelo Elástico)

Elemento finito triangular (Modelo de Von Mises)

Elemento finito de fratura e contato (se houver descolamento de fase)
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Como o trabalho trata do descolamento de fase em microestruturas dúcteis, o EVR1 foi analisado para o caso de 
estados de cisalhamento, onde a deformação macroscópica imposta (ε = [εx; εy; γxy]) relacionada a estados de cisalhamento, 
ε = [0,0000001; 0,0000001; 0,001], foi aplicada em 20 incrementos sendo a resposta homogeneizada mostrada na figura 4 
considerando inclusões perfeitamente aderidas e descolamento de fase.

Figura 4: Respostas numéricas homogeneizadas para o EVR1 com 5 inclusões para deformação macroscópica imposta ε 
= [0,0000001; 0,0000001; 0,001].

Como pode ser observado na figura 4, a consideração do descolamento de fase não muda os resultados numéricos em 
ambos os casos porque a resistência à tração (σc = 10 MPa) é alta se comparada ao nível máximo de tensão que ocorre em 
pontos pertencentes ao domínio do EVR1 (0,8 MPa) levando a uma não nucleação de fratura nas interfaces da microestru-
tura. Observe que a resistência à tração é um critério para abertura de fratura diretamente relacionada com a abertura por 
escorregamento entre as faces da fratura pelo parâmetro βef.

Para o segundo exemplo numérico, um EVR (denominado EVR2) apresentando vf = 10% com apenas uma inclusão 
posicionada no centro da microestrutura é considerado (Figura 5). Para a discretização foram adotados 580 elementos fini-
tos triangulares, assim como 16 elementos finitos coesivos e de contato se o descolamento de fase é considerado. O modelo 
de Von Mises com endurecimento isótropo (K = 0,032E) foi adotado para a matriz, assim como as seguintes propriedades:  
v = 0,2; E = 70GPa e σy = 243MPa. Para a região de interface foram assumidos os mesmos valores de parâmetros do modelo 
de fratura coesiva e contato do exemplo anterior. Para a inclusão elástica foram adotados:  v = 0,2 e E = 200 GPa.

Figura 5: EVR para microestrutura de compósito com matriz dúctil com uma inclusão rígida centrada (EVR2)

Com os mesmos argumentos do exemplo anterior, um estado de deformação macroscópica é imposto ao EVR2 para 
tratar de estados predominantes de cisalhamento definido por ε = [0,0000001; 0,0000001; 0,01]. A figura 6 ilustra a resposta 
homogeneizada pela aplicação do estado de deformação em 20 incrementos considerando inclusões perfeitamente aderidas 
à matriz e descolamento de fase. Como neste segundo exemplo numérico os módulos de elasticidade adotados para a matriz 
e inclusões são muito maiores que os valores do exemplo anterior, o nível de tensão no EVR2 atinge o critério de nucleação 
de fratura na zona de interface. Portanto, o descolamento de fase é um importante influenciador no comportamento mecâ-
nico do EVR2 mesmo em estágios iniciais de carregamento, como visto na figura 6.
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Figura 6: Resposta numérica homogeneizada para EVR2 com uma inclusão para a deformação macroscópica imposta )

De acordo com os resultados numéricos apresentados nesta seção, pode-se concluir que os parâmetros adotados para 
o modelo de fratura coesiva e contato, assim como para a relação entre as propriedades elásticas da matriz e inclusões, têm 
um papel fundamental na simulação do comportamento mecânico da microestrutura do compósito. Mais detalhes sobre a 
sensibilidade paramétrica do modelo de fratura coesiva e contato podem ser encontrados em SANTOS et al. [32].

3.2 Análise numérica de estruturas submetidas a estados de cisalhamento e compostas por compósito 
de matriz metálica

Nesta seção são apresentadas análises multi-escala de chapas submetidas a carregamentos de cisalhamento, sendo utiliza-
dos os EVRs definidos na seção anterior, assim como os parâmetros dos modelos constitutivos para a matriz, inclusões e 
zona de interface (se considerado o processo de descolamento de fase). De posse dos resultados das microestruturas (EVR1 
e EVR2) analisadas no item anterior, procura-se verificar no presente item a repercussão na resposta da macroestrutura. 
Como já dito anteriormente, cada EVR representa um ponto do macrocontínuo e, portanto, suas dimensões não são impor-
tantes, porém deve-se ter a informação sobre a proporcionalidade entre as fases constituintes, assim como a localização de 
cada constituinte.

Considerou-se como macroestrutura, a chapa de alumínio de dimensão (60cm x 30cm) e 1 cm de espessura, como 
mostrado na figura (7a), onde é aplicada em suas extremidades uma carga tangencial, a fim de simular um caso de cisalha-
mento puro. Para a discretização da placa, utilizou-se apenas um quarto da mesma, devido à simetria, sendo definidos 16 
elementos e 36 nós no contorno com 24 células no domínio (ver figura 7b). Como condição de contorno, foi definida uma 
tração ps = 20 N/cm aos nós 19 a 23; o lado correspondente aos nós 6 a 18 e aquele referente aos nós 24 a 36 foram consi-
derados livres enquanto prescreveu-se un = us = 0 para o lado correspondente aos nós 1 a 5, sendo n e s as direções normal 
e tangencial ao contorno, respectivamente. Ressalta-se que os valores dos deslocamentos não têm mudanças significativas 
quando se considera uma malha mais refinada para o macrocontínuo, ou seja, a convergência dos resultados foi obtida com 
a malha definida na figura (7b).
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Figura 7: a) Geometria da chapa submetida a um carregamento de cisalhamento b) Visão ampliada da discretização de um 
quarto da chapa em células internas e elementos de contorno
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O deslocamento do nó 21da chapa, na direção X1, (ver Figura 7b) em função do fator de carga β para as diferentes 
análises pode ser visto na figura 8 considerando o material definido pelo EVR 1 e na figura 9 adotando o material definido 
pelo EVR 2. A Tabela 1 resume os dados das propriedades mecânicas dos EVRs utilizados nas análises.

Tabela 1: Propriedades mecânicas dos materiais dos EVRs 1 e 2

EVR 1 – Disposição aleatório de inclusões

Matriz Inclusão

ν E (GPa) σy (MPa) K (MPa) ν E (GPa) Vf (%)

0,2 20 0,7 7,167 0,35 40 37

EVR 2 – Disposição centrada de inclusão unitária

Matriz Inclusão

ν E (GPa) σy (MPa) K (MPa) ν E (GPa) Vf (%)

0,2 70 243 2240 0,2 200 10

De uma maneira geral, como pode-se observar nas figuras. 8 e 9, os deslocamentos finais obtidos para a estrutura 
com o emprego dos dois EVRs foram similares, por volta de 0,03cm. Porém a chapa onde considerou-se o EVR 2 suportou 
uma carga cerca de 10 vezes maior que aquela suportada quando adotou-se o EVR 1, o que é coerente, pois a inclusão do 
EVR 2 tem um módulo de elasticidade cinco vezes maior que aquele do EVR 1 e sua matriz foi definida com um módulo de 
elasticidade 3,5 vezes maior e uma tensão de escoamento 350 vezes maior, isso tudo levando a níveis de tensões elevadas 
desencadeando todo o processo de descolamento de fase mostrando coerência das respostas micromecânicas (figura 6) e 
macromecânicas (figura 9). Outro aspecto importante a ser observado nos gráficos da figura 8 é que quando se adotou o 
EVR 1, a chapa não apresentou diferença significativa no seu comportamento mecânico quando foram considerados ele-
mentos de fratura e contato nas interfaces entre matriz e inclusão. Isso é coerente com o comportamento apresentado na 
análise da microestrutura (figura 4), onde a consideração do descolamento de fase na microestrutura não apresenta ser um 
fator importante no fenômeno dissipativo devido à relação entre as propriedades dos materiais na microestrutura (inclusões 
e matriz) o que leva a um nível de tensão na microestrutura insuficiente para iniciar um processo de nucleação na zona de 
interface.

Por fim, a diferença apresentada na figura 9 foi bem significativa nas análises onde se adotou o EVR 2, pois a consi-
deração de elementos de fratura e contato reduziu consideravelmente a resistência e rigidez da chapa. Verifica-se também 
que as chapas analisadas apresentam um comportamento mecânico com endurecimento gradual [35], difícil de definir uma 
tensão de plastificação homogeneizada representativa do material da chapa submetida a estado de cisalhamento, devido à 
presença da matriz dúctil tanto com a consideração do fenômeno de descolamento de fase quanto com a consideração de 
perfeita aderência entre as fases.

Figura 8: Deslocamento no ponto 21 da chapa ao longo do processo incremental considerando-se o EVR 1, com 5 inclu-
sões
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Figura 9: Deslocamento no ponto 21 da chapa ao longo do processo incremental considerando-se o EVR 2, com 1 inclusão

4. CONCLUSÕES

Este trabalho tratou da aplicação de um modelo multi-escala desenvolvido em FERNANDES et al. [17] e estendido no pre-
sente trabalho para a incorporação de efeitos de cisalhamento no processo de descolamento de fase que ocorre na microes-
trutura e sua repercussão na resposta macroscópica homogeneizada. Para a análise crítica da formulação foram analisadas 
placas submetidas a carregamentos de cisalhamento e compostas por materiais heterogêneos considerando descolamento de 
fase, onde o Método dos Elementos de Contorno e o Método dos Elementos Finitos foram adotados para modelar o macro e 
microcontínuos, respectivamente. Neste modelo, que é objetivo em relação às dimensões do EVR, a resposta macroscópica 
é definida por campos homogeneizados de tensão e do tensor constitutivo sobre o domínio do EVR (Elemento de Volume 
Representativo) que representa o material em nível microestrutural. A microestrutura do EVR é definida por uma matriz 
onde inclusões podem ser definidas de maneira a melhorar as características mecânicas do material ou vazios que podem ser 
considerados para modelar o comportamento de materiais porosos, apesar que este segundo caso não foi tratado no presente 
trabalho. Para governar o comportamento do material da região de matriz foi adotado o modelo elastoplástico de von Mises 
enquanto que as inclusões foram assumidas como tendo comportamento elástico. Afim de capturar o processo de descola-
mento de fase que ocorre, por exemplo, em compósitos de matriz metálica (CMM) submetidos a estados de cisalhamento, 
elementos finitos coesivos e de contato (PITUBA et al. [7]) foram definidos na zona de interface ao redor das inclusões.

As respostas qualitativas obtidas se mostraram bastante satisfatórias e coerentes evidenciando a boa descrição do 
comportamento microestrutural dos EVRs compostos por matriz metálica reforçados com inclusões elásticas e sua reper-
cussão na resposta macroscópica de estruturas compostas por esses materiais. Os exemplos numéricos mostraram que se o 
nível de tensão atinge o critério de nucleação de fratura na zona de interface, o fenômeno de descolamento de fase assume 
um papel importante no comportamento macroestrutural. Portanto, quando o fenômeno de descolamento de fase é levado 
em conta em materiais que apresentam ductilidade sob cisalhamento, a melhoria das propriedades mecânicas do material 
não depende apenas da fração volumétrica de inclusões e quantidade de inclusões inseridas na matriz, mas também da 
relação entre as propriedades mecânicas da matriz. Por sua vez, SANTOS et al. [32] e FERNANDES et al. [17] identifica-
ram que a quantidade de inclusões intensifica a influência do fenômeno de descolamento de fase tanto em microestruturas 
submetidas a estados predominantes de tração quanto na sua repercussão na resposta de macrocontínuos tracionados.

Observe que nos exemplos numéricos discutidos neste trabalho não se considera o caso de materiais onde o problema 
de localização de deformação na microestrutura pode levar à nucleação na macroestrutura, como por exemplo, em materiais 
quase-frágeis. Este tipo de problema será tratado em trabalhos futuros onde um critério deve ser adotado adequadamente 
para definir quando a nucleação de fratura ocorre no macrocontínuo. Além disso, para problemas de localização, a presente 
formulação multi-escala pode ser estendida adequadamente com o objetivo de assegurar a equivalência de energia entre 
a microestrutura e macrocontínuo de modo a efetuar corretamente a transição entre escalas para esse caso, vide TORO et 
al. [22] e SANCHEZ et al. [36]. Observa-se que os CMMs podem apresentar localização de deformação se o processo de 
faturamento propagar também na matriz, porém não de forma tão intensa como em materiais quase-frágeis que leva a um 
processo de nucleação e propagação de fratura no macrocontínuo. Contudo, este caso não é considerado nos exemplos 
numéricos onde o comportamento da matriz é governado por um modelo elastoplástico sem considerar o processo de dano/
faturamento. Ainda mesmo se as análises numéricas fossem realizadas com a presente formulação utilizando controle de 
deslocamentos ou métodos de comprimento de arco, a possibilidade de surgir um comportamento global com softening po-
deria levar a uma inconsistência energética [31] e consequentemente, respostas numéricas inválidas. Todos esses aspectos 
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são alvos de desenvolvimento da presente formulação para a futura aplicação em materiais como o concreto, por exemplo.

Por fim, as análises apresentadas no presente trabalho são válidas de acordo com a presente formulação concluindo-
se que a utilização de modelos constitutivos simples na microestrutura aliada à formulação multi-escala leva a análises mais 
realísticas da macroestrutura.
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