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RESUMO. As equagdes de Maxwell t&ém um papel crucial na teoria do eletromagnetismo e suas aplicagdes.
Entretanto, nem sempre € possivel resolver essas equacdes de forma analitica. Por isso, precisamos de
métodos numéricos para obter solucdes aproximadas das equacdes de Maxwell. O método FDTD (Finite-
Diference Time-Domain), proposto por K. Yee, é amplamente usado devido a sua simplicidade e eficiéncia.
No entanto, esse método apresenta um alto custo computacional. Neste trabalho, propomos uma implemen-
tacdo paralela do método FDTD para execuc¢do em GPUs, usando a plataforma CUDA. Nosso objetivo é
reduzir o tempo de processamento requerido para viabilizar o uso do método FDTD para a simulacdo da
propagacdo de ondas eletromagnéticas. Avaliamos o algoritmo proposto considerando condigdes de con-
torno de tipo Dirichlet e também condi¢des absorventes. Obtivemos ganhos de desempenho que variam de
7 a 8 vezes, comparando a implementagdo paralela proposta com uma versao sequencial otimizada.
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1 INTRODUCAO

A energia gerada por fontes eletromagnéticas e suas interagdes com o entorno possuem muitas
aplicagdes, entre as quais podemos citar as tecnologias de comunicac¢io sem fio e alguns trata-
mentos e diagndsticos usados na drea médica [7, 8, 16]. O desenvolvimento e aprimoramento
dessas aplicacdes requerem um estudo detalhado sobre a interacdo do campo eletromagnético e
a propagacdo de ondas eletromagnéticas na regido de interesse. Esse estudo toma como base as
equacdes de Maxwell, um sistema de equacdes em derivadas parciais que descreve a evolucao
no tempo do campo eletromagnético.

Autor correspondente: Leandro J. Pereira Veloso.

1Programa de Pds-Graduag@o em Informadtica (PPGI), Instituto de Matemadtica (IM), Universidade Federal do Rio de
Janeiro (UFRJ), 21941-590 Rio de Janeiro, RJ, Brasil. E-mail: leandro.veloso @ ppgi.ufrj.br

2Departamemo de Ciéncia da Computagdo (DCC), Programa de Pés-Graduac¢do em Informadtica (PPGI), Instituto de
Matematica (IM), Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ), 21941-590 Rio de Janeiro, RJ, Brasil.

E-mail: dgalfaro@dcc.uftj.br

3 Departamento de Ciéncia da Computagdo (DCC), Instituto de Matemdtica (IM), Universidade Federal do Rio de Janeiro
(UFRJ), 21941-590 Rio de Janeiro, RJ, Brasil. E-mail: silvana@dcc.uftj.br



94 MELHORANDO O DESEMPENHO DO FDTD PARA AS EQUAGOES DE MAXWELL

A resolugdo dessas equagdes € analiticamente invidvel na grande maioria dos casos. Em funcao
disso, em 1966, K. Yee desenvolveu um esquema de diferencas finitas no dominio do tempo
(FDTD) para resolver numericamente, e de forma bastante simples, as equagcdes de Maxwell [18].
Trata-se de um método de diferencas finitas explicito sobre uma malha intercalada que possui
precisdo de ordem 2, tanto no espago quanto no tempo [15, 16].

Apesar de simples, esse método € muito dispendioso computacionalmente devido as restricdes
na discretizacdo temporal necessdrias para garantir a estabilidade numérica. Em funcao disso,
varios esfor¢os tém sido feitos para se desenvolver implementa¢des mais eficientes do algoritmo
basico do método FDTD. Por exemplo, técnicas de paralelizacdo desse algoritmo podem ser
encontradas em [10, 16].

Nos tltimos anos, a disponibilidade de novas plataformas computacionais, em particular as
GPUs, tem motivado o desenvolvimento de novas alternativas de paralelizacdo do algoritmo
de Yee com ganhos significativos de desempenho. Diferentemente das CPUs, as GPUs possuem
centenas de unidades de processamento com unidades de controle bastante simples. Isso faz com
que elas sejam adequadas para execucdo de aplicacdes com forte paralelismo de dados, como €
o caso do método FDTD.

Os primeiros trabalhos de paralelizacdo do método FDTD para GPUs tiveram como objetivo
mostrar a viabilidade dessa proposta, exigindo um significativo esforco para compreender e adap-
tar o algoritmo para o pipeline de computacdo grafica (usando as linguagens OpenGL, Brook e
Cg) [1, 9, 12]. A partir dai, vérias propostas de implementacdo do método FDTD para GPUs
foram avaliadas, explorando ambientes de programacdo de nivel mais alto, como CUDA. Entre
essas propostas destacamos [2, 5, 6, 17].

Neste artigo, apresentamos uma proposta de paralelizacdo do esquema de Yee para execu¢cdo em
GPU usando a plataforma CUDA e considerando o caso bidimensional das equagdes de Maxwell.
Assim como em outros trabalhos ([1, 2, 17]), nosso objetivo € realizar simulacdes FDTD em
tempo razodvel para viabilizar o uso desse método na simulac@o de aplicacdes reais. Para isso,
implementamos duas versdes do algoritmo, uma usando condi¢des de contorno de Dirichlet, e
outra usando condi¢des de contorno absorventes [3]. Além disso, ambas as implementacdes per-
mitem que o usudrio opte por salvar em arquivo os resultados intermedidrios da simula¢do, uma
vez que algumas aplicagcdes requerem nao apenas o resultado final da simulacdo mas também os
resultados intermedidrios.

Comparamos o tempo de execuc@o dos algoritmos paralelos e suas versdes sequenciais otimi-
zadas executadas em uma CPU convencional, obtendo ganhos da ordem de 8 vezes. Além da
avaliacdo de desempenho, apresentamos uma avaliacdo de corretude do algoritmo paralelo pro-
posto, tomando como referéncia um exemplo com solu¢do analitica exata.

O restante deste texto estd organizado da seguinte forma. Na secdo 2 descrevemos o esquema de
diferencas finitas para a resolugo das equacdes de Maxwell proposto por Yee e as condi¢des de
contorno adotadas neste trabalho. Na secdo 3 apresentamos nossa proposta de paralelizacdo do
algoritmo de Yee para o ambiente de GPU. Na sec@o 4 detalhamos as avaliacdes de corretude e
desempenho realizadas para o algoritmo paralelo proposto. Por fim, na se¢do 5, apresentamos as
conclusdes deste trabalho.
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2 ESQUEMA DE DIFERENCAS FINITAS PARA AS EQUACOES DE MAXWELL

As equacdes de Maxwell descrevem a evolug@o no tempo do campo eletromagnético em uma
regido do espaco. Na sua forma diferencial, elas sdo dadas pelo sistema de equacdes diferenciais
parciais [16]:
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onde H e E representam os campos magnético e elétrico, respectivamente; 1 € a permeabili-
dade magnética, € a permissividade elétrica, o a condutividade elétrica e 0* a perda magnética
equivalente; V x representa o operador rotacional. Observamos que para obter as solucdes desse
sistema € preciso adicionar as condi¢des iniciais e de contorno.

Considerando que em relagdo a um sistema de coordenadas cartesianas fixado, o campo eletro-
magnético e as caracteristicas do meio ndo dependem da coordenada z, o sistema (1) pode ser
reescrito em uma forma mais simplificada. O modo transversal elétrico T E (transverse-electric
mode) € dado pelo seguinte sistema de equagdes diferenciais parciais para as componentes E,
Ey e H; do campo eletromagnético
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As demais componentes do campo eletromagnético satisfazem a um sistema semelhante ao (2)
que € conhecido como modo transversal magnético 7' M, (transverse-magnetic mode).

Esses sistemas de equacdes diferenciais parciais sdo desacoplados. Por isso devem ser resolvidos
considerando uma regido do plano cartesiano com coordenadas (x, y), introduzindo as condigdes
iniciais e de contorno apropriadas. Para dominios limitados, consideraremos condi¢des de con-
torno em que o campo elétrico ou magnético na direc@o tangencial ao contorno € especificado.
Neste artigo, consideramos o caso em que o dominio € um retangulo com lados paralelos aos
eixos x e y, por isso em cada lado € especificada uma das fungdes incognitas. Nos referimos a
essas condi¢des de contorno como condicoes de contorno de tipo Dirichlet.

2.1 Esquema de Yee

O método de diferencas finitas no espaco e tempo (FDTD) € muito popular para a resolucao das
equagdes de Maxwell. Esse método foi introduzido por Kane Yee em 1966 [18] e ficou conhecido
como esquema de Yee [16].
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A ideia principal do esquema de Yee consiste no uso de duas malhas intercaladas para a apro-
ximagdo das diferentes componentes: Ey, Ey e H;. Dessa forma € possivel aproximar as de-
rivadas espaciais envolvidas usando diferencgas finitas centradas. Isso permite introduzir uma
discretiza¢do no tempo semelhante ao esquema leapfrog e finalmente obter um esquema de se-
gunda ordem de precisdo no tempo e no espago [16].

Na discretizag@o das equacdes, introduzimos a notagao
u(nAt,iAx, jAy) = u|?j

em que u representa as componentes Ey, Ey ou H;; Ax, Ay e At representam o tamanho do
passo e o espacamento nas discretizacdes do espaco e o tempo, respectivamente; n, i € j podem
assumir valores inteiros ou fraciondrios (nesse tltimo caso, eles estdo associados com pontos da
malha intercalada).

Na Figura 1, apresentamos as malhas usadas na discretizacdo das componentes. Observamos
que cada componente elétrica € rodeada pelas componentes magnéticas, o que proporciona um
sistema explicito de fécil resolugdo (3).
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Figura 1: Malha de discretizagdo correspondente ao esquema de Yee.
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O sistema de equacdes discretizadas tem a forma
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Esse sistema estd sujeito a condicdo de estabilidade de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) [16]

dada por
1

[ -
v Ax? + Ay?
onde v representa a velocidade de propagacdo das ondas eletromagnéticas no meio dada por

_ 1
V=T

At <

2.2 Condicoes de contorno absorventes

Em muitas aplicacdes € necessario simular a propagacao de ondas eletromagnéticas em um meio
ndo limitado. Entretanto, devido a impossibilidade de se usar uma malha computacional infi-
nita, temos que aplicar condi¢cdes de contorno absorventes. As condi¢des de contorno absor-
ventes permitem que as ondas que atingem a fronteira da regido de interesse abandonem essa
regido sem provocar reflexdes esptrias, introduzindo de forma correta um espalhamento para
fora dessa regido.

Uma forma muito eficiente de introduzir condi¢des de contorno absorventes no método FDTD
foi feita por Bérenger em 1994 [3], sua proposta é chamada de PML (Perfectly Matched Layer).
Nessa abordagem, sdo introduzidas camadas extras de células (chamadas de PML) rodeando o
dominio de interesse em quatro regides: acima, a esquerda, a direita e abaixo, como ilustrado na
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Figura 2. Em cada célula da PML, a condutividade elétrica é determinada de forma que as ondas
eletromagnéticas penetrem sem reflexdo na interface entre o dominio fisico modelado e a PML,
para qualquer frequéncia de onda e angulo de incidéncia. Isso € feito respeitando-se a condicdo

o o

—=— “)
€ u

de tal forma que a impedancia do meio modelado coincida com a impedancia da PML, garantin-
do-se que a reflex@o seja zero.
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Figura 2: T E;-PML ao redor do dominio de andlise. Fonte: [13].

Para a formulacdo em duas fases da PML de Bérenger, a componente H, € divididaem H,, e
Hy. Assim, as equacOes de Maxwell modificadas para o caso T E; ficam na seguinte forma
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Oy | g
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Observe que a extensdo do esquema de Yee (3) para o sistema acima € bastante simples e direta.
Entretanto, para garantir uma correta implementagdo dessas condi¢cdes de contorno absorventes
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€ necessdrio determinar o nimero de camadas que irdo compor a PML e as condutividades cor-
respondentes, de acordo com o grau de reflexdo desejado. Em principio, a taxa de reflexdo pode
se tornar tao pequena quanto desejdvel, controlando-se a espessura da PML.

Existem vdrias formas para se determinar a variacdo espacial da condutividade dentro das ca-
madas da PML, por exemplo: linear, parabdlica, polinomial e geométrica [3, 16]. As formas
polinomial e geométrica tém apresentado os melhores resultados [16]. Por isso, neste trabalho,
utilizaremos a PML polinomial. Para seu cdlculo, seguimos os seguintes passos:

e Cilculo da condutividade da PML na dltima camada. Trata-se da camada mais externa que
por sua vez apresenta a maior condutividade cujo valor € dado pela equagao

__m+DInRO)

max — an
onde m € o grau do polindmio para a modelagem de o, geralmente 3 ou 4; R(0) é o fator
"
€
por Ax ou Ay multiplicado pelo niimero de camadas.

de reflexdo; n = € a impedancia intrinseca do meio; e d € a espessura da PML dada

Sendo N o nimero de camadas da PML, de acordo com [16] para N = 10 usa-se R(0) =
e 10 ¢ para N = 5, R(0) = e~8. Esses valores do fator de reflexdo sdo considerados
4otimos.

e Cilculo da condutividade nas demais camadas da PML. O valor da condutividade na
direcdo do eixo x € dado pelas equagdes

0y (k) = Omax (kAx/d)m s (6)

onde k = 0,1,2,..., N é o indice da camada, considera-se k = 0 para a camada que
compde a fronteira do dominio de andlise e k = N para a camada mais externa da PML.
Ap6s o célculo de oy (k) para todas as camadas da PML, devemos utilizar a relagdo (4)
para determinar os o, (k) correspondentes.

O célculo da condutividade na direc@o do eixo y é realizado de forma andloga. Observe na
Figura 2 como sao associados os valores dessas condutividades as diferentes regides que
formam a PML.

2.3 Algoritmo sequencial do esquema de Yee

Os fluxogramas apresentados na Figura 3 descrevem os algoritmos sequencias que usaremos
como referéncia para a nossa avaliacdo. O primeiro usa as condic¢des de contorno de tipo Dirich-
let (especificas) e o segundo PML.

Para o primeiro algoritmo, com condi¢des de contorno especificas, temos uma etapa de inicia-
lizagdo das varidveis onde sdo definidas as propriedades do meio e a discretizagdo do dominio
em malhas. Em seguida, a cada passo do tempo, o algoritmo calcula as condi¢des de contorno,
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Contorno especifico PML

Iteragdo no
tempo

- Calculo da PML

Iteragdao no
tempo

Condigoes de
contorno

Atualiza Hzx

Atualiza Hz
Atualiza Hzy

Atuacgao da fonte
Atuacéo da fonte

Atualiza Ex

Atualiza Ey

Salvar?

Salvar resultados

Salvar?

Salvar resultados

Figura 3: Algoritmos sequenciais do esquema de Yee considerando condi¢des de contorno de
tipo Dirichlet (esquerda) e PML (direita).

atualiza os valores de H, da fonte, e dos campos elétricos E, e Ey. A alternativa de salvar os re-
sultados em disco € opcional e pode ser feita de forma ciclica para economia de espaco e reducdo
do alto custo de escrita em disco. Por exemplo, podemos salvar as solugdes intermedidrias a cada
100 passos no tempo.

Para o segundo algoritmo, com PML, apds a inicializacdo temos uma etapa adicional de cdlculo
da PML e definicdo da camada extra de células. As condi¢des de contorno ndo precisam ser
especificadas. A cada passo do tempo, o algoritmo calcula as duas componentes de H, (H,, e
Hy), e a partir dai segue a mesma sequéncia de passos do primeiro algoritmo. O cdlculo da
componente extra de H,; demanda cerca de 33% a mais de espaco de memoria.

3 IMPLEMENTACAO PARALELA DO ESQUEMA DE YEE EM GPU
USANDO CUDA

Como discutido no inicio deste texto, apesar de simples, o método de Yee € muito dispendioso
computacionalmente devido as restri¢des na discretizacdo temporal necessarias para garantir a
estabilidade numérica. Nesta secdo, apresentamos uma proposta de paralelizacdo do método de
Yee (em sua forma bidimensional) para execu¢ao em GPUs, usando a plataforma CUDA.
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VELOSO, VIGO e RosseTTo 101

As unidades de processamento grafico (GPUs — Graphics Processing Units) possuem centenas
de unidades de processamento oferecendo um novo tipo de ambiente para programacdo paralela
com um custo financeiro relativamente baixo [11]. Aplicacdes com forte paralelismo de dados
— como € o caso do método FDTD - sdo boas candidatas para usufruirem dessa capacidade de
processamento paralelo das GPUs. Na proxima secdo, apresentamos uma breve descricdo da
plataforma CUDA e, em seguida, descrevemos o algoritmo paralelo proposto.

3.1 CUDA

Desde 2006, a NVIDIA (um dos principais fabricantes de placas gréficas) disponibiliza uma
plataforma de computacio paralela, juntamente com um modelo de programacdo, para o desen-
volvimento de aplicacdes paralelas que executam nas GPUs, chamado CUDA (Compute Unified
Device Architecture) [4]. CUDA permite o uso das linguagens C e Fortran, oferecendo um con-
junto de fung¢des adicionais para acessar e gerenciar o processamento de dados na GPU.

Um programa em CUDA ¢ dividido em duas partes: uma parte que executa na CPU (ou host)
e outra parte que executa na GPU (ou device). A parte que executa na CPU é responsavel pela
entrada e saida de dados e pela geréncia de acesso a GPU. O acesso a GPU envolve: a reserva e
liberacdo de espagco de memoria; a transferéncia de dados da memdria principal do computador
para a memoria da GPU e vice-versa; e a chamada de fun¢des que executam na GPU, denomina-
das kernels. A parte que executa na GPU é tipicamente responsdvel pelo processamento principal
da aplicac@o e pode ser implementada em um ou vdrios kernels.

No modelo de programacio disponibilizado por CUDA, quando uma func¢ao kernel é disparada
para execucao na GPU, essa funcdo € executada por varias unidades de processamento a0 mesmo
tempo, criando fluxos de execucdo distintos denominados threads. Internamente, cada thread usa
seu identificador unico para selecionar quais dados ela ird processar.

Por exemplo, para incrementar todos os elementos de um vetor de 1, a fungdo kernel devera
implementar um Unico incremento fazendo vetor[id] = vetor[id] + 1;, onde id serd o identifi-
cador de cada thread. Quando o kernel for disparado para execugdo por um nimero N de threads
(onde N corresponde ao nimero de elementos do vetor), cada thread incrementard um elemento
do vetor, correspondente ao seu identificador.

CUDA agrupa as threads em blocos e os blocos em uma grade. Na Figura 4 podemos visualizar
arelac@o entre threads, blocos e grade. Uma grade possui varios blocos e um bloco possui vdrias
threads. Sempre que um kernel € disparado, o programador define quantas threads irdo executar
esse kernel e como elas serdo organizadas em blocos (quantas threads por bloco). Os blocos
podem ser unidimensionais, bidimensionais ou tridimensionais, significando que as threads terao
identificadores com 1, 2 ou 3 indices, respectivamente. Por sua vez, uma grade também pode ter
até trés dimensdes, significando que os blocos poderio ter 1, 2 ou 3 indices de identificagdo. A
Figura 4 ilustra o caso de uma grade bidimensional com 8 blocos também bidimensionais, cada
um com 12 threads.

Tend. Mat. Apl. Comput., 17, N. 1 (2016)
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Grade
Bloco (0,0) Bloco (0,1) Bloco (0,2) Bloco (0,3)
Bloco (1,0) Bloco (1,1) Bloco (1,2) Bloco (1,3)
Bloco (1,1)

Thread(0,0)|| Thread(0,1)|| Thread(0,2)|| Thread(0,3)

s LSS

Thread(1,0)|[ Thread(1,1)|[Thread(1,2)|| Thread(1,3)

3 Y Y

Thread(2,0)|[Thread(2,1)| [ Thread(2,2)|| Thread(2,3)

W SIS

Figura 4: Organizacgao das threads no ambiente CUDA.

A estrutura de memoria da GPU abrange vdrios tipos de memoria, com diferentes tamanhos e
velocidades de acesso. Os registradores sdo a memoria de acesso mais rapido e sdo alocados
com exclusividade para cada thread. Dentro de um bloco, as threads compartilham o espaco de
memoéria compartilhada (shared memory), exclusivo de cada bloco. A meméria global pode
ser acessada por todas as threads de uma grade e também pela CPU. Trata-se da memoria mais
lenta e de maior capacidade de armazenamento.

No modelo de execuc@o de CUDA, as threads de um bloco sdo escalonadas para execu¢cdo em
grupos chamados warps (um warp contém 32 threads). Nesse modelo, uma instrucdo € carregada
de cada vez e todas as threads do warp executam a mesma instrucdo, aplicando-a sobre a parte
dos dados que compete a cada thread.

O fluxo de execugdo de um programa CUDA segue, tipicamente, os seguintes passos: 1€ os dados
de entrada e faz as inicializacdes necessdrias; reserva espaco de memoria na GPU; transfere os
dados de entrada da memoria da CPU para a memoria global da GPU; executa um (ou mais)
kernels; transfere os dados processados da memoéria da GPU para a meméria da CPU; exibe os
resultados e executa as finalizagdes necessdrias.
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3.2 Algoritmo paralelo em CUDA

Neste trabalho, propomos uma alternativa de paralelizacdo do esquema de Yee para execucao
em GPU, tomando como base o algoritmo proposto em [6]. O fluxo principal de execu¢do do
algoritmo € apresentado na Figura 5, onde a alternativa de salvar os resultados em disco é opci-
onal. Assim como nas versdes sequenciais, implementamos duas versdes do algoritmo paralelo,
uma usando condi¢des de contorno especificas e outra usando PML. Em ambos os casos, o con-
trole das iteracdes no tempo € feito na CPU que dispara trés kernels a cada passo de tempo.

Na versdo com condi¢des de contorno especificas, o primeiro kernel calcula as condi¢des de
contorno, o segundo kernel calcula os valores de H; e o terceiro kernel calcula os valores de Ex
e Ey. Para a versao com PML, os dois primeiros kernels atualizam os valores dos campos H, e
Hy e o terceiro kernel calcula as atualizagdes de E, e E.

Salvar? Salvar?

Contorno especifico PML
( Start )
Inicializagéo
Célculo da PML
— ———

o
& 2
5 Kernel-Contorno Kernel-Hzx 5
+ I | 2
o o
s Kernel-Hz Kernel-Hzy a
3 2
o o
g Kernel- Ex;Ey Kernel- Ex;Ey g

0
2 3
H H

Salvar Salvar

Figura 5: Fluxogramas dos algoritmos paralelos considerando condi¢des de contorno de tipo
Dirichlet (esquerda) e PML (direita).

Internamente, a implementacdo dos kernels faz com que cada thread seja responsdvel pelo
célculo de uma posi¢ao da malha espacial dos campos. A dimensao dos blocos € um paramentro
de entrada.
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Seguindo as sugestdes de otimizacdo do uso da memdria da GPU propostas em outros traba-
lhos [2, 17, 6], experimentamos o uso da memdoria compartilhada entre threads do mesmo bloco
para armazenar valores que sdo acessados mais de uma vez em um mesmo kernel. Esta aborda-
gem apresentou ganhos apenas para o kernel que atualiza os valores de E, e Ey, visto que ambos
utilizam informacdes de H,.

4 AVALIACAO DAS IMPLEMENTACOES PROPOSTAS

Avaliamos as implementacdes propostas com dois objetivos: verificar a corretude dessas im-
plementacdes e determinar o ganho de desempenho obtido com a versdo paralela. Para avaliar a
corretude das implementacdes, estudamos a acurdcia das solucdes numéricas obtidas. Para medir
o ganho de desempenho obtido, comparamos os resultados das implementagdes sequenciais e
paralelas dos algoritmos apresentados.

4.1 Corretude das implementacdes propostas

Apresentamos dois exemplos que mostram a corretude do algoritmo paralelo proposto. No pri-
meiro exemplo estudamos um caso onde a solug¢do analitica € conhecida, permitindo uma anélise
quantitativa da exatidao da solu¢do numérica, e no segundo exemplo avaliamos o efeito da PML.

4.1.1 Exemplo 1 - estudo da acuracia

Considerando que € = u = 1, € simples verificar que as seguintes funcdes

E.(t,x,y) = Asin(+/31) sin(x + v/2y)

Ey(t,x,y) = —% sin(\/gt) sin(x + \/Ey) %)

H,(t,x,y) = —ZTA cos(+v/31) cos(x + \/Ey)

satisfazem as equacdes (2) para qualquer valor de A.

Essa solucdo representa uma onda plana estaciondria e foi usada para avaliar a acurdcia das
aproximacdes numéricas em nossas implementacdes do esquema de Yee (3).

As solucgdes numéricas de (3) foram obtidas para o dominio retangular Q2 = [0, 2] x [0, V27]
e o intervalo de tempo [0, 4]. Usamos as condi¢des iniciais definidas através de (7) (com t = 0)
e condi¢des de contorno de tipo Dirichlet para H, definidas pela terceira equagdo de (7). Para
a avaliacdo da exatidao das aproximacdes, calculamos o erro na norma do maximo | - ||« para
diferentes escolhas da malha discreta com o intuito de mostrar sua convergéncia para zero na
medida em que a malha vai se tornando mais fina.
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Nas simulacdes numéricas consideramos malhas tais que Ax = % e At < Ax/+/3 (condicio

CFL). Dessa forma esperamos || E||cc = 0((Ax)?), ou seja, uma taxa de convergéncia quadra-
tica. A taxa de convergéncia (empirica) observada nas simulagdes pode ser determinada como

IEj+1llo0
log J
1Ejlloo

tog (%)

onde |Ejlloo, Axj € |[Ejti1lloo, Axjy1 representam os valores do erro e do espacamento da

malha nas j-ésimae j 4 1-ésima simulacdes, respectivamente.

Desse modo, a partir dos resultados numéricos é possivel identificar a taxa de convergéncia
empirica para avaliar se os resultados numéricos apresentam o comportamento tedrico esperado.

A Tabela 1 apresenta os resultados de 8 simulag¢des, variando-se o tamanho da discretizagdo. A
tabela mostra os erros observados e a taxa de convergéncia estimada conforme (8). De forma
geral, os erros obtidos sdo inferiores a (Ax)%. Além disso, observe que a ordem de precisiao
estimada se mostrou maior do que dois e com um comportamento crescente a medida que o
tamanho da malha cresce, implicando numa precisdo acima do esperado. Assim, dado que os
resultados encontrados pela solucdo analitica estdo proximos da solucdo exata dentro de uma
margem de erro inferior ao limite tedrico, podemos concluir que a solu¢do numérica estd sendo
calculada corretamente para esse exemplo.

Tabela 1: Erro e da taxa de convergéncia empirica para diferentes discretizagdes.

J At; Ax; | E o, j q (empirico)
1]4x103|635x%x1072 | 1,34 x1073 -

21 4x1073 | 3,16 x1072 | 322 x107* 2.053
314x1073|2,10x%x1072 | 1,34 x1074 2.161

41 4%x1073 1,57 %1072 | 6,78 x107° 2.347

51 4x1073 | 126 x1072 | 3,74 x107° 2.652

6| 4x107*| 1,05 x1072 | 2,10 x10~° 3.167

71 4%x107* | 8,99 x1073 | 1,11 x107° 4.136

8| 4x107*| 7,86 x1073 | 4,46 x107° 6.483

4.1.2 Exemplo 2 - validacdo da PML

Nesse exemplo, vamos mostrar que a nossa implementacdo da PML apresenta os resultados
esperados. Para isso simulamos numericamente a propagacdo de uma onda cilindrica, gerada
por um pulso pontual, e determinamos a quantidade de energia espuria que foi refletida devido
a presenca da PML. A energia refletida é calculada usando uma outra solu¢do aproximada do
mesmo problema sem PML, mas em um dominio suficientemente extenso para que as condigdes
de fronteira ndo tenham nenhuma influéncia [16].
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—1/2 & 3 x 108, e usamos

Consideramos € = 8.854 x 10712, u = 47 x 1077, logo v = (ep)
discretizagcdes com Ax = Ay = A = 0.0l e At = %. A primeira malha possui 50 x 50
células (discretizacdo da regido €2p) e uma PML com N camadas. Nas simula¢cdes usamos uma
PML com N = 5e N = 10, com uma variagdo polinomial da condutividade de grau m = 4.
As aproximagdes obtidas nesse caso sdo representadas por HZP ML|g j Na segunda malha usa-
mos 200 x 200 células e ndo consideramos PML, a parte central dessa malha corresponde a
discretizagdo da regido 2o. As aproximagdes correspondentes sdo representadas por H>° |;f i No

ponto central de €2¢ atua uma fonte pontual com intensidade

0 31—2 {10 — 15 cos(nm /20) + 6 cos(2nm /20) — cos(3nm/20)}, n <40,
0, n > 40.

H|

Ap6s calcular a propagacdo desse pulso durante N; = 200 passos de tempo, considerando
condicdes iniciais nulas, a energia média refletida para o interior da regido ¢ ao longo da sua
fronteira 92p no passo de tempo 7, devido a presenca da PML, pode ser calculada por
PML
Eao=UN; Y [P - m ]
(xi,y;)€0820

em que Ny € a quantidade de pontos em 9€29. Dessa forma a presenca da PML produz um erro
adicional na regido €29 que pode ser calculado como

2
PML
Epe=1/Na > [mP0, - mr ]
(xi,yj)€80

em que N, € a quantidade de pontos em 2.

Na Figura 6, apresentamos as curvas que mostram a energia média refletida ao longo da fronteira
da PML quando ela contem 5 e 10 camadas. Observamos que apds a onda atingir a fronteira
comecam a aparecer as reflexdes esptirias que depois decrescem lentamente se estabilizando em
torno do valor 107>, Esse valor é compativel com os erros numéricos detectados no primeiro
exemplo.

Na Figura 7, as curvas mostram o erro médio quadratico na regido €2¢9. Podemos observar como
as reflexdes espurias causadas pela PML produzem um aumento dos erros, mas estes também se
estabilizam em torno do valor 10™>. Ambas as figuras indicam que o resultado para o caso de 10
camadas foi melhor que o caso de 5 camadas.

4.2 Avaliacio do desempenho das implementacoes propostas

Para avaliar os algoritmos propostos, usamos um computador com a seguinte configuracao:
processador qguad-core Intel 17-960 3.2 GHz; 32 Kb de Cache L1, 256 Kb de Cache L2 e 8
Mb de Cache L3; 16 Gb de memodria RAM DDR3 1067 MHz. A GPU usada foi a NVIDIA Tesla
C2070 com 6 GB GDDRS, 448 unidades de processamento, permitindo até 1024 threads por
blocos. O computador possui sistema operacional Ubuntu 14.04; e os compiladores GCC 4.8.2
e NVCC5.5.
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Energia média refletida pela PML ao longo da fronteira

—N=10
---N=5

i i i i i
100 120 140 160 180 200
Passos de tempo

Figura 6: Energia média refletida pela PML para dentro da regido €2p quando a PML contem 5 e
10 camadas.

Erro medio quadratico na regiéo Q,

10“25 i | i i | | i i i
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Passos de tempo

Figura 7: Erro médio quadratico na regido 2o devido a presenca de PMLs contendo 5 e 10
camadas.

Variamos o tamanho da malha da discretizacao espacial de 300 x 300 até 6900 x 6900 (tamanho
maximo limitado pelo espaco de memdria global da GPU usada, considerando precisdo dupla
e uma estrutura de algoritmo preparada para espagos heterogéneos). Em todos os experimentos
consideramos 1000 iteracdes no tempo.
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Usamos como métricas de avaliag@o os seguintes valores: tempo de execucao (em segundos),
speedup (razdo entre o tempo do algoritmo sequencial e o tempo do algoritmo paralelo), e
speed[MCells/s] [6] (milhdes de células processadas por unidade de tempo) dada por

nx nynt

10T ©)

Speed[Mcells/s] =

onde nx e ny sdo as dimensdes da malha de nés utilizada para a discretizacdo, nt € o nimero de
iteracdes no tempo e T € o tempo de execucdo da implementacdo (medido em segundos).

4.3 Avaliacido do algoritmo sequencial

Os algoritmos sequenciais foram implementados na linguagem C e compilados com o com-
pilador gcc. Para melhorar o desempenho dessas implementacdes, utilizamos as opg¢des de
otimizacdo oferecidas pelo proprio compilador gcc. Estas opgdes permitem um ganho de de-
sempenho bastante considerdvel [14]. Para efeito de comparacio, usamos as op¢des — OO0 (sem
otimizacdo), —O1, —02 e — 03, gerando quatro arquivos executdveis que foram experimenta-
dos separadamente. Os tempos de execuca@o sdo mostrados na Tabela 2.

Tabela 2: Tempo de processamento do algoritmo sequencial para os dos tipos de
condi¢des de contorno implementadas.

C.C. tipo Dirichlet PML

00 O1 02 03 00 O1 02 03

300 2.53 0.74 0.65 0.60 6.17 2,92 2.73 2.27

1500 | 63.45 25.85 | 25.71 | 25.31 94.14 4047 | 39.65 | 38.38
2100 | 124.62 | 51.23 | 50.89 | 5043 17871 | 74.77 | 72.51 | 72.00
2700 | 205.50 | 81.73 | 80.21 | 79.46 | 292.79 | 12291 | 121.96 | 121.06
3300 | 307.25 | 122.49 | 120.46 | 120.20 | 429.85 | 17433 | 172.33 | 170.18
3900 | 428.98 | 173.68 | 171.69 | 170.24 | 597.89 | 250.90 | 249.52 | 247.83
4500 | 570.81 | 232.64 | 229.93 | 228.73 | 791.64 | 334.84 | 327.62 | 325.17
5100 | 732.46 | 298.28 | 294.58 | 292.24 | 1014.02 | 431.95 | 427.09 | 421.52
5700 | 920.01 | 389.77 | 383.73 | 383.54 | 1263.45 | 525.73 | 515.99 | 511.94
6300 | 1117.02 | 445.81 | 438.78 | 438.28 | 1545.79 | 633.14 | 629.19 | 620.51
6900 | 1344.99 | 558.39 | 552.73 | 549.94 | 1874.89 | 901.37 | 876.68 | 882.07

Note pelos resultados obtidos que o uso das otimiza¢des do compilador gcc resultaram em
uma reducio significativa do tempo de execugio do algoritmo sequencial. Utilizaremos o menor
tempo obtido com o algoritmo sequencial (otimizacdo O3) como benchmarck para o célculo das
demais métricas.

Observe que o tempo de processamento do algoritmo com PML foi significativamente superior
ao tempo de processamento do algoritmo com as condi¢des de contorno do tipo Dirichlet. Isso
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ocorre em razdo da divisdo do campo H,; em duas componentes e da necessidade de calcular
camadas extras de células. O c6digo com PML demora em média 43% a mais do que a versao
com Dirichlet, valor similar ao aumento da memoria dado pelo uso da PML.

4.4 Avaliacido do algoritmo paralelo

A implementagdo do algoritmo paralelo em CUDA tem como parametro de entrada a dimensao
dos blocos de threads, uma vez que o desempenho do algoritmo € afetado por esse valor. Na Ta-
bela 3, mostramos o desempenho das quatro dimensdes de blocos que apresentaram os melhores
resultados para as duas versdes do algoritmo (Dirichlet e PML). Note que os melhores resultados
foram para blocos linha, em particular o bloco com dimensao 1 x 512 foi o que obteve, em geral,
o melhor resultado para ambos os algoritmos.

Tabela 3: Tempo de processamento do algoritmo paralelo para os dos tipos de condicoes
de contorno implementadas.

C.C. tipo Dirichlet PML
Ix128 | 1x256 | 1x512 | 1x1024 | 1x128 | 1x256 | 1x512 | 1x1024
300 0,23 0,18 0,20 0,28 0.41 0.27 0.28 0.38
1500 | 4.24 3.70 3.67 3.99 4.88 4.78 4.94 5.13
2100 | 7.16 6.99 7.39 8.21 9.33 8.98 9.38 10.34
2700 | 12.17 11.83 11.64 12.18 16.70 15.32 15.06 15.74
3300 | 18.47 17.44 17.38 18.51 23.64 | 22.57 | 22.27 23.71
3900 | 24.70 | 23.82 | 23.81 24.68 31.54 | 3043 | 30.68 31.93
4500 | 33.17 | 31.82 | 31.75 33.75 43.01 | 4099 | 40.73 43.53
5100 | 42.52 | 4145 | 40.74 41.96 55.20 | 53.70 | 53.61 56.53
5700 | 5329 | 51.80 | 51.37 53.09 69.20 | 66.72 | 65.59 68.41
6300 | 65.76 | 63.85 | 63.39 66.34 83.45 | 80.80 | 80.56 85.25
6900 | 78.20 | 75.79 | 74.75 77.26 100.18 | 97.36 | 95.63 99.66

A Figura 8 é composta por dois gréficos relativos aos melhores resultados do cédigos com
condicdes de contorno de Dirichlet e PML. O primeiro apresenta os resultados de speedup e
o segundo o nimero de milhdes de células calculadas por unidade de tempo, variando-se as di-
mensdes da malha de discretizagdo. Note que a partir da dimensao 1500 x 1500 os resultados se

mostraram estaveis.

Na Tabela 4 temos os valores médios dessas mesmas métricas, além de uma medida de dispersao,
para a qual foi adotada a amplitude dos resultados observados (diferenca entre o maior valor
obtido reduzido do menor). Os algoritmos paralelos foram de 7 a 8 vezes mais rapidos do que os

algoritmos sequenciais otimizados.
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Figura 8: Desempenho dos algoritmos paralelos.

Tabela 4: Algoritmo sequencial versus algoritmo paralelo.

Sequencial(O3) Cuda(1x512)
Dirichlet PML Dirichlet PML
Speed[MCells/s] | 89,04 (7.03) | 61,08 (10.02) | 663,13 (42.05) | 486,55(42.39)
Speedup - - 7,08 (0,64) 7.98 (1,58)

5 CONCLUSOES

Neste trabalho, apresentamos uma proposta de paralelizacdo do esquema de diferencas fini-
tas no dominio do tempo (FDTD) de Yee para simulacdo das equacdes de Maxwell, usando
GPUs. Consideramos duas alternativas de implementacdo do algoritmo proposto, uma usando
condicdes de contorno especificas de Dirichlet e outra usando condi¢des de contorno absorventes
com PML.

Para avaliar o desempenho dos algoritmos paralelos, implementamos versdes sequenciais cor-
respondentes para execucdo em CPU. As implementagdes propostas também foram validadas
através de exemplos para garantir a corretude dos seus resultados. Por fim, realizamos uma série
de avaliagdes com diversas dimensdes de malha para estimar o desempenho das implementacdes
em ambos 0s ambientes.

Nosso propésito principal foi buscar uma alternativa de implementacio paralela para o esquema
de Yee que permita reduzir o tempo total de processamento requerido, facilitando a simulagao
numérica das equagcdes de Maxwell. Os algoritmos propostos permitem também salvar os resul-
tados intermedidrios da simulag¢@o, quando necessario. Os resultados obtidos mostraram ganhos
de desempenho bastante significativos, de 7 a 8 vezes, quando comparados com os resultados do
codigo sequencial otimizado.
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ABSTRACT. Maxwell’s equations play a crucial role in electromagnetic theory and applica-
tions. However, it is not always possible to solve these equations analytically. Consequently,
we have to use numerical methods in order to get approximate solutions of the Maxwell’s
equations. The FDTD (Finite-diference Time-Domain) method, proposed by K. Yee, is wi-
dely used to solve Maxwell’s equations, due to its efficiency and simplicity. However, this
method has a high computational cost. In this paper, we propose a parallel implementation
of the FDTD method to run on GPUs by using CUDA platform. Our goal is to reduce the
processing time required, allowing the use of the FDTD method in the simulation of elec-
tromagnetic wave propagation. We evaluate the proposed algorithm considering two different
kind of boundary conditions: a Dirichlet type boundary conditions and absorbing boundary
conditions. We get a performance gain ranging from 7 to 8 times when comparing the propo-

sed parallel implementation with an optimized sequential version.

Keywords: Maxwell’s equations, Yee algorithm, Parallel Programming with GPU.
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