
Revista Brasileira de Ensino de F́ısica, vol. 43, e20200329 (2021) Artigos Gerais
www.scielo.br/rbef cb

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0329 Licença Creative Commons

Modos de ondas magnetohidrodinámicas influenciados por
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En este art́ıculo trabajamos con la ecuación de velocidad de un fluido magneto-conductor utilizando dos
aproximaciones: (i) la ley de Ampère y (ii) tomando en cuenta la corrección de Maxwell. Considerando una
dirección arbitraria entre el vector de onda y el campo magnético se obtiene una expresión para la velocidad de
fase de la onda. Existen tres modos de onda magnetohidrodinámicas (MHD) cuando la corriente de desplazamiento
(Jd) no es considerada. Primero, se hace una comparación de los modos de onda entre śı, y después se comparan
con los modos obtenidos con y sin la Jd. La comparación, permite discutir las variaciones entre estos modos MHD
en los casos teóricos, cuando la velocidad de Alfvén aumenta hasta valores cercanos a la velocidad de la luz. El
objetivo principal del art́ıculo es mostrar la importancia del efecto de la Jd en los modos puro y rápido de ondas
MHD, en el caso particular en donde la velocidad de Alfvén es mayor que la velocidad adiabática de una onda
acústica. Encontramos que para el modo lento, la Jd prácticamente no influye en el valor de la velocidad de fase
de la onda cuando la velocidad de Alfvén aumenta.
Palabras clave: Ondas MHD, Velocidad de Alfvén, Corriente de desplazamiento, Ecuaciones básicas de la MHD.

In this article, we work with the basic equation for the fluid velocity in the case of a magnetoconducting fluid in
two ways: (i) by Ampère’s law, (ii) taking into account the Maxwell correction. Considering an arbitrary direction
between the wave vector and the magnetic field, an expression for the wave’s phase velocity is obtained. The
phase velocity study implies three magnetohydrodynamic (MHD) wave modes when we neglect the displacement
current. We compared the wave modes with each other, and we also compared the modes obtained with and
without the displacement current. The comparison allows us to discuss the variations between these MHD modes
in hypothetical cases when the Alfvén speed increases to values close to the speed of light. The article’s main
objective is to show the importance of displacement current in the pure and fast MHD waves, in the particular
case where the Alfvén speed is higher than the sound wave speed. We find that the displacement current has
practically no influence on the value of the wave phase velocity when the Alfvén velocity increases for slow mode.
Keywords: MHD waves, Alfven speed, Displacement current, Basic MHD equations.

1. Introducción

Un fluido no conductor puede sufrir compresiones
(cambios en la presión) y rarefacciones (cambios en la
densidad) cuando se propagan ondas longitudinales a
través de él. Tales ondas tienen la caracteŕıstica de
que el vector de onda ~k es paralelo a su velocidad de
propagación [1]. Estas ondas longitudinales se pueden
interpretar como acústicas con velocidad adiabática
vs = (γkBT/m)1/2, siendo γ el coeficiente de expansión
adiabático, kB la constante de Boltzmann, T la tempe-
ratura y m la masa de los átomos del fluido.

* Endereço de correspondência: ojeda.gonzalez.a@gmail.com

En el caso de un fluido conductor bajo los efectos
de un campo magnético, las part́ıculas pueden oscilar
libremente en la dirección de las ĺıneas de campo
magnético [2]. Este flujo de part́ıculas libres hace que
puedan aparecer ondas longitudinales tal y como se
discutió en el párrafo anterior.

Debido a la alta conductividad (baja resistividad)
del fluido magneto-conductor, se dice que las part́ıculas
se mantienen “congeladas” a las ĺıneas del campo
[3, 4, 7–10]. Este “congelamiento” hace posible que sur-
jan otro tipo de ondas, las cuales están relacionadas con
la oscilación en baja frecuencia de las ĺıneas de campo,
similar a lo que ocurre en las cuerdas en vibración de
una guitarra [9, 11].
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La analoǵıa f́ısica al considerar las ĺıneas de campo
magnético como cuerdas, implica que estas ondas de-
ben ser transversales. Es decir, el vector de onda ~k
es perpendicular a su velocidad de propagación. Por
ejemplo, si consideramos un tubo de flujo magnético,
existirá una fuerza de tensión por unidad de área de valor
B2/µ0, en las dos extremidades del tubo que estiran las
ĺıneas [12], donde µ0 es la permeabilidad magnética en el
vaćıo. Además, por la presencia de los tubos vecinos, una
presión isotrópica (la cual no depende de la dirección)
actúa sobre el tubo de flujo haciéndolo oscilar trans-
versalmente con una baja frecuencia. Esta oscilación
transversal de las ĺıneas se desplaza en forma de onda
con una velocidad vA, conocida como la velocidad de
Alfvén (en honor al cient́ıfico Hannes O. G. Alfvén,
quién las descubrió en 1942 [3, 4, 13]). Estas ondas
no causan compresiones ni rarefacciones en el fluido
magneto-conductor [14]. La expresión matemática para
calcular vA es:

vA =
(

fuerza de tensión por unidad de área
densidad del fluido

)1/2

= B
√
µ0ρm

, (1)

donde ρm la densidad del fluido. Las ondas de Alfvén
se pueden encontrar, por ejemplo, en la atmósfera solar,
el viento solar, la magnetosfera de la Tierra, plasmas
astrof́ısicos y los producidos en laboratorios [5, 15–18].

Generalmente, en un fluido magneto-conductor el
campo magnético no es uniforme en todo el espacio
ocupado por el fluido. La presión puede identificarse
como presión cinética

p = nkBT, (2)

donde n es la densidad numérica y la presión magnética

pB = B2/2µ0, (3)

las cuales, en algunas regiones, pueden ser diferentes
entre śı y transversales a las ĺıneas del campo.

Estas presiones producen variaciones en la veloci-
dad del fluido, formando ondas longitudinales magneto-
acústicas, que se desplazan perpendicularmente a las
ĺıneas de campo con una velocidad igual a

v2
M = v2

s + v2
A. (4)

En las ondas magneto-acústicas, ~k es paralelo a ~vM y
ambos son perpendiculares a ~B.

El objetivo de este trabajo es mostrar los pasos alge-
braicos para obtener la ecuación de la velocidad de un
fluido magneto-conductor de forma detallada y siguiendo
un procedimiento metodológico. Esta ecuación será obte-
nida en un primer momento despreciando la corriente de
desplazamiento en la ley de Ampère. Posteriormente será
incluida la corriente de desplazamiento. Considerando

una dirección arbitraria entre el vector de onda y el
campo magnético en ambas ecuaciones, se obtendrá una
expresión para la velocidad de fase de la onda. El estudio
de la velocidad de fase implica la existencia de tres
modos de ondas MHD que son ampliamente conocidos
en la literatura (ver por ejemplo [19, 20] y los Caṕıtulos
2 y 8 de [5]). Las velocidades de fase de los tres modos
de ondas serán comparadas entre śı y con los obtenidos
para cada una de las dos ecuaciones del fluido, con y sin
corriente de desplazamiento.

La inclusión de la corriente de desplazamiento en [6]
posibilitó modelar la atmósfera solar considerándola en
un estado termodinámico isotérmico, para adaptar un
problema de frontera al estudio de la propagación de
ondas de Alfvén. La corriente de desplazamiento también
debe ser considerada cuando se estudian las ondas de
Alfvén en plasmas astrof́ısicos, como por ejemplo el caso
de los pulsares, principalmente en la región dominada
por el intenso campo magnético alrededor de la estrella
de neutrones donde se origina su radiación periódica [5].
Los resultados nos permitirán discutir las variaciones
entre estos modos MHD en los casos teóricos, cuando
la velocidad de Alfvén aumenta hasta valores cercanos a
la velocidad de la luz, causados por aumento del campo
magnético o disminución de la densidad. Uno de los
resultados novedosos de este trabajo es el estudio de las
expresiones para la velocidad de fase de onda a partir de
considerar o excluir la corriente de desplazamiento. El
enfoque de este art́ıculo es educativo, por lo tanto será
útil para estudiantes de ciencias exactas que trabajen
con f́ısica de plasmas.

Este art́ıculo está dividido en siete secciones. La
sección 2 presenta la ecuación MHD básica en función de
la velocidad del fluido sin la corriente de desplazamiento.
La sección 3 muestra la transformación causada por la
corriente de desplazamiento en la ecuación MHD de la
velocidad del fluido. En la sección 4 se desarrolla una
demostración detallada a partir de la ecuación de la
sección 2 hasta llegar a la expresión de la velocidad de
fase para cada uno de los tres modos de ondas MHD.
Posteriormente, en la Sección 5 se procede de manera
similar que en la sección anterior, pero la demostración
se realiza a partir de la ecuación de la sección 3.
La Sección 6 discute los resultados encontrados en las
secciones 4 y 5. Por último, la sección 7 presenta las
conclusiones del trabajo.

2. Ecuación para la velocidad del fluido
despreciando la corriente de
desplazamiento

Las ecuaciones básicas de la MHD son las siguientes [20]:

1. Ecuación de continuidad

∂ρm
∂t

+∇ · (ρm~u) = 0, (5)
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donde ρm es la densidad del fluido y ~u es la
velocidad media del fluido;

2. Ecuación de movimiento derivada de la segunda
ley de Newton considerando la fuerza de Lorentz

ρm
∂~u

∂t
+ ρm(~u · ∇)~u = −∇p+ ~J × ~B (6)

con ~B el campo magnético, ~J la densidad de
corriente y p la presión del fluido;

3. Ecuación de conservación de la enerǵıa en
un proceso termodinámico adiabático (pρ−γ

m =
constante)

∇p = v2
s∇ρm, (7)

en donde vs es la velocidad del sonido adiabática;
4. Ley de Ampère-Maxwell despreciando la corriente

de desplazamiento

∇× ~B = µ0 ~J ; (8)

5. Ley de Faraday

∇× ~E = −∂
~B

∂t
, (9)

en donde ~E es el campo eléctrico;
6. Ley de Ohm generalizada en la forma simplificada,

eso significa que fue despreciando el efecto Hall,
~J no depende del tiempo y la presión se reduce
a un escalar donde el gradiente es insignificante
[10, 21], a pesar de que estos términos se mantienen
en algunas de las otras ecuaciones MHD:

~J

σ0
= ~E + ~u× ~B, (10)

con σ0 la conductividad del fluido. En ausencia de
un campo magnético externo, (10) se convierte en
la ley de Ohm ~J = σ0 ~E.

Las ecuaciones (5)–(10) pueden ser combinadas en
una sola ecuación. Los pasos algebraicos para calcular
la ecuación se explican detalladamente en el caṕıtulo 15
del libro de [20].

Para obtener la ecuación del fluido es necesario consi-
derar perturbaciones de pequeña amplitud de los valores
de equilibrio del campo magnético ( ~B(~r, t) = ~B0 +
~B1(~r, t)), de la densidad (ρm(~r, t) = ρm0 + ρm1(~r, t))
y la velocidad del fluido (~u(~r, t) = ~u1(~r, t)), tomando en
cuenta un fluido en reposo u0 = 0, con densidad ρm0
y campo magnético ~B0 uniforme y constante. De esta
manera, de la ecuación (5) se obtiene:

∂ρm1

∂t
+ ρm0(∇ · ~u1) = 0. (11)

Combinando (6), (7) y (8) el resultado es:

ρm0
∂~u1

∂t
+ v2

S∇ρm1 −
(∇× ~B1)× ~B0

µ0
= 0. (12)

Las ecuaciones (9) y (10) derivan en:

∂ ~B1

∂t
−∇× (~u1 × ~B0) = 0. (13)

La ecuación (11) se deriva en función del tiempo para
posteriormente sustituir en ella (12) y (13). Se considera
la solución ~u1(~r, t) = ~u1 exp (ι~k · ~r − ιωt) de una onda
plana que permite sustituir ∇ = ι~k y ∂/∂t = −ιω,
además de la identidad vectorial ~A × ( ~B × ~C) =
( ~A · ~C) ~B − ( ~A · ~B)~C. El resultado final es la ecuación
para la velocidad del fluido que tiene la siguiente ex-
presión:

−ω2 ~u1 + (v2
s + v2

A)(~k · ~u1)~k+

+(~k · ~vA)
[(
~k · ~vA

)
~u1 − (~vA · ~u1)~k − (~k · ~u1)~vA

]
= 0.

(14)

Vale la pena resaltar que fue despreciada la corriente de
desplazamiento cuando se calculó (14). En la siguiente
sección se considera el efecto de la corriente de despla-
zamiento en la ecuación (14).

3. Ecuación para la velocidad del fluido
considerando la corriente de
desplazamiento

Al considerar la corriente de desplazamiento, la ecuación
(8) se escribe como

∇× ~B = µ0 ~J + µ0ε0
∂ ~E

∂t
. (15)

Despejando ~J de la ecuación anterior y usando la
ecuación (10) para el campo eléctrico ~E, se obtiene la
siguiente expresión:

~J = 1
µ0

(
∇× ~B + µ0ε0

∂

∂t
(~u× ~B)

)
. (16)

Posteriormente la expresión (16) se sustituye en (6) y de
forma similar a la sección anterior, se procede a combinar
las ecuaciones (5)–(10). El lector puede encontrar todo
el desarrollo algebraico en el caṕıtulo 15 del libro [20]. Al
final, se llega a la ecuación para la velocidad del fluido
que tiene la siguiente expresión:

− ω2
[(

1 + v2
A

c2

)
~u1 − (~vA · ~u1)~vA

c2

]
+ (v2

s + v2
A)(~k · ~u1)~k+

+ (~k · ~vA)
[(
~k · ~vA

)
~u1 − (~vA · ~u1)~k − (~k · ~u1)~vA

]
= 0.

(17)

Se puede observar que al comparar (17) con (14), la única
diferencia radica en el primer término de la izquierda,
en el factor que multiplica ω2. Sin embargo, en las
próximas secciones mostraremos que este factor afecta
las expresiones de la velocidad de fase de las ondas MHD
existentes en un plasma.
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4. Modos de ondas MHD despreciando
la corriente de desplazamiento

En esta sección se lleva a cabo un procedimiento alge-
braico sobre la ecuación (14), considerando el caso de
propagación de ondas magneto-acústicas en un plasma,
en donde el vector de onda tiene una dirección arbitraria
con respecto al campo magnético.

Antes de iniciar el desarrollo algebraico de (14), es
útil definir un sistema de coordenadas cartesianas, de
tal forma que el eje y sea perpendicular al plano definido
por la dirección ~k y por el vector de inducción magnética
~B0, escogiendo z a lo largo de ~B0, tal y como se muestra
en la Figura 1.

Denotando el ángulo entre ~k y ~B0 por θ, y los vectores
unitarios por (̂i, ĵ, k̂), tenemos que:

~k = k(sin θî+ cos θk̂), (18)

~vA = vAk̂, (19)

~u1 = u1xî+ u1y ĵ + u1z k̂, (20)

~k · ~vA = kvA cos θ, (21)

~k · ~u1 = k(u1x sin θ + u1z cos θ). (22)

Para continuar con el análisis algebraico, es adecuado
denotar los miembros de (14) con números romanos
I, II, III, IV, V y V I como sigue:

−ω2 ~u1︸ ︷︷ ︸
I

+ (v2
s + v2

A)(~k · ~u1)~k︸ ︷︷ ︸
II

+ (~k. ~vA)︸ ︷︷ ︸
III(~k · ~vA) ~u1︸ ︷︷ ︸

IV

− ( ~vA · ~u1)~k︸ ︷︷ ︸
V

− (~k · ~u1) ~vA︸ ︷︷ ︸
V I

 = 0. (23)

Aunque (23) parece ser muy complicada de resolver,
ella conduce a soluciones simples para ondas que se
propagan en direcciones paralelas o perpendiculares al
campo magnético.

Figura 1: Sistema de coordenadas cartesianas mostrando la
orientación relativa de los vectores ~k y ~B0. Fuente: Fig. 6, pag.
386 de [20].

Volviendo a (23), remarcamos que fue separada por
partes para una mejor comprensión. Trabajaremos con
cada una de las partes por separado sustituyendo las
ecuaciones (18)–(22) en (23). En la parte I,

I = −ω2u1xî− ω2u1y ĵ − ω2u1z k̂. (24)

En la parte II,

II = k2(v2
s + v2

A)(u1x sin θ + u1z cos θ)

(sin θî+ cos θk̂)

= k2(v2
s + v2

A) sin θ(u1x sin θ + u1z cos θ)̂i+ 0ĵ

+ k2(v2
s + v2

A) cos θ(u1x sin θ + u1z cos θ)k̂. (25)

Luego,

III = kvA cos θ (26)

y IV se escribe como,

IV = kvA cos θu1xî+ kvA cos θu1y ĵ + kvA cos θu1z k̂.
(27)

El miembro V se transforma de la siguiente manera:

V = −vAu1zk(sin θî+ 0ĵ + cos θk̂)

= −vAu1z sin θkî+ 0ĵ − (vAu1z cos θk)k̂. (28)

Y por último, V I resulta en:

V I = −k(u1x sin θ + u1z cos θ)vAk̂

= 0̂i+ 0ĵ − kvA(u1x sin θ + u1z cos θ)k̂. (29)

Ahora, tenemos que sustituir todos ellos, del I al
V I, en (23) y hacer los cálculos para cada una de las
componentes. Comenzando por el eje x:

− ω2u1x + k2(v2
s + v2

A) sin θ(u1x sin θ + u1z cos θ)

+ kvA cos θ[kvA cos θu1x − kvA sin θu1z] = 0,

− ω2u1x + k2(v2
s + v2

A) sin2 θu1x+

+ k2(v2
s + v2

A) sin θ cos θu1z+

+ k2v2
A cos2 θu1x − k2v2

A sin θ cos θu1z = 0.

Continuando el desarrollo matemático,

u1x[−ω2 + k2(v2
s + v2

A) sin2 θ + kv2
A cos2 θ]+

+ u1z[k2(v2
s + v2

A) sin θ cos θ − k2v2
A sin θ cos θ] = 0,

u1x[−ω2 + k2v2
s sin2 θ + k2v2

A (sin2 θ + cos2 θ)︸ ︷︷ ︸
=1

]

+ u1z[k2v2
s sin θ cos θ+

+(((((
((

k2v2
A sin θ cos θ −(((((

((
k2v2

A sin θ cos θ] = 0.
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Finalmente, la ecuación para el eje x es la siguiente:

u1x[−ω2 + k2v2
A + k2v2

s sin2 θ]

+ u1z[k2v2
s sin θ cos θ] = 0. (30)

Para el eje y tenemos:

− ω2u1y + 0 + kvA cos θ[kvA cos θu1y − 0− 0] = 0,

u1y(−ω2 + k2v2
A cos2 θ) = 0. (31)

Para el eje z también hay que hacer desarrollo alge-
braico:

−ω2u1z + k2(v2
s + v2

A) cos θ(u1x sin θ + u1z cos θ)

+ kvA cos θ[kvA cos θu1z − kvA cos θu1z

− kvA(u1x sin θ + u1z cos θ)] = 0,

−ω2u1z + k2(v2
s + v2

A) cos θ sin θu1x

+ k2(v2
s + v2

A) cos2 θu1z + k2v2
A cos2 θu1z

− k2v2
A cos2 θu1z − k2v2

A cos θ sin θu1x

− k2v2
A cos2 θu1z = 0.

Continuando el desarrollo matemático,

u1x[k2(v2
s + v2

A) cos θ sin θ − k2v2
A cos θ sin θ]

+ u1z[−ω2 + k2(v2
s + v2

A) cos2 θ +���
��k2v2

A cos2 θ

−���
��k2v2

A cos2 θ − k2v2
A cos2 θ] = 0,

u1x[k2v2
s cos θ sin θ +(((((

((
k2v2

A cos θ sin θ

−(((((
((

k2v2
A cos θ sin θ] + u1z[−ω2 + k2v2

s cos2 θ

+���
��k2v2

A cos2 θ −���
��k2v2

A cos2 θ] = 0.

Y llegamos a la ecuación reducida para el eje z:

u1x[k2v2
s sin θ cos θ] + u1z[−ω2 + k2v2

s cos2 θ] = 0.
(32)

En (31), si u1y 6= 0, tenemos oscilaciones perpendicu-
lares a ~k y ~B0, o sea, una onda linealmente polarizada.
De −ω2 + k2v2

A cos2 θ = 0, tenemos que:

vph = ω

k
= ±vA cos θ, (33)

de la ecuación anterior śı θ = 0, entonces ~vph = ~vA ‖ ~B0.
Ahora, śı θ = 90, vph = 0, y entonces (33) es llamada
onda de Alfvén pura.

De las ecuaciones de los ejes x y z, lo mas conveniente
es escribir (30) y (32) en forma matricial Au = 0. Donde
la matriz A se escribe:(

−ω2 + k2v2
A + k2v2

s sin2 θ k2v2
s sin θ cos θ

k2v2
s sin θ cos θ −ω2 + k2v2

s cos2 θ

)
(34)

y el vector columna u es:(
u1x
u1z

)
. (35)

Para obtener una solución no trivial es necesario que
u1x 6= 0 y u1z 6= 0, esto es, que el determinante de A
sea igual a cero (|A| = 0). Calculando el determinante
obtenemos lo siguiente:

(−ω2 + k2v2
A + k2v2

s sin2 θ)(−ω2 + k2v2
s cos2 θ)

− k4v4
s sin2 θ cos2 θ = 0,

ω4−ω2k2v2
s cos2 θ − ω2k2v2

A + k4v2
sv

2
A cos θ

− ω2k2v2
s sin2 θ +(((((

(((
k4v4

s sin2 θ cos2 θ

−(((((
(((

k4v4
s sin2 θ cos2 θ = 0

y

ω4−ω2k2v2
s (cos2 θ + sin2 θ)︸ ︷︷ ︸

1

− ω2k2v2
A + k4v2

sv
2
A cos2 θ = 0,

ω4−(v2
s + v2

A)ω2k2 + k4v2
sv

2
A cos2 θ = 0.

Dividiendo ambos lados por 1
k4 , tenemos que:(ω

k

)4
− (v2

s + v2
A)
(ω
k

)2
+ v2

sv
2
A cos2 θ = 0. (36)

Definiendo X =
(
ω
k

)2 en la ecuación anterior, obtenemos
una ecuación de segundo grado para X:

X2 − (v2
s + v2

A)X + v2
sv

2
A cos2 θ = 0. (37)

Resolviendo la ecuación (37) obtenemos las soluciones:

X1 = 1
2(v2

s + v2
A) + 1

2 [(v2
s + v2

A)2 − 4v2
sv

2
A cos2 θ] 1

2

(38)

denotado como modo rápido de la onda MHD y

X2 = 1
2(v2

s + v2
A)− 1

2 [(v2
s + v2

A)2 − 4v2
sv

2
A cos2 θ] 1

2 (39)

es el modo lento.
Por simplicidad es mejor escribir (38) y (39) en una

sola ecuación de la velocidad de fase vph = ±
√
X1,2 de

la onda. Esto es,

vph = ±

√
1
2

(
v2
M ±

√
v4
M − 4v2

sv
2
A cos2 θ

)
, (40)

donde el signo ± fuera de la ráız, cambia la dirección de
propagación de la onda, mientras que el signo ± dentro
de la ráız indica si es un modo rápido o lento.

El lector también puede encontrar las ecuaciones (33)
y (40) en [20] (ecuaciones (5.10) y (5.13) del Cap. 15) y
en [5] (Ecuaciones (2.19) y (2.20) del Cap. 2).
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5. Modos de ondas MHD considerando
la corriente de desplazamiento

La demostración se inicia a partir de (17). Esta ecuación
solamente se diferencia de (14) en la expresión del primer
término de la izquierda. Esto significa que se pueden
utilizar los resultados de la sección anterior para los
términos del II al V I en (23). O sea, la ecuación (17)
queda reescrita de la siguiente manera:

− ω2
[(

1 + v2
A

c2

)
u1 − (vA · u1)vA

c2

]
+ II + III + IV + V + V I = 0. (41)

En (41) se sustituyen (18)–(22) y solamente es necesario
trabajar muy poco con el primer término de la ecuación.
El resultado es:

−ω2
(

1 + v2
A

c2

)
u1xî− ω2

(
1 + v2

A

c2

)
u1y ĵ − ω2u1z k̂.

(42)

Ahora nuevamente vamos separar por ejes, el eje z
permanece inalterado y se comienza por el eje x:

u1x

[
−ω2

(
1 + v2

A

c2

)
+ k2v2

A + k2v2
s sin2 θ

]
+ u1z

[
k2v2

s sin θ cos θ
]

= 0. (43)

Continuando, el eje y es:

u1y

[
−ω2

(
1 + v2

A

c2

)
+ k2v2

A cos θ
]

= 0. (44)

De (44) si u1y 6= 0, existirán oscilaciones perpendicula-
res a ~k y ~B0, o sea, la presencia de una onda linealmente
polarizada. De esta forma:

− ω2
(

1 + v2
A

c2

)
+ k2v2

A cos θ = 0, (45)

y se obtiene la expresión para la velocidad de fase de la
onda:

vph = ω

k
= ± vA cos θ√

1 + v2
A

c2

. (46)

En la ecuación anterior se tienen dos casos ĺımite: i) śı
θ = 0◦ entonces ~vph ‖ ~B0 y tendremos una onda pura
de Alfvén; ii) ahora, śı θ = 90◦, entonces vph = 0 y por
tanto no existe onda.

Para continuar con la demostración, las ecuaciones de
los ejes x y z se reescriben convenientemente en forma
de matriz:

A2,2

(
u1x
u1z

)
=
(

0
0

)
, (47)

donde A2,2 es la matriz: −ω2
(

1 + v2
A

c2

)
k2v2

s sin θ cos θ
+k2v2

A + k2v2
s sin2 θ

k2v2
s sin θ cos θ −ω2 + k2v2

s cos2 θ

 . (48)

Para obtener la solución no-trivial de (47), debe
cumplirse que u1x 6= 0 y u1z 6= 0, por tanto es necesario
que el determinante de la matriz A2,2 se anule. Esto es,(

−ω2
(

1 + v2
A

c2

)
+ k2v2

A + k2v2
s sin2 θ

)
(
−ω2 + k2v2

s cos2 θ
)

−
(
k2v2

s sin θ cos θ
) (
k2v2

s sin θ cos θ
)

= 0. (49)

Se agrupan algunos términos de la siguiente manera:

ω4
(

1 + v2
A

c2

)
− ω2k2v2

s (cos2 θ + sin2 θ)︸ ︷︷ ︸
=1

− ω2k2v2
sv

2
A cos2 θ

c2
− ω2k2v2

A + k4v2
Av

2
s cos2 θ

+(((((
(((

k4v4
s sin2 θ cos2 θ −(((((

(((
k4v4

s sin2 θ cos2 θ = 0. (50)

Simplificando tenemos que:

ω4
(

1 + v2
A

c2

)
− (v2

s + v2
A + v2

s

c2
v2
A cos2 θ)ω2k2 (51)

+ k4v2
Av

2
s cos2 θ = 0. (52)

Multiplicando toda la ecuación por 1
k4 y haciendo el

cambio de variable X =
(
ω
k

)2, tenemos la siguiente
ecuación de segundo grado:(

1 + v2
A

c2

)
X2 −

(
v2
s(1 + v2

A

c2
cos2 θ) + v2

A

)
X

+ v2
Av

2
s cos2 θ = 0. (53)

Continuamos con la resolución de (53), esto es:

∆ =
(
v2
s(1 + v2

A

c2
cos2 θ) + v2

A

)2

− 4
(

1 + v2
A

c2

)
v2
Av

2
s cos2 θ, (54)

y

X1,2 =

(
v2
s(1 + v2

A

c2 cos2 θ) + v2
A

)
±
√

∆

2
(

1 + v2
A

c2

) . (55)
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Haciendo algunos agrupamientos en la ecuación anterior,
obtenemos que:

X1,2 = 1
2


(

1 + v2
A

c2 cos2 θ
)

1 + v2
A

c2

v2
s + 1

1 + v2
A

c2

v2
A



± 1
2

√√√√√
(
1 + v2

A

c2 cos2 θ
)

1 + v2
A

c2

v2
s + 1

1 + v2
A

c2

v2
A

2

−
4v2
sv

2
A cos2 θ

1 + v2
A

c2

.

(56)

Para reducir (56) y escribirla en una forma similar a
(40), es conveniente introducir algunos parámetros. La
relación entre la velocidad de Alfvén en un sistema de
referencia inercial (vA) y la velocidad de la luz en el vaćıo
(c) se usan para definir βA = vA/c. Adaptamos el factor
de Lorentz para escribirlo en función de la velocidad de
Alfvén, denotado por γA, donde

γA = 1√
1 + βA

2 . (57)

Se introduce el parámetro γθ adimensional:

γ2
θ = γ2

A

(
1 + (βA cos θ)2) , (58)

el cual representa ondas magneto-acústicas, además se
introduce también una expresión similar a (4) que tiene
unidades de velocidad:

v2
Mγ = γ2

θv
2
s + γ2

Av
2
A, (59)

esta expresión nos permite definir vMγ como la velo-
cidad magneto-acústica anisotrópica-relativista, porque
depende de θ y del valor de vA en relación a c. Se puede
verificar que para θ = 90◦ y vA � c se obtiene (4). El
paso final es sustituir (57) y (59) en (56):

vph = ±
√

1
2

(
v2
Mγ ±

√
v4
Mγ − 4γ2

Av
2
sv

2
A cos2 θ

)
, (60)

donde el signo al frente de la ráız cuadrada externa,
cambia la dirección de propagación de la onda. Com-
parando con (40), la ecuación anterior representa los
modos MHD rápido para el signo positivo en la ráız
cuadrada interna y lento cuando el signo es negativo.
Además, es importante verificar que para vA << c las
ecuaciones (46) y (60) se transforman en (33) y (40),
respectivamente.

El lector también puede encontrar las ecuaciones (46)
y (60) en [5] (Ecuaciones (8.71) y (8.72) del Cap. 8). Sin
embargo, podrá verificar que en la referencia anterior
no se muestran los pasos algebraicos para obtener (46) y
(60). Simplemente son introducidas, para posterior usar-
las en el estudio de ondas de Alfvén y ondas magneto-
acústicas en las condiciones extremas de temperatura y
campo magnético encontradas en el plasma alrededor
de un púlsar. Además, resulta conveniente mencionar

que las ecuaciones (46) y (60), considerando todas
las direcciones de propagación, no aparecen de esta
manera en [20], en donde el autor solamente presenta las
ecuaciones (ver Ecuaciones (6.11) y (6.13) del Cap. 15)
para la propagación de una onda paralela (con θ = 0◦)
y perpendicular (con θ = 90◦) al campo magnético.

6. Resultado y discusión

Esta sección se inicia con una discusión f́ısica sobre
la conveniencia de incluir o despreciar la corriente de
desplazamiento al estudiar ondas de Alfvén y ondas
magneto-acústicas en un determinado sistema f́ısico
inmerso en un plasma.

En primer lugar, debemos entender el por qué de la
corrección de Maxwell a la ley de Ampère. Esta ley
explica la existencia de un campo magnético alrededor de
un medio conductor como consecuencia del flujo de carga
eléctrica a través del mismo. Sin embargo, en un circuito
eléctrico, al incluir un condensador eléctrico o capacitor
en la trayectoria de la corriente eléctrica, el flujo de
carga entre las placas es interrumpido, pero continua
existiendo un campo magnético rodeando la región entre
las placas. Maxwell resolvió elegantemente este problema
agregando el término Jd a la ley de Ampère. O sea,
la variación temporal de campo eléctrico en el interior
del capacitor, causado por las cargas de polaridades
opuestas acumuladas en las placas metálicas, es el
responsable de la existencia del campo magnético. Tal
resultado, también fue útil para obtener las ecuaciones
de ondas electromagnéticas propagándose en el vaćıo.

En segundo lugar, es evidente que, el término in-
corporado por Maxwell es una generalización, no una
especificación, por tanto, su uso no invalidará el resul-
tado de un determinado modelo. De hecho, las ecuaci-
ones de Maxwell describen por completo los fenómenos
electromagnéticos. El problema surge cuando, por con-
veniencia, generalmente para reducir la complejidad
matemática de los modelos (como es explicado en [6]),
deseamos ignorar Jd. En la formulación presentada en
este manuscrito, las ecuaciones (46) y (60) pueden usarse
en cualquier plasma que cumpla con las condiciones
(simplificaciones) adoptadas en la ecuación de Ohm (10).
Dejamos claro que al incorporar otros términos en la
ley de Ohm, no significa que invalide el uso de Jd sino
que tendremos aumento en la complejidad del sistema,
que lleva hacer un estudio numérico del problema, aśı
como también la inclusión de otros fenómenos f́ısicos
tales como inestabilidades y algunos tipos de ondas [18].

Para despreciar Jd en los cálculos de un fluido
magneto-conductor se debe considerar el orden de mag-
nitud de la velocidad de Alfvén (1) y los valores extremos
que puede adoptar. Śı vA << c en todo el volumen
espacio-temporal entonces se puede despreciar Jd. Como
vA es directamente proporcional al valor del campo
magnético e inversamente proporcional a la densidad,
basta tener conocimiento previo de los valores de estas
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magnitudes, en un determinado plasma, para poder
tomar en cuenta o despreciar el valor de Jd. Por ejemplo,
en [6] el autor considera la atmósfera solar en un estado
termodinámico isotérmico que le permite adoptar una
función exponencial de la densidad en función de la
altura. También considera un modelo anaĺıtico para
reproducir el campo magnético en al región de interés.
En ese modelo, como la densidad disminuye exponen-
cialmente, se pueden obtener erróneamente velocidades
de Alfvén mayores que c, y como resultado de despreciar
Jd surge una desestimación del flujo de enerǵıa que fluye
por la frontera superior. Como las ondas de Alfvén no se
propagan en el vaćıo, ellas serán reflejadas en la frontera
superior de regreso para dentro del sistema, lo que no
es deseado. Sin embargo, al considerar Jd, las fronteras
son definidas de tal forma que mas allá de la frontera
superior, en el vaćıo, la onda de Alfvén se convertirá
en una onda electromagnética y no tendrá necesidad
de ser reflejada de regreso al sistema. Otro ejemplo, lo
podemos encontrar en plasmas relativistas de electrones
e positrones, como en los púlsares y en núcleos activos de
galaxias, constituidos por intensos campos magnéticos
donde se debe tomar en cuenta Jd para estudiar la
velocidad de fase de las ondas [5].

Esta sección continua mostrando en los dos paneles
superiores de la Fig. 2, la variación de la velocidad de

fase en los modos de ondas MHD rápido (color azul),
lento (color rojo) y puro (color negro) como función del
ángulo θ. El panel (a) corresponde al caso vA > vs y el
(b) a vA < vs. Las gráficas fueron diseñadas a partir de
(46) y (60), considerando que vA � c y variando θ entre
0 y 90◦. Debido a la condición vA � c, el resultado
seŕıa el mismo si usamos (33) y (40). Este resultado
coincide con el mostrado en la Fig. 7 pág. 389 de [20].
Ambos paneles ayudan a comprobar que las deducciones
presentadas para obtener (33) y (40), a partir de consi-
derar la corriente de desplazamiento Jd son correctas. La
comprobación de los resultados es una etapa importante
en la construcción del conocimiento cient́ıfico, y resulta
una herramienta útil para los estudiantes jóvenes en el
área de f́ısica.

Analizando con más detalles el panel (a), podemos
ver que śı θ = 0◦, el modo rápido y puro presentan la
misma velocidad de fase que es igual a la velocidad de
Alfvén. Es decir, es una onda de Alfvén desplazándose
en la dirección del campo magnético y oscilando en una
dirección transversal. La velocidad de fase del modo
rápido aumenta conjuntamente con el valor de θ, hasta
que en 90◦ tendrá el valor vph = vMγ dado por (59), y
que se transforma en (4) cuando vA � c. Los otros dos
modos disminuyen hasta el valor de vph = 0 en 90◦. En
el panel (b), comparando con (a), vemos que el modo

Figura 2: En los paneles superiores se muestran las variaciones de la velocidad de fase en cada uno de los modos de ondas MHD
rápido (color azul), lento (color rojo) y puro (color negro) en relación al ángulo θ entre ~k e ~B0, para los casos (a) vA > vs e
(b) vA < vs. Los gráficos se realizaron a partir de las ecuaciones (46) y (60), pero el resultado seŕıa el mismo que el mostrado en
la Fig. 7, pag 389 de [20], construido con las ecuaciones (33) y (40). Lo anterior se debe a que fue utilizada la condición vA � c.
Los paneles inferiores muestran el porcentaje de variación de la velocidad de fase en cada uno de los tres modos de ondas cuando
se considera el efecto de la corriente de desplazamiento, influenciados por la variación de la velocidad de Alfvén cuando vA > vS .
El panel (c) muestra que los modos rápido y puro están sobrepuestos, la forma del gráfico no depende del valor de θ. El panel
(d) muestra el modo de onda lento para tres valores distintos del ángulo θ.
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puro no tiene ninguna alteración. Los modos rápido y
lento solamente se alteran cuando θ = 0◦, en este caso
para el modo rápido vph = vs y para el lento vph = vA.

En los dos paneles inferiores de la Fig. 2 el objetivo es
mostrar cómo es la variación de (46) y (60) en relación
a (33) y (40) cuando la velocidad de Alfvén aumenta.
Esto seŕıa una manera de cuantificar lo importante que
es considerar el efecto de la corriente de desplazamiento
al momento de calcular la velocidad de fase de cada
uno de los modos de ondas MHD. Para realizar esta
comparación, usamos la siguiente relación:

P (%) = vph1 − vph2

vph1
× 100%, (61)

donde el sub́ındice 1 se refiere a una de las ecuaciones
(33) o (40), mientras que el sub́ındice 2 se refiere a (46)
ó (60).

La ecuación (61) siempre tendrá valores positivos
porque el efecto de la corriente de desplazamiento hace
que se tenga un ĺımite en el valor máximo de la
velocidad de fase, por eso vph1 > vph2. Por ejemplo,
considerando (46) con θ = 0◦, en el caso hipotético que
matemáticamente vA → ∞ la velocidad de fase será
vph = c. Sin embargo, bajo las mismas condiciones en
(33) obtenemos que vph → ∞. Una forma más clara de
ver esto, es cuando suponemos que vA ≈ c, en las mismas
condiciones, tendŕıamos que (46) deriva en vph ≈ c/

√
2

y (33) da como resultado vph ≈ c.
Para usar como ejemplo de comparación, considere-

mos algunos valores caracteŕısticos del viento solar en el
medio interplanetario, cercanos a la órbita terrestre, esos
valores son B = 5 nT y ρ = 5 protón/cm3. Para obtener
vA ≈ c con ese valor de densidad, el campo magnético
tendŕıa que ser igual a B ≈ 30 733 nT. Ya con B = 5
nT el valor de la densidad es 0, 13× protón/m3. Ambos
valores son muy poco probables de ser encontrados en
la naturaleza. Otro ejemplo seŕıa la fotosfera solar a una
altura de 490 km, en donde se pueden observar campo
magnéticos del orden de 1 T. Para tales condiciones
anteriores las ondas de Alfvén desaparecen [22, 23].

A modo de ejemplo didáctico, en la Fig. 2c mostramos
el porcentaje de variación de (61) para los modos de
onda MHD puro y rápidos en función de la variación
en la relación vA/c. Tomando en cuenta el hecho de
que consideramos el caso vA > vS , no tiene sentido
realizar esta discusión para vA < vS , porque siempre
estaremos en la condición vA � c donde el efecto de la
corriente de desplazamiento en el valor de la velocidad
de fase de la onda es muy pequeño. El valor de vA/c
fue extendido intencionalmente hasta el valor máximo 1.
Como resultado, se muestra que los modos puro y rápido
están superpuestos porque mostraron el mismo compor-
tamiento funcional cuando variamos vA/c. Además, se
comprobó que la forma de la gráfica no depende del
ángulo θ. Observamos que en el intervalo 0 < vA/c < 1/2
existe un porcentaje de variación de 10%. En vA/c ≈ 1
este porcentaje es de aproximadamente 29%.

En la Fig. 2d dibujamos (61) para observar el compor-
tamiento del modo MHD lento, este modo a diferencia de
los anteriores, depende del ángulo θ. Cuando el ángulo
aumenta de 0◦ hasta 90◦ el porcentaje de variación
disminuye. Aún aśı, este modo prácticamente no se ve
influenciado por el efecto de la corriente de desplaza-
miento, debido a que el porcentaje de variación es del
orden de 10−5 %. El valor máximo de (61) observado en
el panel 2d es ≈ 8 × 10−5 % cuando vA = vs y θ = 0◦.
Para ángulos mayores, el máximo continua estando en
vA = vs pero con un valor menor que en el caso θ = 0◦.

7. Conclusiones

En la elaboración de este art́ıculo se abordó el tema
de los modos de ondas que se obtienen a partir de
las ecuaciones básicas de la MHD. Nuestro objetivo fue
explicar la importancia que tiene considerar la corriente
de desplazamiento en la ley de Ampère-Maxwell, cuando
se calcula una ecuación para la velocidad de un fluido. A
pesar que este es un tema conocido en f́ısica de plasmas,
el enfoque que se le dio en este trabajo fue pedagógico
durante la presentación del contenido.

Se tomó especial cuidado en mostrar los pasos alge-
braicos necesarios para desarrollar las ecuaciones, de
forma tal que este art́ıculo pueda ser utilizado como
material de apoyo en cursos de f́ısica de plasmas. Verifi-
camos que en la literatura, solamente se presentaba el de-
sarrollo matemático para llegar hasta la velocidad de fase
de los modos de ondas MHD, cuando no se consideraba la
corriente de desplazamiento, faltando la presentación de
los detalles al considerar esta corriente. Con el objetivo
de ayudar a estudiantes de f́ısica, mostramos con detalle
el desarrollo algebraico para obtener los modos de ondas
considerando la corriente de desplazamiento.

La mayor parte de la discusión del art́ıculo se centró
alrededor de la interpretación f́ısica que resulta de la
inclusión de la corriente de desplazamiento y de las
diferencias numéricas entre las velocidades de fase de
cada modo de onda MHD, al considerar o no la corriente
de desplazamiento y en el caso cuando la velocidad de
Alfvén aumenta hasta valores cercanos a la velocidad
de la luz. La velocidad de Alfvén puede aumentar
por tres motivos: el aumento del campo magnético, la
disminución de la densidad o por ambos efectos juntos.
Para obtener valores próximos a c se necesitan de valores
extremos de campo y densidad que en la práctica son
dif́ıciles de medir para relacionarlos con la presencia
de ondas de Alfvén. Generalmente, esos valores son
estimados a través de funciones anaĺıticas que alimentan
modelos que permiten estudiar las caracteŕısticas de
las ondas de Alfvén. Por eso, resultaŕıa útil considerar
la corriente de desplazamiento en plasmas relativistas
de positrones y electrones de objetos astrof́ısicos, aśı
como en modelos anaĺıticos que estudian la atmósfera
solar. En plasmas fŕıos no relativistas, como el del
medio interplanetario o la magnetosfera de la Tierra, al
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despreciar Jd, los resultados en la velocidad de fase de
la onda siguen siendo f́ısicamente válidos.

Como resultado principal del art́ıculo, mostramos que
el efecto de la corriente de desplazamiento es muy
importante cuando trabajamos con los modos de on-
das MHD puro y rápido en los casos que vA > vs.
Para el modo de onda MHD lento, la corriente de
desplazamiento prácticamente no influye en el valor de
la velocidad de fase de la onda cuando la velocidad
de Alfvén aumenta. Al considerar la corriente de des-
plazamiento, sugerimos calcular la velocidad magneto-
acústica con la expresión (59) que definimos como la
velocidad magnetoacústica anisotrópica-relativista.

Agradecimientos
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CONACYT LN 314845 y CONACYT-AEM 2017-01-
292684 por el apoyo parcial a este trabajo. El Servicio
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