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Resumo

O Problema Quadratico de Alocagdo, PQA, pode ser abordado através de uma relaxagdo na forma do
Problema de Alocagdo Linear, PAL. Introduzimos um poset (conjunto parcialmente ordenado) no
conjunto das solugdes lineares que nos permite comparar também os custos das solugdes do problema
quadratico, sem o conhecimento prévio das matrizes que definem seus exemplares. Construimos um
algoritmo polinomial capaz de determinar pares de permutagdes livremente comparaveis, conceito
apresentado neste trabalho. Provamos um teorema que garante que os custos associados a tais
permutagdes preservam a ordem dada pelo numero de inversdes das mesmas. Associando solugdes do
problema a permutagdes, testes empiricos sdo apresentados, visando a validagdo do numero de
inversdes como um paradmetro de referéncia para a qualidade das solugdes. Este trabalho ¢ uma
extensdo do artigo [RA01] publicado nos anais do XXXIII SBPO, em CD-ROM, 1277-1287, Sobrapo,
ILTC, 2001.

Palavras-chave: ordenacdo parcial; problema quadratico de alocagdo; problema de
alocacdo linear.

Abstract

We present an approach to Quadratic Assignment Problem, QAP, via a linear relaxation, through the
use of the Linear Assignment Problem, LAP. We define one ordering an LAP-solution-set that makes
us compare QAP costs. From here, this poset, partial ordering set, considers coordinates of instances as
free variables. We have managed to build a capable algorithm to determine freely comparable
permutation pairs. A theorem shows that the order mentioned above is compatible to the one that
involves inversion numbers of permutations. We can apply linear and quadratic solutions to
permutations and empiric tests are presented to show that the inversion numbers can be used to
measure the quality of QAP-solutions. This work is an extension of the article [RA01] published in
electronic proceedings of SBPO XXXIII in CD-ROM, 1277-1287, Sobrapo, ILTC, 2001.

Keywords: partial ordination; quadratic assignment problem; linear assignment problem.
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1. Introdugao

Em 1957, Koopmans e Beckmann, [KB57], idealizaram o Problema Quadratico de Alocagao
como um problema de layout, quando pretenderam instalar pares de n fabricas a pares de n
locais, a custo minimo, de modo que cada fabrica fosse atribuida a um tunico local e
reciprocamente. Hoje, sabemos que o PQA ¢ um dos mais dificeis problemas de Otimizagao
Combinatoria pertencente a classe NP-hard. Exemplares de ordem n > 30 desse problema ja
sdo considerados de grande porte e, portanto, intrataveis do ponto de vista computacional, se
desejarmos resolvé-los otimamente. Em resposta a isto, consideravel atencdo vem sendo
dispensada ao estudo do PQA por diversas abordagens, visando encontrar limites inferiores
para auxiliar no desenvolvimento de algoritmos eficientes. Classificamos as diferentes
abordagens em 3 grandes grupos:

(1) Formulagdes por Programacéo Inteira sdo dadas por programagdo binaria, como a de
[KB57], ou por Programacdo Mista, como as de [KB78], [FY83] e [PR96]. Nesta linha,
diversos limites inferiores do tipo linear foram determinados, inclusive um dos mais
antigos deles, conhecido por limite de Gilmore e Lawler e suas variagdes, [Gi62] e
[La63];

(2) Formulagoes envolvendo Teoria das Matrizes, como ¢ caso da formulagao trago, devido a
Edwards [Ed77] que resultou em limites espectrais, [Ed80]. Nesta categoria enquadramos
também as mais recentes relaxacdes dadas por Programacgdo Positiva Semidefinida,
(SDP) que permitem calculos de bons limites inferiores compativeis com os espectrais,
[Zh96] e [ZKRWOI8] e [An01]. Tais limites, apesar de melhores em qualidade que os
lineares, demandam um tempo computacional consideravel,

(3) Formulagdes por Matematica Discreta, de natureza puramente combinatdria, como as
devido a [Ab&4], [Ra00] e [ABQGO2]. Tais formulagdes definem o PQA associando
permutagdes a solucdes o que facilita caracterizar vizinhangas para busca local. Tais
vizinhangas s3o muito utilizadas por meta-heuristicas. Nesta categoria destacam-se
[LPR94], [Ta91], [C0o90], [RABO00] e [GGO2].

Além das referéncias mencionadas acima e daquelas que vamos citar no decorrer do
trabalho, por vinculo direto ao estudo que desenvolvemos aqui, cabe recomendar o mais
recente livro, dedicado exclusivamente ao Problema Quadratico de Alocacdo, devido a
Eranda Cela, [Ce98], onde o leitor mais interessado podera nao s aprender mais sobre este
problema, como também ter acesso a uma vasta bibliografia sobre ele. Na tentativa de
completar a bibliografia até os dias de hoje, indicamos ainda alguns trabalhos mais recentes
que, em geral, tratam de procedimentos e técnicas de resolugdo do PQA ou discutem as
dificuldades por ele apresentadas, apontando a tendéncia mais atual das pesquisas, [GTD99],
[AQB99], [RABO00], [AZ02], [ABLGO02] e [Mi03].

Este trabalho aborda o Problema Quadratico de Alocagdo, PQA, por Matematica Discreta,
apresentando o Problema de Alocagdo Linear, PAL, como uma relaxagdo do Problema
Quadratico de Alocagdo. O conjunto de solugcdes do PAL, aqui representadas por
permutacdes, contém todas as solugdes do quadratico. Na segunda secdo, introduzimos uma
ordenagdo nos conjuntos das solugdes do problema linear que ¢ entdo induzida ao conjunto
das solugdes quadraticas, comparando seus respectivos custos, independentemente das
matrizes que definem seus exemplares. Tal conjunto ordenado constitui o que chamamos de
Poset da Ordenacao Parcial Livre. Apresentamos, em seguida, um algoritmo polinomial
para determinar pares de permutagdes livremente comparaveis, conceito introduzido
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em [Ab84]. Na Sec¢do 4, apresentamos uma cadeia de grafos de comparabilidade para a
cadeia dos posets dados na segdo anterior. Propriedades para estes grafos sdo estabelecidas,
visando um teorema que relaciona a ordenacdo parcial livre entre pares de permutagdes com
o numero de inversdes das referidas permutacdes. Este teorema abre possibilidades para
utilizarmos como pardmetro de avaliagdo da qualidade das solugdes do PQA, o niimero de
inversdes das permutagdes a elas correspondentes. Finalizamos este trabalho utilizando
alguns testes estatisticos na tentativa de investigar esta possibilidade.

2. O Problema Quadritico de Alocacio e sua Relaxagdo Linear

Sejam duas matrizes F e D, de dimensdo » x n, simétricas, com diagonal nula e cujas
coordenadas reais sdo ndo-negativas. Resolver um exemplar do Problema Quadratico de
Alocacgdo, PQA(F,D), é achar o valor de

Z(p")=min Y fud, o) » M
oell, i<j

onde II; é o conjunto de todas as permutagdes dos elementos de Q"= {1,..n}. O valor
resultante de (1) é o menor custo para uma atribui¢do em que pares de facilidades sdo
alocadas a pares de localidades e reciprocamente. Trata-se de um problema de layout que
pode ser representado por sobreposicdo de cliques de n vértices, K e Kp, onde a primeira
possui suas arestas valoradas pelos fluxos das facilidades e a segunda, pelas distancias das
localidades. A sobreposicdo ¢ definida por uma permutagdo dos vértices ¢ € IT,, cuja
solucdo otima ¢ denotada por ¢*.

Considere o exemplar Nug5, devido a Nugent [NVR68], dada pelas matrizes simétricas:

05 2 41 01123
50 3 0 2 1 021 2
F=/2 3 00 0 D=1 2 0 1 2|.
4 0 0 0 5 211 01
1 2050 32210

Os elementos das matrizes F=[f;]] ¢ D=[dy], que definem o PQA(F,D), sdo armazenados em
vetores-linhas (de mesmo nome) F=(f;) e D=(d,), ambos de dimensio N=C,,, cujas
coordenadas sdo dispostas segundo a bijecao

v, j)=((=Dn-ii+1)/2)+ ], 2
que associa o par (i,j) a um numero ze {1,...N}.
Os vetores para o exemplo NugS5 sdo F=(5241302005)eD=(1123212121).

Considere a matriz Q=F'D, cujos coeficientes correspondem as parcelas da funcfo objetivo
(1), de modo que para cada @, os coeficientes estejam na matriz Q. O Problema de Alocagao
Linear, PAL(Q), definido por

N
Z(EY=min Y fdy 3)
Selly -1
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onde Iy ¢ o conjunto de todas as permutagdes dos elementos de QN ={1,..N}, ¢ uma
relaxagdo linear do PQA(F,D), considerando-se que o conjunto das solugdes lineares contém
o das solucdes quadraticas.

A partir de cada atribui¢do dos vértices de Ky sobre Kp, representada por ¢ em IT,,
determina-se, por intermédio de y em (2), a correspondente sobreposi¢do das arestas das
referidas cliques, denotada por & Em geral, dada uma solucdo & do PAL(Q), nem sempre
existe uma sobreposi¢do de vértices das cliques compativel com a de arestas. Neste caso,
diz-se que & ¢ uma soluciio nao-viavel para PQA(F,D). Se tal sobreposi¢do ¢ existir, deve
obedecer a seguinte equagao:

Tolsr =11y @y 12y = S “)
para p=1,..N; ¢(i)=k ¢ @(j)=/; onde i, j, k, I=1,...,n. Assim, diz-se que & ¢ uma solucio viavel
para PQA(F,D).

O custo da solucdo do PAL(Q) associado a & € Iy resulta do produto escalar,

Z(§)=(F.&(D)), ®)

onde &(D)=(dz(1), de(2),... dzvy). No exemplo Nug$, seja uma solugdo de PAL(Q) dada por
- 1 23 456 78910
21467935810

sua permutacdo correspondente, ou seja, E=(2 14 679 3 5 8 10). Seu custo ¢ entdo

Z(&) = fidy + fod; + f3dy + fuds + f5d7 + fodo + frds + fsds + fods + frod1o = 35.

Encontrar uma solugdo 6tima para o PAL(Q) é muito facil: basta associar a aresta de maior
fluxo a de menor distancia, sucessivamente, até que a aresta de menor fluxo seja associada a

j . Podemos representar esta solugdo pela imagem de

de maior distancia. Desta forma, o custo minimo é Z* :<F _,D+> , quando F~ e D" sdo

resultados da ordenagdo ndo-crescente e ndo-decrescente de F e D, respectivamente,
[HLP52]. O exemplar PAL(Q*), onde Q*=(F")' D" possui o mesmo conjunto de solugdes
viaveis de PAL(Q) e, por conseguinte, a mesma solu¢do 6tima cujo custo é o trago de Q*,
notado por tr(Q¥*). Tal valor define um limite inferior para o PQA(F,D) e para o custo de
qualquer outro exemplar obtido deste por troca de posigdes das coordenadas dos vetores de F
e D. Isto nos permite caracterizar uma classe de exemplares que chamamos de aparentados
ao exemplar PQA(F -, DY), por possuirem a mesma matriz Q*. Formalmente, escrevemos:

RelClass(Q*) = { PQA(F,D) / 6(F)=F et (D)=D",parac et € Iy}.

Considere Nug5 proposto no exemplo anterior. Temos como vetores que definem o exemplar,
F=(5241302005)eD=(1123212121).Tais vetores geram F =(5543221000)
eD'=(1 11112222 3). No decorrer deste texto, considere @y ¢ ®p, as respectivas
permutacdes auxiliares que conduzem F e D aos vetores ordenados F~ e D*. Se p e Iy ¢
uma solugdo do PAL(Q¥*), temos que a composta

s=0'yopody (6)

corresponde a uma solugdo do PAL(Q). Considerando-se os dados de Nug5, a permutagio
identidade, id=(1 23 4 5 6 7 8 9 10), que representa o tr(Q¥), possui sua correspondente no
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PQA(Q) dada pela permutagdo E=(1 10 6 5 8 7 3 9 4 2) e facilmente determinada pela
equagdo (6), quando conhecidos ®p=(1 5374869 102)e Op=(1261073849)5).
Veja a composicao:

123456789101(123456789101(12345678910) (123456738910
1268103579 4)12345678910/\1537486912)(11065873942

Como saber se uma solucdo qualquer p € Iy do PAL(Q¥*) ¢ viavel para PQA(F,D)? Basta
determinarmos ¢ em IT,, permutacdo dos vértices de uma clique sobre a outra, que seja
compativel com a permutacgdo das arestas p. De posse de ®r e @p, e da equagido (6), se a série
de igualdades a seguir for satisfeita,

- +
I dP<'> f¢;‘<r>d¢5‘<p<r» Todep) = f ‘(p) v Ep) T i )

para r=1,.N; ¢(i) =k e ¢(j) =[; onde i,j,k,/=1,...,n, dizemos que p € Iy € solugdo vidvel
para o PQA(F,D). Caso contrario esta solucdo € ndo viavel. Pode-se observar que os dois
primeiros termos da equacdo (7) s@o a aplicagdo das permutacdes @ e Op para encontrar os
indices correspondentes as sobreposicdes das arestas antes das ordenacdes nas colunas de Q.
Em seguida, as igualdades finais sdo completadas com a equagdo (4), que verifica a viabilidade
de uma permutacdo & € Iy, solugdo de PAL(Q), com relagdo ao problema quadratico.

3. Uma Nova Ordenacio Parcial no Conjunto dos Produtos Escalares

Temos que o tr(Q*) associado a id em Ily ¢ o limite inferior para os custos de todos os
exemplares do PQA(F,D) da familia RelClass(Q*). Do mesmo modo, a soma dos elementos
da diagonal secundaria de Q*, que corresponde a permutagio reversa, rev = (N,N-1,N-2,...,1)
em Iy, constitui um limite superior para este conjunto de custos. A comparagdo destes
limites com qualquer outro custo do conjunto é independente das coordenadas das matrizes F
e D que definem o PQA. Investigar a comparacdo dos custos de todos os pares possiveis de
solucdes dos exemplares em RelClass(Q*) resulta em determinar uma ordenacéo parcial, ou
seja, um poset no conjunto dos custos desses problemas, cujo universo ¢ constituido pelas
solucdes do PAL(Q). Este poset nos leva a um outro, no conjunto das permutagdes Iy, dado
que cada solucdo desses problemas pode ser associada a uma permutagdo. A construcido dos
referidos posets decorre do Teorema da Ordenaciio Parcial Livre, apresentado mais
adiante e que notamos por TOPL.

Considere um par de permutagdes, p; € p, em Iy, associadas as solugdes do PAL(Q¥), cujos
custos sdo dados pelos respectivos produtos escalares Z(p;) e Z(p,). Nosso objetivo ¢ saber
se Z(p)<Z(p,) ou Z(p,)<Z(p,), sem o prévio conhecimento dos vetores envolvidos.

Da diferenca dos produtos escalares temos
N

Z(Pl)—z(pz):thi(d;I(n_d;Z(t))- (3
t=1

+
a0~ 4o -
de indices do somatério em (8) ¢ entdo dividido nos seguintes subconjuntos de

QN:PN UPP UP(), Onde,

Para ¢ € QY={1,...N}, seja fator-diferenca o termo definido por d’ O conjunto

Pesquisa Operacional, v.23, n.2, p.265-284, Maio a Agosto de 2003 269



Rangel & Abreu — Ordenagdes parciais nos conjuntos das solugdes dos problemas de alocago linear e quadratico

o Py={te Q%/py(r) - ps(f) < 0}, indices dos fatores-diferenca nio-positivos de (8);
o Pp={r e QV/pi(¢) - par’) > 0}, indices dos fatores-diferenca nio-negativos de (8) e;
o Py={r"e QV/p (") — pa(’”) = 0}, indices dos fatores-diferenca livremente nulos de (8).

Chamamos tal particio de particiio ordenada dos indices em Q.

Como conseqiiéncia, o conjunto das parcelas do somatorio na equagdo (8) é separado
respectivamente, em parcelas nao-positivas, nao-negativas ou simplesmente nulas, que
apos a exclusao dessas ultimas, chegamos a seguinte expressdo para a diferenca dos produtos
escalares:

Z(p)=Z(p2) —IZ VA d;z<z>)+t§ Ty =d i) ©)
Py ePp
A inser¢do de termos simétricos a cada fator-diferenca nas parcelas da equacéo (9) nos leva a
Pr(O=p (-1 A=y ()1

Zp)-Zp)=2 i 2 @ dppu)t 2 ZO @y =) (10)

tePy i=0 t'ePp J=

que chamamos de particdo candnica da diferenca dos produtos escalares Z(p) e Z(p,).
Analisando a equagdo (10), a seguinte proposi¢ao pode ser enunciada:

Proposicdo 1: Na parti¢do candnica de Z(p,;) — Z(p;) temos que
P2 (t)=py(1)-1 pi(t)=—py(1)-1 N

: (dpl(t)-H d, (t)+:+1)— Z Z ( pl(t')—j_d;rl(t')—j—l)-
tePy i=0 t'ePp Jj=0

Além disso, o valor absoluto de cada fator-diferenga do primeiro membro corresponde a um
fator-diferenca igual no segundo membro e reciprocamente.

Prova: Considere p; e p, em Ily. Temos que
2 (i —dp)=0.
teQy

Utilizando os subconjuntos de indices da unido ordenada, Py U Pp U Py, chegamos a

2 Ay =dp)+ 2 (dpy =) =0

tePy t'ePp
Introduzindo-se os termos simétricos, o valor da expressdo acima nao se altera e chegamos a
equagdo da Proposigao 1.
Para demonstragdo da segunda parte desta proposicdo, € facil ver que VrePy e
i€{0,...,p,()—p(t)—-1} existe um £ ePp e je{0,....,pF)—p, ()1} tal que
) +1=p(t)—j-1e p(t)+i+1=p(t)—j, resultando em

+ + g+ +
=~y =gy i) =gy - = py ) j1) - 0
Definimos N} = f,(d”, () +i d;(,) .ix1)» com tePy, para as parcelas da particdo canodnica

.
~dy

cujos valores sdo ndo-negativos, onde i=0,..., p,(t)—p,(1)—1 e j=0,..., p(t)— p,(£')—1.

cujos valores s3o nao-positivos; P = f(d}, y-j-1) » com £’ €Pp, para as parcelas

pt)=j
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De acordo com a proposi¢do anterior, chamamos de fatores-diferenca simétricos aqueles
que sdo iguais em valor absoluto e cujos indices obedecem a seguinte relagao:

PO +1=p()=j=1e p(O)+i+1=p()=]. (an

Proposicio 2: Existe, pelo menos, uma bijecio B que associa cada parcela N/, onde
i=0,..., p,(t)— p(t)—1, a uma parcela P/, onde j=0,..., p,(t)—p,(t)—1, tal que seus
respectivos fatores-diferenga sejam simétricos. Para cada t € Py e £’ € Pp e para cada uma das
bijegdes que satisfaca f( Nf )= P,»i , tem-se que P induz os pares ordenados (#,¢”). Além disso,
para f, e f, sendo, respectivamente, as #-€sima e t’-ésima coordenadas do vetor F~

referentes ao par (#,¢°), a particiio candnica de Z(p,) — Z(p,) resulta em

p(D—p(n)-1 . .
Z(p)—Z(py) = 2, > o —f )(dpl(t)ﬂ' _dp](t)+i+1)'
tePy i=0
Prova: Basta construir uma bijegdo [ tal que ﬂ(Nf): Pt»i , V tePy, i=0,..., p, (1) — (1) -1,
Ve ePpe j=0,..., pi(t)— p,(¢)—1. A existéncia da parcela P/ é garantida pela Proposicio 1.
Dado que os fatores-diferenca sfo simétricos, colocando-os em evidéncia, obtemos
facilmente a expressdo da Proposi¢do 2. No momento da construcdo de 3 os pares ordenados
(t,r), tePy e 1’ €Pp, sdo identificados. ad

Exemplo 1: Sejam as permutacdes p;=(24 6 13 5)e p,=(4 5621 3). Para oN={1,....6},
temos Py={1,2,4}, Pp={5,6} e Py={3}. Calculando-se a diferenca Z(p;) — Z(p,) dos produtos
escalares, apos descartarmos o termo livremente nulo, relativo a Py, sendo que p;(3)=p2(3)=6

e d, s —d, 3 =ds —dg =0, chegamos a

Z(p)=Z(py) = /i (d3 —d)+ [y (dy —d5)+ fi” (df —dy)+ f5 (d5 —di)+ g (ds —d3).

Inserindo os termos simétricos em cada fator-diferenca e reorganizando-os de modo que
fatores-diferenca simétricos sejam identificados tem-se:

Z(p) = Z(py) = K (dy —d3)+ fi (d5 —di)+ fo (dy =dS)+ fu (di —dy)+
fs (di =dy)+ f5 (dy —di)+ fo (ds —di)+ fo (d —d3).

Neste momento, ja podemos escrever a parti¢cdo candnica de Z(p;) — Z(p,) de acordo com a
expressao da Proposigao 2.

Z(p)=Z(p) = (fi = fs Ndy —d5)+(fi7 = fo Nd5 —dy)+(fy = fo Ndy —d5)+
(fs —fs Ndi —dy).

Entdo, o conjunto dos pares ordenados (#,¢’), com tePy e ¢’ €Pp, induzidos pela bijecao f§ ¢
{(1,5),(1,6),(2,6),(4,5)}.

. _ + . ~ . . .
Considerando-se vetores F~ e D* de coordenadas reais e ndo-negativas, seja o seguinte
conjunto de produtos escalares:

CZ(p) = { Z(p)=(F,p(D"))/ peTl, }. (12)
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Dizemos que Z(p,) e Z(p,) sdo livremente comparaveis, se e somente se, uma das duas
condigdes for satisfeita: Z(p,)<Z(p,) ou Z(p,)<Z(p,) independentemente das coordenadas

dos vetores F~ e D, Tais relagdes sdo denotadas por Z(p,) <; Z(p,) ou Z(0,)<; Z(p)) .

Teorema da Ordenaciio Parcial Livre (TOPL): Temos Z(p,) <; Z(p,) (ou Z(p,) <, Z(p)))
se e somente se, existir uma bijecdo £, tal que f( Nf )=P/ e ainda se B induzir os pares
ordenados (z,t’), tePy e t’ €Pp, de modo que se tenha t <’ (ou t’ <f), ViePye V£ ePp.

Prova: (=) Segue diretamente dos vetores F~ e D" serem ordenados em ordem nio-
crescente e ndo-decrescente, respectivamente, e apos aplicagdo da Proposicao 2.

(<) Considere Z(p;) <; Z(p,). Da Proposicdo 1, temos a existéncia de uma bijegdo B que

induz os pares ordenados (z,¢’), tais que ¢ < ', VtePy e V¢ €Pp. Suponhamos a possibilidade
de termos, a0 mesmo tempo, Z(p,)<; Z(p,) e um par ordenado (¢*,*) induzido por

alguma B, com £’ *< ¢* para t*€Py ¢ t'* €Pp. Da Proposicao 2, temos:

PO (-1

Z(p)-Z(py)= 2 > S )(dp](r)ﬂ - pl(t)+t+1) <0. (13)

tePy i=0

Considerando-se a ordenagio de F~ temos (fq« —f+)<0 e da ordenagio de D",

d* . —d"

() +i 1) < 0. Agora, considere um valor para L dado pela expressdo

pr(t)+i
P2 (1%)—py (1%)-1 N
L= 3 (fo = Jo)dy i = d g iaysin) 2 0. (14)
i=0

Tomemos um caso do PQA tal que L seja suficientemente grande para termos

P2(1)=p10-1
L= Z Z (f ft )(dpl(t)ﬂ - pl(t)+i+1) s
1ePy—{1*} i=0

para todo par (z,’), induzido da bijecao P. Para esse caso, ocorre a contradi¢do, dado que

Z(p)—Z(p,)<O0. 0

A ordem parcial definida pelo TOPL introduz o poset (C(Z(p)),<;) no conjunto dos custos
do Problema de Alocacdo Linear cujos elementos, por ela relacionados, chamamos pares
livremente comparaveis. A partir da relagio

P S pj,seesomente se, Z(p;)<; Z(p;), 1, j=1,..N! (15)

um novo poset ¢ induzido no conjunto das permutacdes de Iy, denotado por (I1y,<;).
Dizemos entdo que permutacdes livremente comparaveis sdo aquelas que satisfazem a
relagdo (15). O grafo de comparabilidade do poset (IT,<;) é notado por G.;,=(Ily, M),
onde M={(p;,p;)/ p; <; p;, ij={1,...,N!}}. Dizemos que a ordenacdo ¢é livre pelo fato de

envolver permutagdes cujos custos sdo comparaveis considerando-se as coordenadas dos
vetores F~e D' como varidveis livres.
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Para verificar se pares de permutacdes sdo livremente comparaveis o algoritmo A/gBijecdo,
constroi uma bijecdo candnica, a partir da Proposicao 2, que denotamos de .. Se esta
bijecdo determinar que as permutagdes sdo ou ndo livremente comparaveis, ndo ha
necessidade de se buscar outra. Este algoritmo ¢ importante, pois evita a enumeragdo das
possiveis bijegdes, visto que os fatores-diferenca podem se repetir. As listas ListaN e ListaP
armazenam os indices das parcelas N, e P/,- respectivamente, utilizando os conjuntos Py e Pp.
Define-se como par de elementos simétricos nas listas ListaN e ListaP aqueles que
obedece as relagdes pi(H)+i = pi(£’)—j—1 e pi(H)+i+1 =pi(')—j, para tePy e £’€P,, onde
i=0,...,0t)—pt)-1e j=0,.,p(t)—py(t)—1. A lista chamada ListaPares guarda os
pares ordenados (#,¢’) de tais elementos simétricos.

AlgBijegéo(p1,p2);
Pn=Pp= @;
ListaN = ListaP = &
Parat=1,...,N faga
Se p1<p2 entdo Py <« Pyu {t}
Se p2 < pj entdo Pp « Ppu {t}
FimPara;
{Considere t’ os elementos de Pp}
Para t € Py faga
Parai=0,..., pa(t)—p1(t)—1 faca
ListaN « (t,p1(t)+i,p1(t)+i+1);
FimPara;
FimPara;
Para t’ € P, faca
Paraj=0,..., pi(t')—p2(t’)—1 fagca
ListaP « (",p1(t")—/,pa(t')—j—1);
FimPara;
FimPara;
Para k = 1 to |ListaN| faca
Buscar em ListaP dentre os elementos ndo marcados o primeiro simétrico
de ListaN[k];
Marcar elemento encontrado;
Formar o par (t,t);
ListaPares « (t,t);
FimPara;

Se os pares ordenados (t,t")eListaP, tenha t <t (ou t’ <), V tePny e V t’ePp entéo
as permutagdes sao livremente comparaveis.

Fim AlgBijec¢&o;

Teorema 3.1: A complexidade do algoritmo AlgBijecio é de ordem O(N?).

Prova: O pior caso acontece quando o procedimento percorre a ListaP em busca do
simétrico, para cada elemento da ListaN. Ambas possuem, no maximo, N*/4 elementos,
quando N é par, e (N2—1)/4 elementos quando, N é impar. O
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4. Grafos de Comparabilidade e 0 Teorema das Inversées

Seja a relagio < definida em Ily da seguinte maneira: “p,<p, se existe i € &, tal que
PO<p(i); p)<pit]); p(i+1)<p,(i) e Vk em ', k={1,..i-1, i+2,..N}, p(k) = p.(k)".
A relagdo transitiva de < determina o poset (IT),<) que junto com as operagdes de join e
meet caracterizam o conhecido Reticulado das Permutagdes, cujo Diagrama de Hasse ¢ dado
por um grafo chamado Permutaedro [VRA95]. Uma inversao em p, dada pelo seu par de
inversées (p(i),p(j)) ¢ tal que se i<j entdo p(j)<p(i), para todo ij € Q. A cardinalidade do
conjunto 3(p), formado por tais pares é o niimero de inversdes de p, denotado por 1L3{(p)l.
Seja W={(p.ps)elly x IIx/ps € obtida de p, por troca de elementos adjacentes com
IS3(p)|-I3(pn)=1}. O grafo Gy, = (TIx,W) é o grafo de comparabilidade de (I1,<),
também chamado de grafo das inversdes. Desta forma, o Permutaedro realiza graficamente
G,y € seus vértices sdo dispostos em niveis pelo nimero de inversdes de suas permutagdes.
A construcdo desse grafo se inicia no nivel 0, pela id=(1,2,...,N). Efetuando-se as trocas dos
elementos adjacentes, nivel a nivel, chega-se a permutagdo rev=(N,N—1,...,1), tltima
permutacéo gerada no nivel N(N—1)/2 +1.

Lema 4.1: Sejam p; e p; em [x. Se (pi,p;) € W entdo Z(p,) <, Z(p;).

Prova: A prova deste lema segue diretamente das defini¢des dos conjuntos Py e Pp e da
aplicag@o da Proposigao 2. O

O grafo Gy, ¢ um grafo parcial de Gy;, grafo de comparabilidade do poser (I1,<,), que

representa as permutagdes livremente comparaveis. No grafo fecho transitivo de G;,,, G

Inv >
a relagdo de ordem de <; é preservada em seus vértices que sdo ligados por um caminho
em W. O lema a seguir, relaciona a variagdo dos custos com o niimero das inversdes das
permutagdes a eles correspondentes. l

Lema 4.2: Sejam p; e p;j vértices do grafo Gy, ligados por um caminho de arcos em W.
Tem-se |3(p;)| < |3(p;)|, se e somente se, Z(p;)<; Z(p;)-

Prova: Uma indugdo sobre o numero de arcos do caminho entre os vértices é considerada.
Vamos supor, inicialmente, que o caminho entre p; e p; tenha comprimento 1, isto &,
|3(py)/-/3(p:)/=1. Logo, do Lema 4.1, como (p;,p;) € W entdo Z(p;) <; Z(p;). Suponhamos

que o resultado seja valido para todos os caminhos de comprimento (m—1) de p; e p;. Para
facilitar a notagdo, considere p;=p; € p;=pm. Pela hipotese de indugdo segue-se que
Z(p) <, Z(p,,). Tomemos o m-ésimo arco do caminho entre p, € pmy tal que

(Pm,pm+1)€W. Analogamente, tem-se que a relagdo Z(p,,) <; Z(p,,,;). Por transitividade
chegamos a Z(p,) <; Z(p,,,;)- Retomando a notagao original segue-se que |3(p;)| < |3(p;)|,
se e somente se, Z(p;) <; Z(p;) - O

O nosso objetivo ¢ estender este resultado para o grafo Gy;, atingindo assim todas as
permutagdes livremente comparéveis. Para isso, definamos o conjunto de arcos W’ = {(p;,p;)/
Z(p;) <1 Z(py) e [3(py)|=|3(py)| = 1}, que contém W, para constituir G, = (ITy,W’) que €

um grafo parcial de Gy;,. Portanto, temos a cadeia de grafos Gy, € G, < Gpay-
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Lema 4.3: Sejam p; e pj em Iy. Se (pi,pj) € W’ entdo Z(p;) <; Z(p;)-

Prova: Os arcos (p;,pj) € W’ sdo compostos de permutagdes que diferem entre si por dois
elementos, assegurando que sdo livremente comparaveis [Ran00]. Isto inclui os arcos
pertencentes a W, resultantes de trocas de elementos adjacentes da permutagao. O

Desejamos provar que a ordem livremente comparavel entre os produtos escalares Z(p;) e
Z(p;) preserva a ordem natural dada pelo numero de inversdes de p; e p;. Para tanto,
precisamos ainda do proximo lema que constroi o fecho transitivo do grafo G, denotado

por G';,, e que funciona como suporte para o Teorema das Inversoes.

Inv

Lema 4.4: Sejam p; e p; vértices do grafo G’;,, ligados por um caminho de arcos em W’.
Tem-se |3(p;)| < |(p;)| se e somente se Z(p;)<; Z(p;) -

A demonstragdo deste lema ¢ andloga ao do Lema 4.2, considerando, neste caso, os arcos
pertencentes a W’.

A Figura 4.1 ilustra o G, de ordem N=4. Em destaque estdo os arcos de W’ — W. Este grafo
ndo representa o conjunto das solu¢des de nenhum exemplar do PQA, pois ndo existe um
natural » tal que C,,=4. A menor ordem significativa para algum caso desse problema tem
dimensdo n=4, o que apesar de muito pequeno, ja nos impossibilita uma representagdo
grafica completa, dado que N=6 e o grafo G’j,, teria 720 nos.

Figura 4.1 — Grafo G’;,, para N = 4 ¢ destaque para os arcos (W’—W).
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O Teorema das Inversdes, a seguir apresentado, mostra que todo arco de Gy, estd em

'
G[nv'

Desta forma Gy; ¢ também o grafo de comparabilidade do poset de permutagdes
livremente comparaveis.
Teorema das Inversdes: Sejam G';,, o fecho transitivo de G’;,, = (ITy,W’) € Gy, = (ITx,M)

o grafo de comparabilidade do poset (ITy,<;). Tem-se que G'},, = G-

Inv

Prova: (=) G';,, ¢ um subgrafo de G, pois possui o mesmo conjunto de nds e pelo Lema
4.4, tem-se que W'c M, onde M={ (p;, p;)/ p; <; p;, 1j ={1,...N!} }.

(<) Queremos provar que para dois nos quaisquer p; ¢ p; em Iy, com Z(p;) <, Z(p;)e

[3(p)/-/3(p)] = m, deve existir um caminho entre eles em que os m arcos estdo em W’.
Suponhamos que ndo exista tal caminho, ou seja, para todo caminho entre p; e p;, existe pelo
menos um arco (p;”’, p;”")&W’. Sejam os caminhos parciais entre p; e pj, i =(0;,0,,0; ) €

w=(p;",p;,p;), tais que (pipi’) € W’ e (pi’,pi”") € W’; (pi”,p;") € W’ e (p”.p) € W'
Segue-se do Lema 4.4 que

Z(p) < Z(p) < Z(p )= Z(p) - Z(p ) <0 (16)

Z(p;") S Z(p;) S Z(py) = Z(p; )~ Z(p;) <0. (17)
Somando-se ambos os membros das desigualdades provenientes de (16) e (17) chegamos a
Z(p)~Z(p )+ Z(p; )~ Z(p;) <0. (18)

Como (p;”,p;”")¢W’, tomemos um exemplar do PQA tal que Z(p;,”)>Z(p;”). Entdo ¢
possivel encontrar um K>0 e K suficientemente grande, de modo que Z(p;,")-Z(p;") =K.

Somando-se este valor a equacdo (18) obtém
Z(P)=Z(p; )+ Z(p )= Z(p; )+ Z(p; )~ Z(p;) 2 0. (19)

A expressao (19) ¢ simplesmente Z(p;)—Z(p;) 20, contrariando o fato de (p;,p;) M. I

Como conseqiiéncia do Teorema das Inversdes, temos o seguinte: considere um par de
permutagdes livremente comparaveis, em que cada elemento do par estd situado em niveis
distintos de Gy;. Aquela que pertencente a um nivel mais baixo no grafo tem custo ndo
maior que a situada em nivel superior.

5. Avaliaciao do Pariametro dado pelo Numero de Inversdes

Trés tipos de testes empiricos sdo apresentados na tentativa de validar o nimero de inversodes
como parametro de avaliagdo da qualidade de solu¢des de exemplares do PQA. O primeiro
analisa em que altura do grafo G;; se encontra a permutacdo p correspondente a solugao
6tima ¢@* ou a melhor vidvel conhecida de cada caso testado. O segundo compara a curva da
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funcdo custo com a descrita pelo numero de inversdes das respectivas permutacdes a eles
associados; finalmente, o terceiro teste utiliza a técnica muito conhecida por analise de
regressao, considerando como amostra um conjunto de permutagdes geradas aleatoriamente
e tendo como variaveis seus respectivos numeros de inversdes e custos.

5.1 Melhores solucdes conhecidas de exemplares PQA em Gy,

Seja Gpi, =(In,M) o grafo de comparabilidade do poset das permutacdes livremente
comparaveis, cuja altura ¢ N(N-1)/2+1. Esta altura corresponde ao numero maximo de
inversoes de para qualquer p em Ily. Chamamos de altura de uma permutacio pelly o
seguinte parametro:

h, =|3(p)|/Totaly, , (20)

onde /3(p)/ € o namero de inversdes de p e TotalNl_ =N(N-1)/2+1. Calculamos as alturas

das permutagdes correspondentes as solugdes 6timas ou melhores conhecidas dos problemas
teste da QAPLIB [BKR97], listadas em 7 grupos na Tabela 1. Determinamos as médias das
alturas para cada grupo de exemplares. Na Tabela 2, listamos tais médias, em colunas
distintas, uma para as médias das solugdes otimas e outra para as de melhores solugdes
viaveis registradas na QAPLIB.

Tabela 1 — Grupos de caso da QAPLIB

Exemplar Dimensao Exemplar Dimensao
Scr n=12,15¢20 Had n=12,15¢e¢20
Chr n=12,15¢18 Nug n=12,15¢20
Ste n=736 Rou n=12,15¢20
Sko n=42,49, 64 ¢ 100

Tabela 2 — Média das alturas por grupo de exemplares da QAPLIB

arrodectsminn | weaa | Cnpodecuoscommetior | yi
Had 31,00% | Ste 36 37,50%
Nug 31,05% | Sko 42,49, 64 38,98%
Rou 28,02% | Sko 100 41,00%
Scr 32,45% | ---

Chr 3585% | ---

Média Total 31,68% | Média Total 39,12%

A média total das alturas das médias dispostas na Tabela 2 para os grupos de casos do
problema com 6timo conhecido fica em torno de 31,68% no grafo Gy;,, enquanto a média
correspondente as alturas dos exemplares em que apenas conhecemos as melhores solugdes é
de 39,12%. Este fato podera indicar que para estes grupos de problemas podemos procurar

Pesquisa Operacional, v.23, n.2, p.265-284, Maio a Agosto de 2003 277



Rangel & Abreu — Ordenagdes parciais nos conjuntos das solugdes dos problemas de alocago linear e quadratico

solugdes que possuam representantes com menor nimero de inversdes. Destacamos o caso
Sko100 do grupo Sko, pois a altura ficou em 41%, o que indica que a solucdo vidvel
encontrada deve estar um pouco mais longe da 6tima. Este fato ¢ bastante natural, dado que
os exemplares de dimensdo 100 sdo muito dificeis e os algoritmos heuristicos encontram
boas solugdes viaveis, porém com menos precisao.

5.2 Graficos de Comparacgao: Custos x Nimero de Inversoes

Para uma outra comparacdo entre os custos das solu¢des dos exemplares testados com o
nimero de inversdes das respectivas permutagdes no grafo Gy, tragamos graficos de pares
de curvas, uma referente aos custos de 50 solugdes @ €IT, do PQA, geradas para cada caso
da Tabela 1 e outra referente ao nimero de inversdes das respectivas permutagdes p € Ily.
A primeira curva é descrita pelos pares (i, Z(¢y), i = 1,2,...50 tal que Z(¢;) é o custo da
solugdo i e a segunda, pelos pares (i, /3(p;)/) com p;elly. Como exemplo, escolhemos as
curvas referentes as solugdes geradas para Rou20 e Nug20. Mesmo ndo sendo livremente
comparaveis todos os pares das 50 solucdes geradas, os graficos descrevem curvas muito
semelhantes. As Figuras la e 1b apresentam os graficos relacionados a Rou20 em que 92%
dos pontos coincidem e as Figuras 2a e 2b ilustram Nug20, em que 86% dos pontos
descrevem o mesmo tragado para as curvas. Para os outros casos, o comportamento foi
semelhante, com exce¢do do grupo Chr (Christofides), que talvez seja o grupo dos casos
mais dificeis de serem resolvidos, dentre aqueles registrados na literatura. Para exemplificar,
Chr18a obteve apenas 50% de coincidéncia no tragado.

T T
“custo.r20" —+—

430000 |- 1

420000 |- 1

410000 |- 1

custos

400000 |- 1

390000 1

380000 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
permutacoes

Figura 1a — Curva de variagao dos custos — Rou20
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10000 T T T T T T T

' "inv.r20"I —

9500 - 1

9000

inversoes

8500 B

8000

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
permutacoes

Figura 1b — Curva de variagdo das inversdes — Rou20

T T
“custo.n20" —+—

1850 B

1800 | B

1750 4

1700 [ 1

custos

1650 E

1600 E

1550 —
I I I I I I I I I

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
permutacoes

Figura 2a — Curva de variacdo do custo — Nug20
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‘ "inv.n20"‘ —_—

10000 | R

9500 | R
%]
[0
o
a

2 9000 R

8500 |- g

8000 |- g

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

permutacoes

Figura 2b — Curva de variagdo das inversdes — Nug20

5.3 Analise por Regressdo Linear

Sabemos que um dos objetivos da analise por regressao linear ¢ predizer o valor da variavel
dependente em fungdo de um valor conhecido da variavel independente. Para os testes que
fizemos usando esta técnica, geramos uma amostra de 150 solu¢des de exemplares do PQA,
para os quais calculamos custos e nimero de inversdes das respectivas permutagdes. Os
nimeros de inversdes foram tomados como varidveis livres e os custos como dependentes.
Os diagramas de dispersdo foram construidos com os nimeros de inversdes em ordem
crescente sobre o eixo das abscissas e parai = 1,2...,150 marcamos os pontos (/3(p)/, Z(¢)),
no plano cartesiano. Os parametros da linha que fornece a melhor aproximagdo sao
estimados pelo Método dos Minimos Quadrados que pode ser encontrado em qualquer
referéncia basica de Estatistica, como exemplo [CF76].

Em nossas amostras temos k=150, logo podemos aproximar a distribuicdo #-Student pela
normal, que para um nivel de significancia 0=0,05, o pardmetro critico é tabelado em
t.=1,645.

Felizmente todos os coeficientes lineares determinados das retas estimados pelo Método dos
Minimos Quadrados foram positivos, indicando a relagdo direta entre custos e nimero de
inversdes, cujos testes de hipdteses validaram a relagao linear e direta, a exce¢do de Chr18b.
Como exemplo, escolhemos novamente Rou20 e Nug20. As Figuras 3 e 4 mostram as
representagdes graficas das retas de regressdo, para cada caso, cujas relagdes entre custo X
numero de inversdes estdo bem proximas, dado que ambos os coeficientes de correlagdo r
sdo proximos a 1. Para os outros exemplares dos grupos das Tabelas 1 e 2, o comportamento
foi semelhante, a exce¢do de Ste36a e Ste36b, cujos coeficientes de correlagdo estdo
proximos a 0,25. Mesmo assim, os testes de hipdteses confirmam a relagdo linear e direta.
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Rou20
440000

T T
169075.578 + 26.921%x ——
aleatorio.r20’ X X

430000 |-

420000 |-

410000 [

custos

400000 [

390000 [

380000 [

L L L L
8000 8500 9000 9500 10000

370000
7500

Figura 3 — Reta de regressao y = 169075,6 + 26,9x com » = 0,9852 para Rou20.

Nug20
1900 T

T T
638.911 + 0.119%x ——
‘aleatorio.n20’ X

x

1850 [

1800 [

1750 [

custos

1700 [

1650 -

1600 [~

1550 L L L L
7500 8000 8500 9000 9500 10000 10500

inversoes

Figura 4 — Reta de regressdo com a expressdo y = 638,9 + 0,12x com » = 0,8073 para Nug20.
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6. Conclusoes

Neste trabalho provamos dois teoremas: o Teorema da Ordenagdo Parcial Livre e o Teorema
das Inversdes. O primeiro estabelece uma ordena¢do no conjunto de solugdes do PAL e
conseqiientemente no conjunto de solugdes dos exemplares do PQA a ele relacionados. Tal
ordenagdo induz uma nova ordenagdo no conjunto das permutagdes que contém a conhecida
ordenagdo dada pelas inversdes das permutagdes, vértices do grafo Gy;. Isto permitiu
demonstrar, utilizando grafos de comparabilidade, o segundo teorema. Este nos deu a
possibilidade de investigar se o numero de inversdes correspondentes as solugdes de
exemplares do PQA pode ser usado como parametro para avaliagio da qualidade das
solugdes encontradas por técnicas heuristicas, ja que as mesmas ndo garantem a otimalidade
da solucdo encontrada. Assim, fizemos trés tipos de testes na tentativa de validagdo do
referido parametro. No primeiro teste, concluimos que a solugdo 6tima de qualquer caso do
problema se encontra, em média a 32% da altura do grafo Gy;, e para os exemplares que
ainda ndo foram resolvidos otimamente tem-se para as melhores solugdes viaveis conhecidas
uma altura, em média, 39% do grafo. O fato de a primeira média ser menor que a segunda é
perfeitamente aceitavel, pois acreditamos que as solu¢des Otimas desses casos, que ainda nao
se sabe se foram ou ndo encontradas, possuam representantes em G;; com menor nimero de
inversoes. Fizemos o segundo teste por comparagdo das curvas que descrevem oS
comportamentos dos custos das solugdes e dos nimeros de inversdes das permutagdes
correspondentes em Gy, € observamos que, em média, 76% dos pontos desenhados
apresentam a mesma trajetoria. O terceiro e ultimo teste, correspondente a analise de
regressdo linear, mostra que os custos estdo diretamente relacionados com o numero das
inversdes das permutagdes associadas, dado que encontramos os coeficientes da reta sempre
positivos e significativamente diferentes de zero. Pelo menos para os pares de permutacdes
livremente comparaveis, o Teorema das Inversdes ja estabelece que seus correspondentes
custos crescem com os numeros de inversdes das suas respectivas permutacdes. Verificamos,
através dos testes, que até mesmo em relacdo a pares de permutagdes ndo livremente
comparaveis, ¢ possivel manter esta tendéncia para a maioria dos casos. Cabe acrescentar
que o resultado provado pelo Teorema das Inversdes havia sido proposto por [Ab84] e ja foi
aplicado na definicdo de movimentos de buscas locais utilizadas pelas metaheurisitcas
GRASP, [RABO00] e Simulated Annealing [AQB99], ambos apresentando resultados
satisfatorios para o PQA. Também vale a pena acrescentar que o Teorema da Ordenagdo
Parcial Livre, além de estabelecer uma ordenagdo no conjunto das solugdes dos problemas
aqui estudados, certamente nos permite estabelecer critérios hierarquicos de decisdo na
escolha das solugdes num prosseguimento da busca local. Este teorema introduz uma
ordenagdo parcial no conjunto das permutacdes baseada em produtos escalares,
caracterizando um poset que contém o ja conhecido poset das inversdes, cujo diagrama de
Hasse determina o permutaedro [RA02]. Este ultimo fato ¢ uma contribuicdo a Matematica
Discreta.
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