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Resumo

O Problema Quadratico de Alocagdo, POA, um dos mais dificeis da classe NP-hard, modela diversas
aplicacdes em diferentes areas como pesquisa operacional, computagdo paralela e analise estatistica de
dados discretos. Além disso, problemas conhecidos como o do caixeiro viajante, o da clique maximal, o
de particionamento e o de isomorfismo de grafos podem ser formulados como um PQA. Na tentativa de
identificar novas propriedades estruturais para este problema, diversas formulagdes aparecem na
literatura. Reunimos tais formulagdes, destacando suas principais caracteristicas para classifica-las
segundo as técnicas matematicas nelas adotadas. Finalizamos o artigo avaliando a extensdo das
contribuicdes dadas ao problema, quer na elaboracdo de algoritmos, quer no calculo de limites
inferiores ou na caracterizagdo de classes de exemplares polinomiais ou ndo, oriundas das diferentes
abordagens aqui estudadas.

Palavras-chave: problema quadratico de alocagdo; formulagdes; otimiza¢do combinatoria.

Abstract

The Quadratic Assignment Problem, QAP, one of the most difficult problems in NP-hard class, models
many applications in several areas such as operational research, parallel and distributed computing, and
combinatorial data analysis. Besides, other optimization combinatorial problems such as the traveling
salesman problem, maximal clique, isomorphism and graph partitioning can be formulated as a QAP.
In this paper, we survey some of the most important formulations available, in order to classify them
according to their mathematical resources. Finally, we analyze the extension of the contributions
brought by the studies of different approaches.

Keywords: quadratic assignment problem; formulations; combinatorial optimization.
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1. Introducdo

Consideremos o problema de se designar objetos a locais de modo que cada objeto seja
atribuido a um unico local e reciprocamente, quando sdo conhecidas as distancias entre os
pares de locais, os fluxos de algum tipo de demanda entre os pares de objetos e, nos casos
mais gerais, os custos fixos de cada atribuicdo “objeto versus local”. O Problema Quadratico
de Alocacdo (PQA), Quadratic Assignment Problem (QAP) na literatura internacional,
consiste em encontrar uma alocagdo de custo minimo dos objetos aos locais, sendo os custos
obtidos pela soma dos produtos distancia-fluxo.

Proposto originalmente por Koopmans & Beckmann (1957) como um modelo matematico
relacionado a atividades econOmicas, o PQA aparece em inUmeras aplicagdes praticas:
Steinberg (1961) o utilizou para minimizar a quantidade de ligagdes entre componentes de
placas de circuitos eletronicos; Francis & White (1974), no desenvolvimento de um
framework de decisdes de alocagdo de uma nova facilidade (postos policiais, supermercados,
escolas) que atenda a um dado conjunto de clientes; Geoffrion & Graves (1976), em
problemas de escalonamento de horario; Pollatschek et al. (1976), na defini¢ao de design de
teclados e painéis de controle; Krarup & Pruzan (1978), em arqueologia; Forsberg et al.
(1994), em analise de reacdes quimicas; Hubert (1987), em andlise estatistica; Bokhari
(1987), em computacdo paralela e distribuida; Bos (1993), em um problema relacionado a
parques florestais. No entanto, ¢ como problema de layout que o POA vem sendo mais
extensivamente aplicado: Elshafei (1977) o utilizou em planejamentos de hospitais, além de
Dickey & Hopkins (1972) que o utilizaram na modelagem de localizagdo de construgdes em
campus universitario. Outras aplica¢cdes podem ser encontradas em McCormick (1970),
Hubert & Schulz. (1976), Heffley (1977), Los (1978), Krackhardt (1988), Khare et al.
(1988a, 1988b), Bland & Dawson (1991), Lacksonen & Enscore (1993), Medova (1994),
Gouveia & VobB (1995), Bozer & Suk-Chul (1996), Mason & Ronngvist (1997), Ostrowski
& Ruoppila (1997), Ball et al. (1998), Haghani & Chen (1998), Kochhar et al. (1998),
Martin (1998), Sarker et al. (1998), Spiliopoulos & Sofianopoulou (1998), Tansel & Bilen
(1998), Tavakkoli-Moghaddain & Shayab (1998), Urban (1998), Gong et al. (1999), Rossin
et al. (1999), Hahn & Krarup (2001), Pitsoulis et al. (2001), Siu & Chang (2002), Youssef
et al. (2003) e Yu & Sarker (2003).

Desde a sua primeira formulagdo, o POA tem atraido a atencdo de pesquisadores em todo o
mundo, ndo apenas pela sua importancia pratica e tedrica, mas principalmente pela sua
complexidade. Trata-se de um dos mais dificeis problemas de otimizagdo combinatéria:
instancias de ordem n > 30 n3o podem, em geral, ser resolvidas exatamente em tempo
computacional aceitavel. Sahni & Gonzales (1976) mostraram que o POA é NP-arduo ¢ que,
a menos que P = NP, ndo sera possivel encontrar para ele uma solugdo aproximada por um
fator constante da solucdo 6tima. Tais resultados sdo validos mesmo quando fluxos e
distancias aparecem como coeficientes de matrizes simétricas.

Diversos problemas NP-arduos de otimiza¢do combinatéria, como os problemas do caixeiro
viajante, do empacotamento, da clique maximal e do isomorfismo de grafos, podem ser
modelados como PQOA’s. A investigagdo de problemas de Otimizagdo Combinatdria através
de instancias disponibilizadas na Internet ¢ uma tendéncia atual permitindo que se utilizem
algoritmos exatos onde isso for possivel ou obter 6timos locais melhores que a melhor
solucdo conhecida para exemplares cuja otimalidade ainda ndo foi comprovada (Burkard
et al., 1996a; e Cela, 1998). No caso do PQA, podemos citar, como exemplo, instancias com
solugdes otimas recentemente provadas: Tai25a, em 2003, por Peter Hahn; Ste36a, em 2001,
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por Brixius ¢ Anstreicher; Bur26a, em 2001, por Peter Hahn; Kra30a, Kra30b, Kra32 e
Tho30, em 2000, por Anstreicher, Brixius, Goux e Linderoth; Nug30 (uma das instancias
mais conhecidas e desafiadoras), em 2000, por Anstreicher, Brixius, Goux e Linderoth;
Ste36b e Ste36¢, em 1999, por Nystrom. Em 2003, Misevicius melhorou a melhor solugdo
conhecida para Tai80a, utilizando uma busca tabu modificada (Burkard et al., 1991, 1997;
QAPLIB). Estes resultados motivaram o artigo de Anstreicher (2003) que registra os recentes
avancos na solugdo de instancias do PQA, destacando-se os novos algoritmos ¢ as novas
estruturas computacionais utilizadas para isto. Cabe informar que além dos exemplares
disponiveis para testes em Burkard er al. (1991, 1997) e QAPLIB, hoje em dia existem
geradores de instancias com 6timos conhecidos que sdo utilizados para testar os algoritmos
(Cela, 1998).

Outra tendéncia atual das pesquisas em Otimizagdo Combinatdria é estudar versdes poli-
nomiais de problemas ou procurar instrumentos para analise da dificuldade dos exemplares.
No caso do PQA, Cela (1998) apresenta diversos exemplares polinomiais, além de Herroelen
& Vanglis (1985), Mautor & Roucairol (1994b), Angel & Zissimopoulos (1998, 2000, 2001,
2002) e Abreu ef al. (2002) que discutem a dificuldade de outros exemplares em fungdo das
variancias dos coeficientes das matrizes de fluxo e distancia que os definem.

Os seguintes surveys sdo referéncias indispensaveis para quem deseja conhecer bem este
problema: Burkard (1984, 1991, 2002), Pardalos et. al. (1994) e Burkard et al. (1998), assim
como, os livros: Pardalos & Wolkowicz (1994), Padberg & Rijal (1996), Dell’ Amico e? al.
(1997) e Cela (1998).

Na tentativa de identificar novas propriedades estruturais para as instancias do POA, muitas
formulagdes aparecem com base em diferentes enfoques. Propomos reunir aqui tais
formulagdes, destacando as principais caracteristicas de cada uma, para classifica-las
segundo as técnicas usadas, desde a Programacdo Inteira e a Programacdo Semidefinida
Positiva, passando pela Matematica Discreta e Combinatdria através das teorias de Grupos e
de Grafos, até a Algebra Linear, via Teoria Espectral. Considerando as dificuldades do POA,
essas formulagdes, quase sempre equivalentes (2 excecdo das que caracterizam situacdes
mais gerais) fornecem recursos matematicos alternativos para o desenvolvimento de novas
técnicas de resolucdo do problema. Ao final do artigo, relatamos as contribui¢cdes obtidas a
partir de tais formulagdes, quer na elaboracdo de algoritmos exatos ou heuristicos, quer no
calculo de limites inferiores ou na caracterizagdo de classes de exemplares do problema.

2. Formulactes do PQA e de Problemas Relacionados

O objetivo deste item ¢ apresentar as principais formula¢des do PQA, destacando-se o tipo de
abordagem adotado em cada uma delas. Formulagdes para problemas relacionados ao POA
serdo acrescentadas ao final, apenas com a finalidade de indicar as contribuigdes colaterais
obtidas, sem preocupagdo em discutir as técnicas matematicas utilizadas.

2.1 Principais Formulacdes do PQA

Formulagoes por Programagdo Inteira (PLI): Inicialmente apresentaremos o PQA como um
caso de programacdo booleana para depois apresenta-lo como um problema de programagao
linear, onde as restrigdes bindrias sdo relaxadas. A formulagdo booleana foi proposta
inicialmente por Koopmans & Beckmann (1957), sendo depois utilizada em diversos
trabalhos, tais como Steinberg (1961), Lawer (1963), Gavett & Plyter (1966), Elshafei
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(1977), Bazaraa & Kirca (1983), Christofides & Benavent (1989), Bos (1993), Mans ef al.
(1995), Jiinger & Kaibel (1996a, 1996b, 2001) e mais recentemente por Liang (1996), Torki
et al. (1996), Tsuchiya et al. (1996, 2001), Maniezzo (1997), Ball et al. (1998), Ishii & Sato
(1998), Kochhar et al. (1998), Martin (1998), Spiliopoulos & Sofianopoulou (1998), Siu &
Chang (2002), Fedjki & Duffuaa (2004) e Yu & Sarker (2003).

Consideremos f;; o fluxo entre os objetos i e j e d,, a distdncia entre as localizagdes k ¢ p.

Deseja-se entdo calcular:

min - 3 fie i @.1)
s.a. >ox=1 1<j<n, (2.2)
Z'/'_leijzl I1<i<n, (2.3)
x; €{0,1} 1<i,j<n. 24

Se considerarmos a fungdo do custo de atribui¢do de atividades a locais, uma instdncia POA
de ordem n, em sua forma mais geral, é dada por trés matrizes I = [f;], D = [dy,] € B = [by],
onde as matrizes /' e D definem os fluxos entre os objetos e as distdncias entre as
localizagdes, respectivamente, e by € o custo para alocar o objeto i a posi¢do k. Considerando
o custo fixo de alocagdo, o problema pode entdo ser definido por:

min Z:/:1 zz,p:1 fijdkprjxkp + ZZ_,':J bijxfj 2.5)
s.a.
(2.2), (2.3), (2.4).

A maioria dos autores dispensa a parcela linear de (2.5), dado que ela pode ser facilmente
resolvida.

Uma versdo ainda mais geral do POA, proposta por Lawler (1963), envolve coeficientes de
custos ¢, que ndo correspondem necessariamente a produtos de fluxos f;; por distancias dj,.
Assim, a formula¢do de Lawler é dada:

min D D e it i Yy (2.6)
S.a.
2.2), (2.3), 2.4).

Esta formulag¢ao foi utilizada, também, em Bazaraa & Elshafei (1979), Drezner (1995),
Sarket et al. (1995, 1998), Briingger et al. (1997, 1998), Chiang & Chiang (1998), Hahn &
Grant (1998), Hahn et al. (1998), Gong et al. (1999) e Rossin ef al. (1999).

Formula¢ées por Programacgdo Inteira Mista (PLIM): O PQA, como um modelo de

Programag@o Linear Inteira Mista, PLIM, é encontrado na literatura, via diversas propostas.

Em todas elas, o termo quadratico da fungao objetivo do problema ¢ substituido por termos

lineares. Por exemplo, Lawler (1963) compensou este termo por imposi¢do de restrigdes
4 . . .o

dadas a n” variaveis, tais como Cijgp = fijdkp € Vi = XjXppo 1<i,j,k,p<n.

Outras formulagdes utilizam relaxagdes do problema original. Enquadram-se nesta categoria
os trabalhos de Love & Wong (1976a, 1976b), Kaufman & Broeckx (1978), Balas &
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Mazolla (1980), Bazaraa & Sherali (1980), Christofides et al. (1980), Burkard & Bonniger
(1983), Frieze & Yadegar (1983), Assad & Xu (1985), Adams & Sherali (1986), Christofides
& Benavent (1989) e ainda os artigos de Adams & Johnson (1994), Drezner (1995), Gouveia
& VoB (1995), Padberg & Rijal (1996), Ramachandran & Pekny (1998), Karisch et al
(1999) e de Ramakrishnan et al. (2002). Em geral, as linearizagoes do PQA, baseadas em
modelos de PLIM, apresentam um grande numero de variaveis e restrigdes, o que as torna,
quase sempre, inconvenientes. No entanto, elas permitem explorar propriedades que resultam
da linearidade da fungdo objetivo, o que, ao lado da relaxacdo de algumas restri¢des,
possibilita a determinagdo de limites inferiores para a solucdo 6tima. Nesta abordagem se
destacam os trabalhos de Kaufman & Broeckx (1978), Bazaraa & Sherali (1980), Frieze &
Yadegar (1983), Adams & Sherali (1986), Adams & Johnson (1994) e Padberg & Rijal,
(1996). Cela (1998) destaca trés linearizagdes do PQA: a de Kaufman & Broeckx (1978), por
conter o menor numero de restri¢des; a de Frieze & Yadegar (1983) por obter os melhores
limites inferiores via relaxagdo lagrangeana e a de Padberg & Rijal (1996), porque descreve
o politopo das solu¢des do POA. A vantagem trazida pela formulagdo de Frieze & Yadegar
(1983) que descreve o POA de forma linear, utilizando-se n* variaveis reais, n’ variaveis
booleanas e n* + 4n’ + n’ + 2n restrigdes, nos leva a inseri-la aqui. Os autores mostram que
sua formulagdo dada em (2.7) a (2.16) € equivalente as equagoes (2.1) a (2.4).

min D D e it i N+ 2 B @7
s.a Do xi=1 1<j<n, (2.8)
Zj:1xy':1 I<i<n, 2.9)
> Vit = Xip 1<jk,p<n, (2.10)
z;:1yijkp=xkp 1<ik,p<n, (2.11)
D Vit =Xy I1<i,j,p<n, (2.12)
ZZ:iniszxij 1<i,j,k<n, (2.13)
Yijig = X 1<i,j<nm, (2.14)
x,€{0,1] 1<i,j<n, (2.15)
0=y, <1 1<i,j,k,p<n. (2.16)

Formulag¢do por permutagoes: Em sua forma mais simples, o custo de alocar um par de
objetos a um par de localizagdes ¢ proporcional ao fluxo e a distidncia entre eles. A
formulagdo do POA que destaca essa proporcionalidade e utiliza o conceito de permutagdo
pode ser encontrada em Hillier & Michael (1966), Graves & Whinston (1970), Pierce &
Crowston (1971) e, posteriormente, em Cung et al. (1977), Burkard & Stratman (1978),
Roucairol (1979, 1987), Burkard (1984), Frenk et al. (1985), Abreu & Boaventura-Netto
(1989), Brown et al. (1989), Bland & Dawson (1991, 1994), Battiti & Tecchiolli (1994a,
1994b), Bui & Moon (1994), Chakrapani & Skorin-Kapov (1994), Fleurent & Ferland
(1994), Li et al. (1994b), Mautor & Roucairol (1994a, 1994b), Li & Smith (1995), Taillard
(1995), Bozer & Suk-Chul (1996), Colorni et al. (1996), Huntley & Brown (1996), Peng
etal. (1996), Mavridou & Pardalos (1997), Merz & Freisleben (1997), Nissen (1997),
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Pardalos et al. (1997), Angel & Zissimopoulos (1998), Deineko & Woeginger (1998), Talbi
et al. (1998a, 1998b, 2001), Tansel & Bilen (1998), Abreu ef al. (1999), Fleurent & Glover
(1999), Gambardella et al. (1999), Maniezzo & Colorni (1999) e Tian et al. (1999). A partir
de 2000, temos ainda as seguintes publicagcdes Ahuja ef al. (2000), Angel & Zissimopoulos
(2000, 2001 e 2002), Stiitzle & Holger (2000), Arkin et al. (2001), Pitsoulis et al. (2001) e
ainda em Abreu ef al. (2002), Gutin & Yeo (2002), Hasegawa et al. (2002), Boaventura
Netto (2003) e Rangel & Abreu (2003).

Considere S, o conjunto de todas as permutagdes a n elementos e sejam f;, o fluxo entre os
objetos i e j e d;,; , a distdncia entre as localizagdes 7(i) e 7(j), dada pela permutagdo

7 €8,. Se cada permutacdo r representar uma alocagdo de objetos a locais, a expressdo
matematica para o POA toma a forma:

,’ng” Z,-,_f=1 Jiziyni) - 2.17)
Esta formulagdo e a apresentada em (2.1) a (2.4) s@o equivalentes, dado que as restricdes
(2.2) e (2.3) definem matrizes de permutagdes X = [x;] que caracterizam permutagdes em S,,,
como visto em (2.17). La se tem, paratodo /<i,j<n,

1, se m(i)=j;
x; = (2.18)
0, se w(i)# j.

Formulagdo Trago: Esta formulagdo explora, com recursos da algebra linear, as propriedades
da fungdo trago de uma matriz (soma dos elementos da diagonal principal da matriz) para
determinar limites inferiores do custo 6timo do problema. Trata-se de uma abordagem por
teoria espectral de matrizes, o que vem permitindo a aplicagdo da programacdo semidefinida
ao PQA. Considerando-se /7 como o conjunto de todas as matrizes de permutagdes, a
formulagao trago, proposta por Edwards (1977), se apresenta como:

min tr(F.X.D.X"). (2.19)

Xell
Posteriormente, esta abordagem foi utilizada em diversos trabalhos Edwards (1980), Finke
et al. (1987), Hadley et al. (1990, 1992a, 1992b, 1992c), Hadley (1994), Karisch et al.
(1994), Karisch & Rendl (1995), Zhao et al. (1998), Anstreicher et al. (1999), Wolkowicz
(2000a, 2000b), Brixius & Anstreicher (2001) e Anstreicher & Brixius (2001).

Relaxagdo por Programagdo Semidefinida (PSD): Estas formulagdes definem relaxagdes
do PQA e podem ser obtidas utilizando-se o dual do dual Lagrangeano de formulagdes
equivalentes ao problema, como se vé em Karisch et al. (1994), Zhao et al. (1998),
Wolkowicz (2000a, 2000b). A formulacdo por PSD ¢ dada a seguir e considera o vetor e em
que todos os coeficientes sdo iguais a 1, a matriz de permutacdo X e a matriz de custo fixo B.

min t(F.X.D—2B)X" (2.20)
s.a. Xe=e, (2.21)
Xe=e, (2.22)
X, €{0,1} Vi j. (2.23)
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Outra relaxagdo para o POA utilizando SDP, encontrada em Zhao et al. (1998), pode ser
assim expressa:

min tr F.X.D.X' —2BX' (2.24)
sa.  XX'=X'X-=1, (2.25)
Xe=X'e=e, (2.26)

2 .
X;-X;=0 Yi,j. (2.27)

Formula¢do por Grafos: Dados dois grafos completos, um com arestas valoradas pelos
fluxos e o outro pelas distancias, o POA pode ser pensado como a atribuigdo dos vértices de
um grafo aos do outro, de modo a que as arestas estejam corretamente superpostas,
caracterizando uma solugdo cujo custo ¢ dado pela soma dos produtos dos valores associados
as arestas. Em geral, esta formulagdo ¢é algebricamente dada pela expressdo (2.17), onde a
permutagdo 7 representa a sobreposi¢do dos vértices de um grafo completo sobre o outro.
Veja a Figura 2.1.

n = (4,1,3,2)

Figura 2.1 — Sobreposicao de Ky e K, correspondentes a aloca¢do dada por © = (4,2,1,3).

O estudo algébrico e combinatorio adotado por Abreu & Boaventura Netto (1989), Abreu
et al. (1999) levou Marins (2001) a definir outra, envolvendo automorfismos de grafos de linha,
topico explorado em teoria algébrica de grafos. O grafo de linha de um grafo G, denotado
por L(G), é determinado tomando-se para conjunto de vértices, o das arestas de G, enquanto
uma aresta de L(G) ¢ definida quando a ela corresponde um par de arestas incidentes num
mesmo vértice de G. Um automorfismo de um grafo é uma permutacio de seus vértices que
preserva suas arestas. O conjunto de todos os automorfismos de G junto com a composigao
de permutagdes constitui um grupo denotado por Aut(L(G)) (Kreher & Stinson, 1998).

O teorema de Whitney (1932) pode ser utilizado para relacionar o grupo dos automorfismos
de G com o dos automorfismos de L(G), garantindo que, para G = K,,, o grafo completo de n
vértices, se n#2 e 4, Aut(G) e Aut(L(G)) sdo grupos isomorfos. Desta forma, Aut(K,) ¢é
formado pelas n/ permutagdes dos vértices de K. Assim, para n #2, 4, temos 0s seguintes
isomorfismos Aut(L(K,)) = K, = S,. De posse destes resultados, Marins (2001) percebeu
entdo que resolver o POA consiste, tanto em se determinar uma permutagdo 7z €S, que
minimize o somatorio em (2.17) como em determinar um automorfismo de L(K,). Esta
formulagao, tendo o conjunto dos automorfismos do grafo linha de K,, como espago solugao
do problema, pode ser expressa como segue:

min Y fid - (2.28)

reAut(L(K, ))

Dado ser esta uma formulag@o recente, os primeiros trabalhos nesta linha estdo em fase de
experimentacdo (Marins, 2001).
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2.2 Problemas Relacionados ao PQA

O alcance tedrico dos estudos do POA atinge a uma série problemas que aqui apresentamos,
nos limitando a definicdo de cada um com suas respectivas referéncias: POA Bottleneck,
Problema Biquadratico de Aloca¢do, POA 3-dimensional, Problema Semiquadratico de
Alocagdo e PQOA Multiobjetivo. Estes problemas, em sua maioria, foram relatados em
Burkard (2002).

PQA Bottleneck: este problema é uma variagdo do PQOA e consiste em calcular um
coeficiente de valor minimo dentre os maximos produtos dos “fluxos por distdncias” para
cada permutagdo dada. Isto resulta na expressao:

min max{ f;d ey <1 <nf (2.29)

A formulaggo acima também pode ser utilizada substituindo-se os elementos do conjunto em
(2.29) por coeficientes mais gerais c;u, I <'i, j, k, [ <n. Este caso do POA foi estudado em
Steinberg (1961), Burkard & Fincke (1982), Burkard & Zimmermann (1982) e Burkard
(2002).

O Problema Biquadrdtico de Alocagdo (Biquadratic Assignment Problem): Proposto por
Burkard et al. (1994) foi também estudado por outros pesquisadores, destacando-se as
referéncias Burkard & Cela (1995), Mavridou et al. (1998) e Burkard (2002). Tem como
dados, matrizes de fluxos e distancias F' = [fj] € D = [d,s], cada uma delas de ordem n’.
O que se deseja é determinar uma permutacdo 7 € S,, cujo custo associado seja minimo,

dentre aquelas que fornecem os valores do quadruplo somatorio:

. n
min Zi,_i,k,1=1fijkld”(i)”(j)”(k)ﬂ(l) : (2.30)

mes,

O PQA 3-dimensional (Three-index Assignment Problem): neste, diferentemente do caso
anterior, deseja-se determinar duas permutagdes © e @ €.5,, tais que minimize a expressao:

Rt 2iciCirtirpti - 23D

Foi sugerido por Pierskalla (1967, 1968). Alguns anos depois, Hansen & Kaufman (1973)
apresentaram um algoritmo primal-dual para o problema e Burkard & Frohlich (1980)
propuseram um algoritmo do tipo branch-and-bound para resolvé-lo. Emelichev et al.
(1984) fornecem uma analise detalhada sobre problemas de transporte com multiplos
indices, baseado nesta formulagdo. O PQA 3-dimensional ¢ um dos problemas mais
estudados, relacionados ao quadratico de alocagdo, como se observa pela extensa lista de
referéncias disponiveis: Vlach (1967), Frieze (1974, 1983), Frieze & Yadegar (1981),
Burkard et al. (1986, 1996a, 1996b), Euler (1987), Balas & Saltzman (1989), Balas &
Saltzman (1991), Bandelt et al. (1991), Crama & Spicksma (1992), Balas & Qi (1993),
Burkard & Rudolf (1993), Qi et al. (1994), Magos & Miliotis (1994), Poore (1994a, 1994b,
1995, 1997), Fortin & Rudolf (1995), Burkard & Cela (1996), Magos (1996), Aiex (2000)
e Burkard (2002).

O Problema Semiquadratico de Alocagdo (Quadratic Semiassignment Problem ou Semi-
quadratic Assignment Problem): foi estudado em Carraresi & Malucelli (1994) e pode ser
expresso matematicamente assim:
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min ZZ’:IZZj:]cijxikxjk (2.32)
sa. oy ox =1 I<i<n, (2.33)
x; €{0,1} I1<i,j<n. (2.34)

Algumas aplicac¢des dai derivadas estdo em Simeone (1986a, 1986b) e Bullnheimer (1998) ¢
referéncias para casos polinomiais e para heuristicas sdo Freeman et al. (1966), Magirou &
Milis (1989) e Malucelli & Pretolani (1993).

O PQOA Multiobjetivo (Multiobjective QAP — mQAP): Recentemente em Knowles & Corne
(2002a, 2002b) apresentaram uma outra variagdo do POA que considera multiplas matrizes
de fluxos. Este problema foi introduzido como um caso de benchmark problem a ser
solucionado por metaheuristicas multiobjetivas ou algoritmos evolucionarios mutiobjetivos.
Segundo os autores esta forma parece ser mais apropriada para alguns tipos de problemas de
layout, como o de alocagdo de instalagdes em hospitais, onde ¢ necessario minimizar
simultaneamente os produtos dos fluxos pelas distancias entre médicos e pacientes e entre
enfermeiros ¢ equipamentos médicos. Sua expressdo matematica é:

min C(r)={C(rn),C*x),..,C"(x)},

onde:  CY(m)=3""  f¥d .. I<k<m. (2.35)

i,j=1

Nesta ultima restrigdo fl;‘ denota o k-ésimo fluxo entre a facilidade i e a facilidade ;.

3. LimitesInferiores

O estudo de limites inferiores € importante no desenvolvimento de algoritmos de resoluggo
de problemas de programagdo matematica e de otimizagdo combinatoria. Em geral, os
métodos exatos trabalham com enumeracdo implicita, procurando-se garantir o 6timo e ao
mesmo tempo evitando-se a enumeragdo completa das solugdes viaveis dos problemas. O
desempenho de tais métodos depende diretamente da qualidade e da eficiéncia
computacional dos limites inferiores envolvidos. Desta forma, os limites inferiores tornam-se
instrumentos fundamentais para as técnicas branch-and-bound e também para testar a
qualidade das solug¢des produzidas por algoritmos heuristicos. Medimos a qualidade de um
limite inferior pela distancia entre 0 mesmo e a solugcdo 6tima do problema. Assim, bons
limites devem estar proximos dos valores 6timos. Os limites inferiores para os métodos
exatos, além de apresentarem boa qualidade, precisam ser eficientes computacionalmente,
enquanto na avaliacdo de métodos heuristicos eles devem ser escolhidos muito mais em
fun¢do de sua qualidade do que do tempo computacional gasto para calcula-los. Em
problemas NP-arduos, procura-se sempre por bons limites inferiores. No caso do PQA, um
dos mais dificeis, esta é uma tarefa desafiadora.

Dentre os limites mais conhecidos para o PQA, destaca-se o de Gilmore e Lawler, por ser um
dos mais simples e de baixo custo computacional. Sua inconveniéncia estd em que a
distancia entre ele ¢ o custo da a solug@o 6tima do problema cresce muito rapidamente com o
aumento do tamanho do problema, tornando-o assim um limite de baixa qualidade para
exemplares grandes. Atualmente, os limites inferiores baseados em autovalores e
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programacdo semidefinida sfo os melhores encontrados, porém sdo bastante caros
computacionalmente. No entanto, Anstreicher & Brixius (2001) desenvolveram um novo
limite inferior para o PQA, utilizando programacio semidefinida e programagdo quadratica
convexa, que apresenta uma relagdo muito boa entre custo e qualidade.

O limite de Gilmore e Lawler (GLB) (Lawler, 1963; e Gilmore, 1962): ¢ dado pela solugdo
do seguinte Problema de Alocagdo Linear (PAL):

min ZZFI by +1;).x; 3.1
s.a. DX =1 1<j<n; (3.2)
Z’;:]xy. =] 1<i<n; (3.3)
x; €40,1} 1<i,j<n. 3.4

Para resolver o problema de minimizagdo de (3.1) a (3.4) é preciso determinar os
coeficientes /; resolvendo o PAL abaixo:

l;= min Zz’pzlcijkp Vi k#ip#j (3.5)
s.a. ZZ:I Vg =1 1<p<nm, 3.6)
Z';Zlyijkp =1 1<k<n, (3.7
Vip €10,1} I<i,jk,p<n. (3.8)

Me¢étodos que melhoram a qualidade do GLB, bem como o seu uso em algoritmos para
resolver o POA, podem ser encontrados em Roucairol (1979, 1987), Edwards (1980), Frieze
& Yadegar (1983), Finke et al. (1987), Maniezzo (1997), Burkard (1991), Briingger et al.
(1997, 1998), ¢ Spiliopoulos & Sofianopoulou (1998).

Limites Baseados em Relaxagdes PLIM: A solugdo 6tima de um problema formulado por
PLIM é um limite inferior para o 6timo do PQOA correspondente e cada solugdo do dual de
programagdo linear ¢, também, um limite inferior para o 6timo do POA. Em vista disso,
diversos autores utilizam esta ferramenta, destacando-se Frieze & Yadegar (1983), Assad &
Xu (1985), Adams & Johnson (1994), Drezner (1995), Ramachandran & Pekny (1998) e
Karisch et al. (1999).

Limites Baseados em Reformulacées do GLB: As idéias utilizadas para calcular o GLB foram
adaptadas por outros autores, dando origem aos limites inferiores dados por Frieze &
Yadegar (1983), Assad & Xu (1985), Carraresi & Malucelli (1992, 1994) e Adams &
Johnson (1994) e a um limite baseado em na formula¢dao dual de Hahn & Grant (1998) e
Hahn et al. (1998). Tais limites definem uma seqiiéncia finita de problemas equivalentes ou
reformulagdes do problema original, em geral relaxagdes lineares, e calculam o limite de
Gilmore ¢ Lawler para cada reformulagdo. A seqiiéncia de problemas P, = P, P;, ... Py,
produz outra, de solugdes, que correspondem as relaxagdes lineares, fornecendo entdo uma
seqiiéncia de limites inferiores ndo decrescentes para o PQA. Os limites produzidos por
Assad & Xu (1985) e por Carraresi & Malucelli (1992, 1994) sdo comparaveis aos obtidos
por Frieze & Yadegar (1983) em termos de qualidade, com a vantagem de demandar menor
tempo computacional. Nao ha, no entanto, uma prova tedrica de sua convergéncia. Ainda
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nesta linha, temos os limites baseados em formula¢des duais: tais limites combinam as idéias
do GLB com um esquema de reducdo iterativo, utilizando o dual de uma relaxagdo de
programacdo linear do problema original (Hahn & Grant, 1998; Hahn et al., 1998). Os
resultados computacionais de Hahn & Grant (1998) mostram que estes limites sdo
competitivos em termo de qualidade quando comparados a alguns dos melhores limites
existentes, sendo superiores em termos de tempo computacional.

Limites Baseados em Métodos de Pontos Interiores: Resende et al. (1995) usam uma
relaxagdo linear dada por PLIM conjugada com métodos de pontos interiores € com um
algoritmo aproximado, conhecido por dual projetivo de Karmarkar & Ramakrishnan (1991).
Com o uso desta técnica, eles obtiveram limites melhores que os de Adams & Johnson
(1994), em termos de qualidade, sendo superados somente pelos limites baseados em
decomposigdo triangular que s6 podem ser calculados para PQA’s com estruturas especiais,
(PQA grids). No entanto, estes limites requerem alto esfor¢o computacional, ndo sendo
recomendado para algoritmos do tipo branch-and-bound. Neste caso, recomenda-se o limite
inferior dual de Hahn & Grant (1998), pois trata-se do unico limite conhecido capaz de com
menor esfor¢o computacional competir com o anterior em termos de qualidade.

Limites por Redu¢do de Varidncia: Propostos inicialmente por Li et al (1994a), sdo
baseados em esquemas de redugdo ao 6timo do PQA, definidos a partir da variancia das
matrizes F' e D. Estes pesquisadores usam estes limites em um algoritmo branch-and-bound.
Experimentalmente, eles apresentam baixo custo computacional e, em geral, sdo melhores
que o de Gilmore e Lawler, sendo mais eficientes quando as matrizes de fluxos e distancia
possuem variancia alta.

Limites Baseados na Formulagdo por Grafos: Como ja vimos, matrizes n xn, F' e D, que
armazenam os dados para um exemplar do PQA, podem ser vistas como matrizes de
adjacéncia de dois grafos valorados e completos K ¢ Kp. Sabemos que cada permutagio
7 €8, define um isomorfismo entre K ¢ Kp. Se considerarmos Z(F, D, 7) como o custo
deste isomorfismo, resolver o POA significa encontrar um isomorfismo de custo minimo
entre Kr e Kp. Um limite inferior que usa este conceito foi proposto originalmente por
Lawler (1963) e por Gavett & Plyter (1966), sendo posteriormente adaptado por Christofides
& Gerrard (1981). A idéia basica consiste em decompor os grafos Kr e Kp em k subgrafos
isomorfos, Kx(1), Kp(2), ..., Kr(k) e Kp(1), Kp(2), ..., Kp(k). Deste modo, os subgrafos Kp(i)
e Kp(i), devem ter o mesmo conjunto de vértices de K e Kp e toda aresta em cada uma das
cliques deve estar presente em pelo menos um dos subgrafos correspondentes. Portanto, o
nimero de ocorréncias de uma aresta de K e Kp nos subgrafos Kg(i) e Kp(i) € uma constante
d. Um isomorfismo entre Kr e K, associa cada subgrafo Ky(i) a exatamente um subgrafo
Kp(j), 1 <i, j <k O valor 6timo de um custo correspondente ao PAL, definido a partir dos
coeficientes de custos do POA, multiplicado por //d, determina um limite inferior para o
valor do custo 6timo do problema quadratico.

Limites Espectrais: Ha dois grupos deles, um apresenta limites derivados da formulagdo
traco e o outro reune aqueles relacionados a formulagdo PSD. Ambos sdo determinados em
func¢do dos autovalores das matrizes relacionadas aos dados do problema. Em geral, os
limites espectrais sdo os melhores conhecidos para o PQOA4, mas o seu calculo envolve
determinacdo de raizes de polindmios (autovalores) que, como sabemos, ¢ de grande
dificuldade computacional. Limites espectrais podem ser encontrados em: Finke et al. (1984,
1987), Rendl (1985), Hadley et al. (1990, 1992a, 1992b), Rendl & Wolkowicz (1992),
Karisch et al. (1994), Zhao et al. (1998), Anstreicher (2001) e Anstreicher & Brixius (2001).
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4. Métodos de Resolugdo

Uma estratégia para alcangar uma solugdo exata de problemas muito complexos ¢ dividi-lo
em subproblemas menores na tentativa de resolvé-los de forma exata. No entanto, na maioria
dos casos, tais problemas somente sdo resolvidos de forma heuristica, a partir da combinagao
de diferentes métodos. No contexto do PQA apresentaremos as diferentes técnicas utilizadas
para resolvé-lo, destacando-se as referéncias mais importantes.

4.1 Algoritmos Exatos

Os diferentes métodos utilizados para encontrar uma solugdo otima global para o PQOA
compreendem branch-and-bound, planos de corte ou combinagdes destes, como branch-and-
cut, e programa¢do dindmica. Os algoritmos do tipo branch-and-bound sdo os mais
conhecidos e utilizados e sdo definidos a partir de uma regra de alocagdo e de uma regra de
corte que, em geral, ¢ ditada por um limite inferior do problema. Em Gilmore (1962), Land
(1963) e Lawler (1963) encontramos os primeiros esquemas enumerativos que usam limites
inferiores para eliminar solugdes nao desejadas. Diversas referéncias estdo disponiveis sobre
algoritmos branch-and-bound para o PQA. Dentre as mais antigas, destacamos Gavett &
Plyter (1966), Nugent et al. (1969), Graves & Whinston (1970), Pierce & Crowston (1971),
Burkard & Stratman (1978), Bazaraa & Elshafei (1979), Mirchandani & Obata (1979),
Roucairol (1979), Burkard & Derigs (1980), Edwards (1980), Bazaraa & Kirca (1983),
Kaku & Thompson (1986) e Pardalos & Crouse (1989) e dentre as mais recentes temos
Burkard (1991), Laursen (1993), Mans et al. (1995), Bozer & Suk-Chul (1996), Pardalos
et al. (1997), Briingger et al. (1998), Ball et al. (1998), Spiliopoulos & Sofianopoulou (1998)
e Brixius & Anstreicher (2001). Nos ultimos anos estdo sendo muito utilizados
procedimentos que combinam técnicas de branch-and-bound com implementagdo paralela. E
através destas implementagdes que se tem obtido os melhores resultados para o PQA, cujo
sucesso na resolucao de instdncias maiores também estd diretamente relacionado ao avango
tecnoldgico alcangado em relagdo ao hardware. Os resultados publicados nesta categoria
estdo em Roucairol (1987), Pardalos & Crouse (1989), Mautor & Roucairol (1994a),
Briingger et al. (1997), Clausen & Perregaard (1997) e Maniezzo (1997).

A programagdo dindmica ¢ uma técnica utilizada em casos especiais do PQOA onde a matriz
de fluxos ¢ a matriz de adjacéncia de uma arvore. Estes casos foram estudados por
Christofides & Benavent (1989) que, utilizando a abordagem PLIM, resolvem o problema
relaxado com um algoritmo de programagdo dindmica. Isto s6 foi possivel, porque tais
instancias tém complexidade polinomial. Esta técnica também foi utilizada por Urban
(1998).

Meétodos de planos de corte aplicados ao PQA foram introduzidos por Bazaraa & Sherali
(1980). Tais métodos apesar de ndao apresentarem resultados satisfatorios contribuiram na
formulag@o de algumas heuristicas baseadas em planos de corte que fazem uso de PLIM e da
decomposi¢do de Benders. A técnica empregada ainda ndo é amplamente utilizada, mas t€m
fornecido solugdes de boa qualidade no caso do PQA, cuja convergéncia lenta, s6 permite
resolver pequenas instancias (Kaufman & Broeckx, 1978; Balas & Mazolla, 1980; Bazaraa
& Sherali, 1980, 1982; e Burkard & Bonniger, 1983). A técnica branch-and-cut, cujo termo
foi proposto originalmente por Padberg & Rinaldi (1991), surge como uma estratégia
alternativa as anteriores e explora o politopo definido pelas solugdes viaveis do problema
considerado. A principal vantagem de algoritmos branch-and-cut sobre os de planos de corte
¢ o uso de cortes que sdo validos para o politopo formado por todas as solugdes vidveis,
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definindo facetas. Tais cortes associados as facetas sdo mais significativos que os produzidos
pelo método de planos de corte, pois a convergéncia para uma solugdo 6tima é acelerada. O
pouco conhecimento do politopo caracterizado pelas solu¢des do PQA é o motivo pelo qual
os planos de corte poliédricos ainda quase ndo sdo aplicados neste caso. Apesar disso, alguns
pesquisadores tem conseguido, nos anos mais recentes, encontrar propriedades basicas desse
politopo, o que podera contribuir para futuros desenvolvimentos de algoritmos. Consulte
Jinger & Kaibel (1996a, 1996b, 2001) e Padberg & Rijal (1996).

4.2 AlgoritmosHeuristicos

Algoritmos heuristicos sdo aqueles que ndo apresentam garantia de determinacéo da solugéo
otima para o problema estudado. Os métodos aproximativos podem se enquadrar nesta
categoria, acrescentando-se que, para estes casos, sao conhecidas propriedades com garantia
do pior caso. Além disso, conforme Osman & Laporte (1996), ¢ comum, na literatura de
Otimizagdo Combinatdria, os algoritmos aproximativos serem tratados como algoritmos
heuristicos. E neste contexto que nos enquadramos — estamos considerando técnicas
heuristicas apenas como procedimentos dedicados ao problema considerado na busca de
solugdes de boa qualidade. As técnicas mais abrangentes e atuais que podem ser adaptadas a
diversos problemas sdao as metaheuristicas e serdo objetos do proximo topico. As heuristicas
para o POA abrangem os seguintes tipos: métodos construtivos, métodos de enumeragéo
limitada e métodos de melhoria. Ao final deste item, destacamos os algoritmos
aproximativos com propriedades matematicas para garantir o pior caso mas, que dado a
dificuldade do PQA, sdo aplicados apenas a instancias muito particulares.

Os métodos construtivos surgiram com Gilmore (1962) e sugerem, em cada caso, a construgao
de uma permutacdo, de modo que a cada passo um objeto ¢ atribuido a um dado local.
Considere os conjuntos 4 e L, o primeiro, de objetos alocados e o segundo, de localizagdes
ocupadas, ambos inicialmente vazios. Em tais métodos a construcao de uma permutagdo =
¢ feita de forma heuristica, escolhendo-se a cada passo, a proxima alocacdo (i,j), tal que
i gA,j L, e fazendo-se 7(i) = j. Para um problema de ordem n o processo ¢ repetido até
completar uma permuta¢do na ordem do problema. Tais métodos foram utilizados em
Armour & Buffa (1963), Buffa et al. (1964), Sarker et al. (1995, 1998), Tansel & Bilen
(1998), Burkard (1991), Arkin et al. (2001), Gutin & Yeo (2002) e Yu & Sarker (2003).

Os métodos de enumeragdo somente podem garantir que a solugdo encontrada ¢ 6tima se
chegarem ao final do processo enumerativo. No entanto, ¢ muito comum que uma boa
solugdo, ou até mesmo uma solugcdo Otima, seja encontrada no inicio da enumeracao.
Observa-se que, quanto melhores sdao as informagdes utilizadas para guiar a enumeragdo,
maiores serdo as chances de se encontrar prematuramente solugdes de boa qualidade. No
entanto, garantir o 6timo para a solugdo encontrada, em geral, ¢ muito demorado. Para
limitar esta enumeragdo, sdo definidas condi¢des de parada, tais como: um niimero maximo
de iteracdes realizadas pelo algoritmo; finalizar o algoritmo se apds um nimero pré-
determinado de passos ndo ocorrer nenhuma melhoria da fungdo custo; tempo maximo de
execucdo, etc. Torna-se bastante claro que qualquer um destes critérios de parada pode
ocasionar a eliminagdo da solug¢do 6tima, o que nos leva a tomar certos cuidados ao utilizar
métodos de enumeragdo limitada (Burkard & Bonniger, 1983; ¢ West, 1983).

Os métodos de melhoria compreendem os algoritmos de busca local. A maioria das
heuristicas aplicada ao PQA faz parte desta categoria. Um método de melhoria inicia-se com
uma solucdo viavel e tenta melhora-la, procurando outras solu¢des em sua vizinhanga.
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O processo ¢ repetido até que nenhuma melhoria possa ser encontrada. Os elementos basicos
de tais métodos sdo: a vizinhanga e o critério de selegdo que define a ordem em que os
elementos vizinhos sdo analisados (Mirchandani & Obata, 1979; Bruijs, 1984; Burkard &
Cela, 1995; Li & Smith, 1995; Anderson, 1996; ¢ Talbi et al., 1998a). Métodos nesta
categoria sdo comumente utilizados pelas metaheuristicas.

Antes de finalizar este item, vale considerar que até agora, os algoritmos aproximativos com
garantia de performance por uma constante s6 foram obtidos para casos muito especiais do
PQA, quando, por exemplo, a matriz de distancias atende a desigualdade triangular
(Queyranne, 1986) ou quando o problema ¢ tratado como um caso de clique maximal com
limite maximo definido previamente (Arkin et al., 2001).

4.3 Metaheuristicas

Até o final dos anos 80, os métodos heuristicos propostos para resolver problemas de
otimiza¢do combinatoria eram, em sua maioria, especificos e dedicados a um dado problema.
A partir dai, esse paradigma muda e surge um grande interesse em técnicas que sejam mais
gerais e por isso, aplicaveis a diversos problemas. Técnicas assim sd3o conhecidas por
metaheuristicas. Dentre elas destacam-se: simulated annealing, busca tabu, algoritmos
genéticos, scatter search, grasp (greedy randomized adaptive search procedures), colonia de
formigas, busca em vizinhanga variavel, conhecida também por VNS (variable
neighbourhood search), e outras técnicas. Com o surgimento das metaheuristicas, o
Problema Quadratico de Aloca¢do ganhou um novo impulso, dado que toda metaheuristica
ao ser implementada usa o POA como elemento de prova de sua eficiéncia, uma vez que este
¢ um dos mais dificeis problemas de otimizagdo combinatéria. Em Maniezzo & Colorni
(1995) e Taillard et al. (2001) sdo analisados e comparados resultados de algumas
metaheuristicas aplicadas ao PQA, tais como busca tabu, genético, scatter search, colonia de
formigas e algumas propostas hibridas.

Simulated Annealing é um algoritmo de busca local que explora a analogia entre os
problemas de otimizagdo combinatdria e os da mecanica estatistica (Kirkpatrick et al., 1983).
Tal analogia ¢ feita associando-se as solugdes viaveis dos problemas de otimizagdo
combinatdria a estados dos sistemas fisicos sendo que seus custos sdo associados a energia
desses estados. Consideremos dois estados sucessivos de energia E; e E;;, correspondendo a
duas solugdes vizinhas e tomemos AE = E;,; — E;. As seguintes situacdes podem ocorrer: se
AE < 0, ha redugdo de energia e o processo continua, ou seja, ha redugdo na fungéo custo do
problema e a nova alocagdo deve ser aceita; se AE = (0, ha situagdo de estabilidade e
portanto, ndo ha alteragdo de energia, isto é, a fung@o custo do problema permanece
inalterada; se AF > 0, fica caracterizado um aumento de energia, Util no processo fisico para
permitir uma futura acomodagdo das particulas, ou seja, a fun¢ao custo do problema sofre
aumento. Ao invés desta alocagdo ser eliminada, ela poderd eventualmente ser aproveitada.
Para isso, uma fungdo de probabilidade devera ser acionada para evitar a convergéncia da
funcdo para minimos locais indesejaveis. Uma das primeiras aplicagdes do simulated
annealing ao PQA foi proposta por Burkard & Rendl (1983). Posteriormente, novos
componentes de equilibrio foram apresentados por Wilhelm & Ward (1987). Connolly
(1990) introduziu um conceito de “temperatura 6tima” que fornece resultados promissores.
Mais tarde, Abreu ef al. (1999) aplicaram a técnica ao PQA, procurando reduzir o nimero de
inversdes associado a solugdo do problema, ao invés de custo. Outros trabalhos que abordam
ou adotam o simulated annealing para resolver o PQA sdo Bos (1993), Burkard & Cela
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(1995), Peng et al. (1996), Mavridou & Pardalos (1997), Chiang & Chiang (1998), Tian
et al. (1999), Tsuchiya et al. (2001) e Siu & Chang (2002).

Busca Tabu é um algoritmo de busca local introduzido por Glover (1989a, 1989b) para
problemas de programagdo inteira, com o objetivo de encontrar solugdes de boa qualidade.
Caracteriza-se pela existéncia de uma lista atualizada das melhores solugdes encontradas no
decorrer do algoritmo, onde cada solugdo possui um valor de prioridade ou critério de
aspiracdo. Seus ingredientes basicos sdo: uma lista tabu, para armazenar um histérico da
evolugdo do processo de busca; um mecanismo que permite aceitar ou rejeitar uma nova
alocacdo na vizinhanga, baseado nas informac¢des armazenadas na lista tabu e suas
respectivas prioridades; € um mecanismo que permite alternar entre estratégias de
diversificagdo e intensificacdo na vizinhanga. Varias adaptagdes deste algoritmo para o POA
podem ser encontradas em Skorin-Kapov (1990, 1994), Taillard (1991), Bland & Dawson
(1991), Rogger et al. (1992), Chakrapani & Skorin-Kapov (1993) e Misevicius (2003a). O
desempenho de tais algoritmos, apesar da inconveniéncia de dependerem muito do tamanho
da lista tabu e da forma como esta lista ¢ manipulada, os mostra como estratégias bastante
eficientes para o PQOA, segundo analises feitas em Taillard (1991) e Battiti & Tecchiolli
(1994a). Em Taillard (1995), podemos encontrar uma comparagdo do uso de busca tabu e
algoritmo genético, ambos aplicados ao problema em questao.

Algoritmos Genéticos sdo técnicas que se apdiam nos mecanismos de selecdo e adaptagdo
natural das espécies. Tais algoritmos mantém uma populagdo formada por um subconjunto
de individuos, que no caso do POA correspondem as permutagdes viaveis, com valores de
aptiddo associados aos custos de tais permutagdes. Através dos chamados operadores
genéticos e de critérios de selegdo, cada algoritmo substitui uma populagdo de individuos por
outra, com valores de aptiddo, em média, melhores. A idéia basica consiste em acreditar que
os melhores individuos sobrevivem e geram descendentes com suas caracteristicas
hereditarias, de maneira semelhante a teoria biologica das espécies. De forma analoga, os
algoritmos genéticos partem de um conjunto de solugdes iniciais geradas aleatoriamente,
avaliam seus custos, selecionam um subconjunto das melhores solugdes e realizam operacdes
genéticas sobre elas, gerando um novo conjunto de solugdes ou uma nova populagio (Davis,
1987 e Goldberg, 1989). Algumas propostas de algoritmos genéticos para o POA estdo em
Brown et al. (1989), Bui & Moon (1994), Tate & Smith (1995), Mavridou & Pardalos
(1997), Tavakkoli-Moghaddain & Shayan (1998) e Gong ef al. (1999). A utilizagdo destes
algoritmos ao PQOA apresenta dificuldades na obtengdo de solugdes otimas, até mesmo para
pequenas instancias. Porém, propostas hibridas utilizando algoritmos genéticos mostraram-se
mais promissoras, como veremos adiante.

Scatter Search foi introduzida por Glover (1977) em um estudo heuristico de problemas de
programagdo linear inteira. E um método evolutivo que considera combinagdes lineares de
vetores-solugdo para produzir novos vetores-solugdo através de geracdes sucessivas. Esta
metaheuristica ¢ composta por uma fase inicial e outra evolutiva. Na primeira, se constitui
um conjunto de solugdes, das quais as melhores sdo escolhidas para fazerem parte de um
conjunto referéncia. Na fase evolutiva, novas solugdes sdo geradas utilizando combinagdes
de subconjuntos referéncia que sdo selecionados estrategicamente. A partir dai, um conjunto
das melhores solugdes geradas ¢ incluido no conjunto referéncia. Os procedimentos da fase
evolutiva sdo repetidos até que o processo satisfaga a um critério de parada qualquer. Uma
aplicag@o ao PQA pode ser encontrada em Cung et al. (1977).

GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedures) ¢ uma técnica aleatoria e
iterativa onde, a cada iteragdo, uma solugdo aproximada para o problema ¢é obtida. A melhor
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solugdo resultante de todas as iteragdes ¢ a solugdo final. Em cada iteragdo, a primeira
solucdo ¢é construida através de uma funcdo gulosa aleatdria e as solugdes posteriores sdo
obtidas aplicando-se, sobre a solucdo anterior, um algoritmo de busca local que fornega uma
nova solugdo melhor que a anterior. Ou seja, cada iteracdo é composta por duas fases, uma
de construcdo e outra de busca local. Ao final de todas as iterag¢des, a solugdo resultante é a
melhor solugdo gerada. Nada garante que solugdes geradas por uma constru¢do grasp néo
recaiam em Otimos locais. Assim, ¢ importante aplicar a fase de busca local na tentativa de
melhorar tais solugdes. Com o uso de estruturas de dados personalizadas e uma imple-
mentagdo cuidadosa, uma fase construtiva eficiente pode produzir boas solugdes iniciais,
possibilitando uma busca local eficiente. Esta técnica foi aplicada ao PQOA por diversos
pesquisadores e pode ser encontrada nos seguintes artigos: Li et al. (1994b), Feo & Resende
(1995), Resende et al. (1996), Fleurent & Glover (1999), Ahuja et al. (2000), Pitsoulis et al.
(2001) e Rangel et al. (2000). Também foi aplicada a variagdes do PQA: Mavridou et al.
(1998) a aplicaram ao BiPQA e Aiex et al. (2000) ao POA 3-dimensional. Os resultados
mostram que o grasp de Ahuja et al. (2000) é o algoritmo que apresenta melhores resultados.

Colonia de Formigas trata-se de uma classe de algoritmos distribuidos que tem como
principal caracteristica, a defini¢do de propriedades na interagdo de varios agentes simples.
Tem como principio a forma como as formigas sdo capazes de encontrar um caminho do
formigueiro até uma fonte de alimento e vice-versa. Cada agente simples ¢ chamado de
formiga e o conjunto de formigas, cooperando numa atividade comum para resolver um
problema, constitui o sistema A4S. A principal caracteristica do método ¢ que a interagdo
desses agentes gera um efeito sinérgico, pois a qualidade da solugdo obtida aumenta quando
tais agentes trabalham juntos, interagindo entre si, para a resolu¢do de um mesmo problema.
Resultados numéricos para o PQA sdo apresentados em Maniezzo & Colorni (1995, 1999),
Colorni et al. (1996), Dorigo et al. (1996), Maniezzo (1997) e Gambardella et al. (1999)
mostram que coldnias de formigas sdo heuristicas competitivas, principalmente para instancias
que possuam poucas solugdes boas proximas umas das outras. Outras referéncias sobre este
assunto estdo em Stiitzle & Dorigo (1999), Stiitzle & Holger (2000) e Talbi et al. (2001).

Busca em Vizinhan¢a Variavel, conhecida por VNS (Variable Neighbourhood Search), foi
introduzida por Mladenovié¢ (1995) e Mladenovi¢ & Hansen (1997). E baseada na mudanga
sistematica das vizinhangas utilizadas na busca e vem sendo aplicada na resolucdo de
grandes exemplares para problemas combinatérios. Em Taillard & Gambardella (1999) sdo
propostas trés estratégias para o POA, sendo uma delas uma busca em vizinhanga variavel,
segundo o paradigma basico, e as outras duas, métodos hibridos baseados em combinagdes
de métodos descritos anteriormente.

Além disso, existem diversas propostas de algoritmos hibridos aplicados ao POA. No artigo
Bolte & Thonemann (1996) os autores combinam simulated annealing com genético, Battiti
& Tecchiolli (1994b), Bland & Dawson (1994) e Chiang & Chiang (1998) usam busca tabu
com simulated annealing para o problema de layout, enquanto Hasegawa et al. (2002) e
Talbi et al. (1998b) utilizam busca tabu junto com redes neurais. Propostas hibridas que
combinam algoritmos genéticos com busca tabu (Fleurent & Ferland, 1994) ou com
algoritmo guloso (Ahuja ef al., 2000) mostraram-se mais promissoras que o uso de genético.
Algumas categorias de algoritmos genéticos hibridos s@o conhecidas como memetic
algorithms ou evolutionary algorithms. Nesta linha podem ser encontrados os seguintes
trabalhos: Brown ef al. (1989), Brown & Huntley (1991), Carrizo ef al. (1992), Huntley &
Brown (1996), Merz & Freisleben (1997), Nissen (1997), Ostrowski & Ruoppila (1997) e
Misevicius (2003b). Ha, ainda, uma técnica introduzida por Goldbarg & Goldbarg (2002)
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que usa uma variacdo dos algoritmos genéticos, chamada de heuristicas transgenéticas.
Aplicadas ao PQA, elas apresentaram resultados no maximo compativeis com os demais,
sem acrescentar ganhos em tempo de computagéo.

Mais recentemente, as redes neurais vém sendo aplicadas ao PQA por Liang (1996), Obuchi
etal. (1996), Tsuchiya et al. (1996), Ishii & Sato (1998, 2001), Rossin et al. (1999) e
Hasegawa et al. (2002). Finalmente, em 2003, um trabalho que utiliza a defini¢cdo de pontos
extremos em um algoritmo de busca local foi desenvolvido por Fedjki & Duffuaa (2004)
para resolver o problema.

5. Conclusdes

Apos apresentarmos o PQA por diversas abordagens, seria interessante analisarmos, face as
referéncias aqui inseridas, como as diferentes formulagdes puderam contribuir para o avango
no estudo do problema, tanto na determinagdo de limites inferiores, como na construgdo de
métodos de resolugdo. Também, é possivel interpretar como o problema quadratico de
alocagdo vem se desenvolvendo ao longo destes 50 anos. Por exemplo, € possivel responder
a seguinte questdo: Por que motivos, em um dado periodo, as pesquisas em torno deste tema
foram mais intensas, despertando maior interesse da comunidade cientifica?

A bibliografia apresentada neste trabalho com 278 publicagdes listadas determina o universo
para esta analise. Nas tabelas que se seguem, as referéncias sdo agrupadas por tipos de
abordagem dada ao problema, determinadas pelas formulagdes classificadas na seg¢do 2;
tipos de limites inferiores adotados segundo a classificagdo da sec¢do 3; técnicas ou
procedimentos de resolucdo dados na sec¢do 4; pela distribuig@o das referéncias em relagdo a
aplicagoes do PQOA versus desenvolvimento teorico (formulagdes, limites inferiores e estudos
referentes a dificuldade computacional) versus procedimentos de resolugdo e, finalmente,
pela distribui¢@o das referéncias ao longo do tempo.

A Tabela 1 apresenta o numero de publicagdes relacionadas as distintas formulagdes do
PQA, aqui classificadas por Programagdo Linear Inteira (PLI), Programacao Linear Inteira
Mista (PLIM), Permutagdo (PM), Traco (TR), Programacdo Semidefinida (PSD) e Grafos
(GR). Observamos que a abordagem do PQA que identifica solu¢cdo com permutacdo é a que
mais vem sendo utilizada, seguida pelas formulagdes dadas por programacdo linear inteira e
linear inteira mista. As formulagdes menos adotadas na literatura, talvez por se tratarem das
mais recentes, sdo aquelas que derivam da programacdo semidefinida e aquelas exclusiva-
mente adotadas por grafos.

Tabela 1 - Publicagdes Relativas a Formulagdes do POA.

Formulacdes

60

45

30

15

PLI PLIM PM TR PSD GR
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A Tabela 2 apresenta a quantidade de publicagdes relacionadas aos limites inferiores,
seguindo a classificagdo que adotamos neste artigo, ou seja, limites de Gilmore e Lawler
(GLB), limites baseados em relaxagdes PLIM (LPLIM), limites baseados em reformulag¢des
(LBR), limites baseados em Métodos de Pontos Interiores (LMPI), limites por redugdo de
variancia (LRV), limites baseados na formulagdo por grafos (LGR) e, finalmente, limites
derivados da formulag@o trago (LTR), também chamados por limites espectrais.

Tabela 2 — Publicagdes Relativas a Limites Inferiores.

Limites Inferiores
15
10
5
0
GLB LPLIM LBR LMPI LVR LGR LTR

Observando a Tabela 2, concluimos que a maioria dos trabalhos utiliza os limites inferiores
derivados do de Gilmore ¢ Lawler (GLB), seguido dos limites espectrais. Observamos que a
quantidade de trabalhos que abordam os limites espectrais ¢ consideravel, sendo os mais
recentes ¢ os melhores em qualidade. No entanto, os mais rapidos para calcular e que
também sdo eficientes correspondem aos derivados do GLB. Isto justifica a distribuigcdo
retratada por esta tabela.

A Tabela 3 registra a distribuicdo de referéncias pelos métodos de resolugdo aqui
classificados por: Métodos Exatos (EXATO), Métodos Heuristicos (HEUR) e Metaheuristicas
(META).

Tabela 3 — Publicagdes Relativas a Métodos de Resolugao.

Métodos de Resolucgao

EXATO HEUR META

Se confrontarmos os métodos exatos contra os heuristicos, incluindo as metaheuristicas, estes
ultimos sdo utilizados em 93 artigos, contra 43 que utilizam algoritmos exatos.
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A Tabela 4 registra a distribui¢o de referéncias pelos métodos de resolugdo, tipo
metaheuristica, aqui classificados. Assim temos: Simulated Annealing (MSA), Busca Tabu
(MBT), Algoritmos Genéticos (MAG), Scatter Search (MSS), GRASP (GRASP), Colonia de
Formigas (MCF), Busca em Vizinhanga Variavel (VNS), Algoritmos Hibridos (MAH) e
Redes Neurais e outros (RNO).

Tabela 4 — Publicagdes Relativas a Metaheuristicas.

Metaheuristicas

20

15

10

[9)]

MAS MBT MAG MSS GRASP  MCF VNS MAH RNO

Ao analisarmos a Tabela 4 vemos que os procedimentos hibridos resultantes de composigdes
de metaheuristicas distintas sdo os mais utilizados. No entanto, ao analisarmos a tabela
comparando somente as metaheuristicas puras, os procedimentos baseados em simulated
annealing e grasp sao os mais aplicados ao PQA. Ultimamente as redes neurais vém sendo
utilizadas na resolug@o deste problema e aqui estdo representadas na coluna RNO.

Cada uma das duas tabelas restantes apresenta a distribuicdo das publica¢des aqui referidas
de acordo com as seguintes caracteristicas: a Tabela 5 mostra como as referéncias se
distribuiram em relagdo a artigos dedicados a aplicagdes do POA, (Apl), a trabalhos tedricos
envolvendo formulagdes, estudos de complexidade e técnicas de limites inferiores (Teor) e
ainda aqueles dedicados a procedimentos de resolucdo do problema (4lg). A Tabela 6 distribui
o nimero de artigos por periodo de 3 anos, a partir de 1957, quando o problema foi proposto.

Tabela 5 — Classificag¢do das Publicagdes: em artigos de aplicagdes, de teoria e de algoritmos.

Classificacdo das PublicacGes

120

90

60

30

Apl Teor Alg
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Tabela 6 — Numero de publica¢des x triénios.

1957-2003

70
60
50
40
30
20
10

57 60 63 66 69 72 75 78 81 8 8 90 93 96 99 02 03

E possivel observar que o nivel de interesse pelo problema vem crescendo até o final da
década de 70. Nesta ocasido, este se mantém ou até mesmo diminui uma vez que a teoria até
entdo muito desenvolvida ndo conseguia contribuir com a melhoria na qualidade de solucdes
encontradas pelos procedimentos existentes, mesmo para pequenas instancias (em torno de
20 facilidades e locais). Ao final dos anos 80, com o surgimento das metaheuristicas, este
problema ganhou notoriedade, pois uma metaheuristica s6 poderia ser considerada
competitiva se aplicada ao PQOA conseguisse apresentar melhores resultados que aqueles
conhecidos. Com o avancgo tecnoldgico (computacio paralela) combinado com estas técnicas
mais gerais (metaheuristicas) tornou-se possivel determinar solugdes 6timas para instincias
maiores. Em verdade, um pouco maiores, no caso deste problema (como vimos hoje ¢é
possivel resolver casos de instdncias de ordem 30). Novamente, observando a Tabela 6,
vemos que, a partir de 2000, o interesse da comunidade cientifica pelo POA parece diminuir.
Podemos imaginar que este desinteresse mais recente decorra de que nenhum fato oriundo
das recentes especulacdes teodricas ou técnicas (avango computacional) foi capaz de produzir
um avango significativo na possibilidade da resolucdo exata de exemplares maiores do
problema. Conforme dissemos na Introdu¢do, somente no ano 2000, provou-se que as
solugdes Otimas para a instdncia Nug30 e outras de tamanho equivalente foram alcangadas,
mesmo assim, com consideravel esforco computacional.
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