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Resumo

O Problema Quadratico de Alocagdo, PQA, foi estudado utilizando uma abordagem algébrica através de
uma relaxacao linear, o Problema de Alocagdo Linear, PAL. A utilizagdo dessa abordagem se deve ao
fato de existir na literatura o Teorema das Inversdes demonstrado por Rangel em [Ran00] que associa o
custo de uma solugdo do PQA ao niimero de inversdes de sua correspondente linear no PAL. Embora seja
polinomial o reconhecimento de uma solugdo linear viavel para o PQA, caracterizar no conjunto de todas
as solugdes do PAL quais sdo as que satisfazem o PQA ¢ uma tarefa extremamente dificil. Neste trabalho
construimos uma matriz que armazena informagdes de solugdes lineares capazes de gerar solugdes
quadraticas. Combinando esse mapeamento com o Teorema das Inversdes apresentamos um método
construtivo que gera solugdes iniciais de boa qualidade. A grande vantagem dessa matriz é que seu custo
computacional e gasto de memoria sdo baixos. Propomos também uma versdo paralela deste algoritmo.

Palavras-chave: problema quadratico de alocagdo; problema de alocagdo linear; teorema
das inversoes.

Abstract

The Quadratic Assignment Problem, QAP, was studied using an algebraic approach through a linear
relaxation, the Linear Assignment Problem, LAP. The reason for this approach is the Inversion
Theorem demonstrated by Rangel [Ran00]. In this theorem, the QAP solution cost is associated to the
number of inversions of the linear correspondent. Although recognizing if a linear solution correspond
to a QAP solution is polynomial, there are much more LAP solutions than QAP solutions, and therefore
to find them is a hard work. We construct a matrix that stores information about LAP solutions that are
able to generate QAP solutions. The Inversion Theorem in conjuction with this matrix permitted us to
present a constructive method that generates good initial solutions. The great advantage of this matrix
is the low computational cost of time and memory. A parallel version of this algorithm is proposed and
implemented in this work.

Keywords: quadratic assignment problem; linear assignment problem; inversion theorem.
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1. Introducio

Inicialmente formulado em um contexto econdmico por Koopmans & Beckmann [KB57], o
Problema Quadratico de Alocagdo (PQA) foi apresentado como a alocagdo de n facilidades
indissociaveis a n localidades com o objetivo de minimizar custos dessa alocagdo. O PQA ¢
um dos problemas mais dificeis da classe dos problemas NP-hard, devido ao seu alto grau de
combinatoriedade, a ponto de problemas de dimensdo n>30 ja serem considerados de
grande porte. Os estudos sobre métodos de resolucdo do PQA basicamente se dividem em
dois grupos: algoritmos exatos ou 6timos, e algoritmos heuristicos ou sub-6timos. Em ambas
as estratégias de estudo citadas, estd embutido o estudo de limites inferiores. Dentre os
limites mais famosos podemos destacar o de Gilmore [Gi62], Lawler [La63] e, mais
recentemente, o de Anstreicher & Brixius, que em 2001, [ABO1] desenvolveram um limite
inferior utilizado nos algoritmos exatos que trabalham com enumeragao implicita [ABLGO02].
Uma grande dificuldade encontrada pelos métodos exatos ¢ a necessidade de plataformas
poderosas ¢ uma grande quantidade de memoria para armazenamento. Por exemplo,
Anstreicher & Brixius [ABGLO02] apresentaram a solugdo Otima para o problema teste
Kra30b com um tempo computacional de 182 dias, usando uma tinica estagao de trabalho.

Justificadas pelas desvantagens apresentadas dos algoritmos exatos, uma grande quantidade
de pesquisas voltadas aos algoritmos heuristicos estd na literatura, podendo citar como
exemplo: o GRASP, proposto por Li, Paradalos & Resende [LPR94], que usa a idéia de
algoritmos construtivos associada a técnicas de melhoramento e Burkard & Stratman [BS78]
que propuseram uma heuristica usando o método de branch-and-bound. Nao podemos deixar
de citar as meta-heuristicas aplicadas ao PQA que utilizam como estratégia de melhoramento
os fendomenos naturais, entre elas temos o Simulated Annealing desenvolvido por Burkard &
Rendl [BRS83], o Algoritmo Genético que teve sua aplicagdio ao PQA por varios
pesquisadores, entre eles Tate & Smith [TS94], e o Sistema da Colonia de Formigas, estudo
por Maniezzo et al. [MCD94] e Gambardella et al. [GTD97].

Um livro dedicado ao PQA ¢é DIMACS [DIMACS94], resultado de uma coletanea de
trabalhos apresentados em um workshop dedicado ao PQA, organizados por Panos M.
Pardalos e Henry Wolkowicz. O de Eranda Cela [Ce98], fruto de sua tese de doutorado,
apresenta um survey do problema detalhando algoritmos exatos e heuristicos. Além disso, é
mostrado um estudo sobre algumas estruturas especiais de matrizes ¢ o Problema
Biquadratico de Alocagéo.

Um dos precursores do estudo do PQA através de uma abordagem algébrica foi Abreu
[Ab84]. Seguindo na mesma linha, Querido [Que94] apresentou um Simulated Annealing
cuja vizinhanga proposta ¢ baseada na teoria algébrica desenvolvida por Abreu; Rangel
[Ra00] provou o Teorema das Inversoes através de uma relaxagdo linear, o Problema de
Alocagdo Linear que associa diretamente o custo de uma solugdo quadratica ao niimero de
inversdes de sua solucdo linear correspondente, considerando uma classe especial de
solucdes. Recentemente Resendo & Rangel [RR04] propde uma construgdo de solucgdes
quadraticas de boa qualidade baseada no Teorema das Inversdes. Entre os trabalhos mais
recentes encontrados na literatura, podemos citar: Abreu et al. [ABQGO02], Hasegawa et al.
[HIAIO2] e Boaventura [Boa03].

O objetivo deste trabalho ¢ apresentar um algoritmo construtivo de melhoramento utilizando
solugdes iniciais de boa qualidade. Para isso, o trabalho esta organizado da seguinte forma:
na se¢do 2 ¢ apresentado o Problema Quadratico de Alocacdo e uma relaxacdo linear na forma
do Problema de Alocagdo Linear, o estudo da viabilidade das solugdes lineares com respeito
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ao PQA e ainda, ¢ enunciado o Teorema das Inversdes [Ran00]. Na se¢ao 3 € proposta uma
maneira de gerar solugdes quadraticas de boa qualidade, usando a relaxag@o linear e o Teorema
das Inversdes. As segdes 4 e 5 constam das descri¢des do algoritmo construtivo desenvolvido
e a apresentagdo dos resultados, respectivamente. Ao final, seguem as conclusdes.

2. Uma Relaxac¢ao Linear do Problema Quadratico de Alocaciao

Considerando que as solugdes de um exemplar do Problema Quadratico de Alocagdo
assumem a forma de permutagdes [KB57], descreve-se matematicamente a busca pela
melhor solucdo da seguinte forma:

Z(p)= ;211{1 2 Fidotiroi - (1)
"=l

tal que / <'i <j <n, 11, é conjunto de todas as permutagdes ¢ de 2, = {1, ..., n},e F=[f;] e
D = [dy,] sao matrizes de fluxo e distancia respectivamente.

Exemplo 1: Considere duas cliques Kr e Kp, representadas por duas matrizes,

Kp
3 n 10
S 12
€)
02 9 1 0 3 4 10
2 0 2 4 30 5 1
F = e D =
9 2 0 5 4 5 0 12
1 4 50 10 1 12 O

Figura 1 — Cliques valoradas Kr e Kp e suas respectivas matrizes.

onde uma solu¢do ¢ é dada por uma sobreposicdo de cliques representadas por uma
permutagdo. O custo desta alocagdo é 130 dado pela expressdo (1).

Q@
// I\\

1234]

Figura 2 — Sobreposi¢do das cliques, @ =
g posi¢ q @ (3 1 2 4
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Utilizando as caracteristicas das matrizes, tais como simetria e diagonal principal nula,
pode-se armazenar suas informacdes na forma de vetores com dimensdo N = C,,,
pela ordem lexicografica dos indices das matrizes. Para isso fazemos uso da bijecdo v (i,j) =
(Gi—Dn—i(i + 2)/2) +j que associa a cada par (i,j) € nxn com i<j um natural z € {1, ..., N}
que representa uma aresta das cliques. Para as matrizes F e D mencionadas sdo escritos os
vetoresF =2 912 4 5)eD=(341051 12).

Considerando apenas as sobreposi¢des de arestas, estabelecemos uma relaxagdo linear através

N
do Problema de Alocagdo Linear, PAL, que pode ser definido como: Z(&") = é{nin z Jildeay s
My i3

onde /1y € conjunto de todas as permutagdes &de Oy = {1, ..., N}. O PAL ¢é considerado uma
relaxagdo de um PQA no sentido de o conjunto de solugdes lineares conter as solugdes
quadraticas. No entanto, o numero de solugdes do PAL é bem maior que o numero de
solugdes quadraticas, conseqiientemente, nem sempre uma permutacdo de arestas pode
representar uma permutagdo de vértices. Tais solugdes sdo nao-viaveis para o exemplar do
PQA correspondente.

. . * — ~ ~
Considere as matrizes Q=F'D ¢ Q =(F)'D", onde F" ¢ D" sdo vetores com a ordenagdo
ndo-crescente e ndo-decrescente de F e D respectivamente.

Tabela 1 — Matrizes Q e Q° para o exemplo proposto.

*

Q 3 4 10 5 1 12 Q 12 10 5 4 3 1

2 8 20 10 2 24 1 12 24 24 48 60 108
9 27 36 90 45 9 108 2 10 20 20 40 50 90
1 3 4 10 5 1 12 2 5 10 10 20 25 45
2 6 8 20 10 2 24 4 4 8 8 16 20 36
4 12 16 40 20 4 48 5 3 6 6 12 15 27
5 15 20 50 25 5 60 9 1 2 2 4 5 9

Encontrar a solu¢do & 6tima do PAL é uma tarefa bem simples sendo que tal solugdo
coincide com o trago da matriz Q", além disso este é um limite inferior para o PQA definido
por F e D. Analogamente, obtemos um limite superior através da somatoria dos elementos da
diagonal secundaria da matriz Q. E facil observar que os problemas PAL(Q) e PAL(Q*) sdo
isomorfos pois para toda & € Iy (permutacao das colunas da matriz Q) existird uma p € [y
(permutagdo das colunas da matriz Q) correspondente.

, ~ * .
Porém, dada uma permutacdo p € /1y, que troca colunas em Q , como saber se existe uma
permutacdo de vértices da clique Ky sobre os da clique Kp a ela correspondente?

Para responder a questdo colocada é estabelecida uma relag@o entre £ e p. Para isso basta
armazenar em permutacdes auxiliares @gr e @p as trocas feitas nas posicdes dos vetores
durante a ordenacdo dos vetores F e D. Para o exemplo apresentado na Figura 1 temos

¢_123456e¢_123456
712613 45 b5 42 3 6 1)

Tendo as permutagdes auxiliares @gr ¢ @p obtemos a relagdo entre & e p através da bijegao

§:¢E)1°P°¢F~
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Admitindo uma p como sendo o trago da matriz, que ¢ a permutagdo identidade
[1 2 3 456

123456
seja,

j, fazemos uso da bije¢do para obtermos a & correspondente, ou

E=¢p' o pody, 0 que implica em,

5_123456 123 456)(1 23456
6 342151 2345%6)/2613435)
5_123456
356 42 1)

Uma vez feito isso definimos uma solugdo linear como viavel ao PQA, se dada uma p
podemos construir @ através do caminho inverso ao da relaxagao, representado pela Figura 3.

y! ¢

¢ ell, Selly pelly

Figura 3 — Visualizacgdo da viabilidade de solugéo.

Para p e 71y ser viavel é necessario que exista uma ¢ €[], que satisfaca a seguinte
seqiiéncia de igualdades:

e ~ B )
1o = L0 o = To a0 = L1 ()@ 1 = Tl

tal que r=1,..., N; ¢(i) =k e @) =1, onde ijkl=1, ..., n. Caso contrario, a solugdo ¢é
nao-viavel.

A seguir apresentamos o algoritmo SolViavel proposto por Rangel [Ran00] que verifica a
viabilidade de p com respeito ao PQA.

Algoritmo 1: SolViavel
Entrada: p, ¢y ¢ ¢'1 D
E=¢'p°p ¢
fort=1,..,Ndo
ListalJ[t] « v ' (1)
ListaKL[1] « ™' (&1)
end for

AN AN S > e
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7. if3dp e I, ..., ntal que ¢(1) = p para as (n — 1) primeiras combinac¢des then

8: (1) =p
9: fori=2 ..,ndo
10: [o(i) =1 #p] v [@i) = k =p] para ListaKL[i — 1]
11: end for
12: if @ construida possui todas as N combinacdes compativeis then
13: p & viavel
14 else
15: pndo € viavel
16: end if
17: else
18: pnao é viavel
19: end if

O término do algoritmo se da de forma trivial ja que todos os loop s sdo constantes de ordem
no maximo N.

Primeiramente o algoritmo gera a permutacdo & através da o usando a bijecdo da linha 2, e
constroi as Listasl] e ListaKL que sio o dominio e imagem da permutagio ¢
respectivamente. A linha 7 representa a fungdo que percorrera os (n — 1) primeiros elementos
das Listal] e ListaKL testando as combinagdes possiveis para montar uma ¢(1), caso essa
fungdo obtenha uma resposta negativa o algoritmo termina retornando que a solucdo p € nio-
viavel. No caso de uma resposta afirmativa, o loop da linha 9 tem como objetivo construir o
restante da permutacdo ¢ a partir da ListaKL. Apds construir ¢ , a linha 12 representa a
fun¢do que verifica as N combina¢des compativeis. No caso de encontrar alguma
incompatibilidade, o algoritmo termina retornando que a permutagdo o é ndo-viavel, caso
contrario, p é viavel.

Para simplificar a notagdo, no restante deste trabalho, representaremos as permutagdes
apenas por sua imagem (como na p apresentada no Exemplo 2), omitindo assim seu
dominio.

Exemplo 2: Admita a permuta¢do p= (6 5 1 4 2 3)e [

O primeiro passo do algoritmo sera encontrar a permutacdo & (que troca colunas de Q)
correspondente a p (que troca colunas em Q¥*), para isso faremos uso de ¢r e @p pela bijegdo
ja mencionada:

E=¢7p°p g

E=(634215%51423)%2613435)

E=(145623)

Na Tabela 2 apresentamos a aplicagdo da v~ para construgio das listas ListalJ e ListaKL,
bem como as possiveis combinagdes de vértices.

Note que nas (n— [) linhas construimos ¢ = (2 1 3 4), porém no restante das linhas da
tabela sdo apresentadas algumas incompatibilidades, logo p é dita nde-viavel.

Dado n, considere N=C,, e & e lly uma permutagdo. Defina os (n—1) primeiros
elementos da £ de cabeca e os N — (n — 1) elementos restantes de cauda da permutacgdo de &.
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Tabela 2 — Tabela auxiliar para o exemplo 2.

ListalJ ListaKL Combinacdes de vértices
v'(1)=(12) v'(1)=(12) [p() =1 Ap2)=2] v[ (1) =2A¢2)=1]
v'(2)=(13) v'(4)=(23) [p(1) =27 0(3) =3] v[ (1) =3 A¢3)=2]

v =a4) | v =24 | (o) =2:0@) =4 v[pl) =404 =2]
v'4)=(23) v'(6) =(34) [92)=32003)=4] v[p2) =41 p3)=3]
v'(5)=(24) v'(2)=(13) [02)=1A0(4)=3] v[p2)=3r0(4)=1]
y'(6) = (3.4) v'(3) =(14) [0B3)=11rp(4)=4] v[93) =41 pH4) =1]

Analisando as construc¢des do algoritmo, observam-se dois tipos de permutagdes ndo-viaveis.
Em um dos casos o algoritmo nao consegue montar a permutagdo quadratica ¢ (linha 7) e no
outro, o algoritmo consegue montar a ¢, ilustrado no exemplo 2, com os elementos da
cabeca da permutacdo. Porém ¢ encontrada incompatibilidade com os elementos da cauda
(linha 12). As permutacdes que obedecem ao segundo caso descrito serdo definidas como
pseudo-viaveis, assim, o conjunto das solu¢des vidveis de um exemplar esta contido no
conjunto das pseudo-viaveis, considerando a capacidade de constru¢@o de uma permutagéo
de vértices. O objetivo da defini¢do das solu¢des pseudo-viaveis é aumentar o espaco de
busca de solugdes lineares que geram solugdes quadraticas.

Propriedade 1: O numero de elementos do conjunto das solu¢oes pseudo-viaveis é dado por
n![N—m-1)]!

Prova: O niimero de solugdes vidveis é n/ que ¢ dado pelo nimero de solugdes do PQA. Seja
p € Iy uma solucdo viavel para o PQA sendo assim, a cabega da & correspondente é capaz
de construir uma solugdo quadratica ¢ € /7,. Fixando a cabeca da & isto ¢, as (n—1)
primeiras componentes, podemos permutar as N — (n — /) componentes da cauda gerando
desta forma /N — (n — 1)]! pseudo-vidveis. Pelo Principio Fundamental da Contagem temos
que o numero de pseudo-viaveis é n!/[N— (n—1)]!.[]

Veja a relagdo de proporgao:

e n=4=>N=6
e NI!=720 solug¢des lineares com n!=24 solugdes viaveis.
e N!=720 solugdes lineares com n!(n-1)! =24x 6 = 144 solugdes pseudo-viavies.

2.1 Teorema das Inversdes e Permutacées Livremente Comparaveis

Encontramos na literatura o Teorema das Inversdes demonstrado por Rangel em [Ran00],
[RAO1] e [RAO3], que associa o custo Z(p) de uma solugdo p do PAL(Q*) ao o seu nimero
de inversdes. Para um melhor entendimento do teorema, seguem algumas defini¢cdes que lhes
dao suporte. Essas definigdes também sdo encontradas nas referéncias citadas acima:

e inversio: ¢ dada pelo par (p(i). p(j) tal que p(j) < p(i) com i<j e ije?". Considere
3(p) o conjunto com todos os pares de (p(i), p(j)) que possuem uma inversao.

e numero de inversdes de p: ¢ dada pela cardinalidade do conjunto J(p). Exemplo:
Assuma a permutagdo p=(4 1 2 3 6 5), temos que 3(p) = {(4,1), (4,2), (4,3), (6,5)} e
#3(p) =4.
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e permutagdes livremente comparaveis: duas permutagoes p; e p, sdo ditas livremente
comparaveis quando podemos afirmar que Z(p)<Z(p) ou Z(py) <Z(p;)
independentemente dos valores dos vetores F- e D"

O Teorema das Inversdes pode ser compreendido da seguinte forma: “Os custos das
permutacoes p € [y que sdo livremente compardveis crescem junto com os seus numeros
de inversoes”.

Como existe uma correspondéncia entre as solugdes quadraticas ¢ € [1, e as solucdes
lineares p € I1y podemos definir a partir do Teorema das Inversdes um critério de pré-
avaliacdo das solugdes do PQA. Dada uma solugio ¢ do PQA, se a solucdo linear
p € PAL(Q") correspondente a ela possuir um baixo niimero de inversdes, conseqiientemente
seu custo também o €. Vale lembrar que o teorema ¢ valido para o conjunto de permutagdes
livremente comparaveis que estd contido no conjunto de todas as permutacdes p € [ly.
Sabemos que uma ¢, permutacdo de vértices, pode possuir uma representante o que nao
pertence ao conjunto das permutagdes Livremente Comparaveis. Contudo, um estudo através
de regressdo linear feito por Rangel em [Ran00] mostra que essa relagdo se estende para o
conjunto de todas as permutacdes p € /1y. Na proxima se¢do apresentaremos uma proposta
para gerar solugdes quadraticas de boa qualidade [Res04] que sera parte integrante do
algoritmo construtivo apresentado neste trabalho.

3. Mapeamento das Solucdes Quadraticas no Universo das Solucées Lineares

Apesar da grande importancia do Algoritmo 1, ele se tornara ineficiente se tivermos que
enumerar todas as solugdes lineares para reconhecer as viaveis. Como visto na se¢@o 2, ndo
sdo necessarios os N elementos da permutacdo linear para que possamos gerar a permutagio
dos vértices correspondentes, caso exista. Para isso, bastam os (n — /) elementos da cabega.
Recordando o Algoritmo 1, as linhas 7 e 8 sdo capazes de descobrir um valor de ¢(7), no
caso da condig@o ser verdadeira. Uma pergunta natural ¢ a seguinte: “E se no lugar de
descobrirmos o valor de ¢(1), procurarmos quais elementos poderiam construir a cabeca de
uma permutacdo que gere um valor da ¢(1) pré-fixado? .

Como ¢(1) pode assumir n configuragdes e o numero de elementos necessarios de uma
solucdo linear & para gerar uma solucdo do PQA ¢ (n — 1), foi desenvolvido um algoritmo
que constroi uma matriz nx(n—1) que armazena, em cada i linha da matriz (i = 1, ..., n) a
cabeca de uma permutagdo & pseudo-viavel que responde ao questionamento anterior, isto €,
¢(1)= i, chamamos matriz HeadQ.

De posse disso, podemos gerar todas as pseudo-vidveis com o valor de ¢(1) que foi pré-
fixado. A seguir apresentaremos um algoritmo chamado ConstroiHead que alcanca os
objetivos descritos acima.

Algoritmo 2: ConstroiHead(N)
1. fort=1,..,Ndo

2 ListalJ[t] « v '(1) = (i)
3: HeadQ[i,j— 1] «t

4 HeadQ[ji] «t

5: end for
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Exemplo 2: Para ilustrar, considere n=4. A matriz HeadQ assume a seguinte
configuragdo:

Tabela 3 — Matriz HeadQ.

EDED) [ EB)
(12 3. he
1 1] 213 f—(l 5 3 'J—w()—
(12 3. Do
2 01| 4| s é—(l 4 5‘...j_)¢()_
(12 3. he3
3121416 5—(2 46 .J—w()—
(12 3. D4
4 |35 1|6 5—[3 s 6‘__)—>¢()—

Prova de Correcao: A invariante que rege o Algoritmo 2 é: “No final de cada iteragdo a
matriz recebe em duas posicoes ((ij—1) e (ji)) o elemento t, tal que t é o elemento
necessario para construir as ¢’s, para as quais ¢(1) =ie (1) =j".

Inicio: a matriz e a lista ListalJ estdo vazias, ambas sdo construidas a cada iteragdo do loop.

Manutenciao: Ao final de cada iteragdo o algoritmo se aproveita da estrutura da ListalJ para
alocar o elemento ¢, o indice da Listall, em posi¢des que irdo formar as cabegas das linhas

taisque (1) =ie (1) =j.

Término: Note que N =n(n—1)/2, como a matriz tem dimensdes nx(n—1), ¢ a cada
iterag@o sdo alocados 2 elementos, entdo ao final do /oop o numero de alocagdes na matriz é
2*n(n — 1)/2 que é exatamente o numero de elementos da matriz. Como a alocagdo ¢ dada
pelos pares (i,j— 1) e (j,i) e observando que / <i<j < n, temos que ndo existem duas
alocagdes em uma mesma posi¢ao, o que assegura que a matriz ¢ toda preenchida. [

Proposicao 1: Permutando-se os (n—1) elementos das n linhas existentes na Head(Q,
gera-se as n! solugoes do POA.

Prova: Considere um PQA cujas matrizes F e D sao de dimensdo n x n. As colunas da matriz
HeadQ sdo as imagens de &(1), &2), ..., &n — 1). Como a HeadQ tem ordem n x (n — 1),
cada linha k=1,..., n gera (n—1)! solugdes quadraticas com ¢(7) =k. Sendo n linhas,
geramos as nx(n — 1)! = n! solugdes para o PQA. [

De posse das permutagdes & & Iy, solugdes do PAL(Q), podemos gerar p e /1y, solugdes do
PAL(Q") que certamente serdo capazes de gerar uma ¢ € 77, solugdo do PQA. E necessério
trabalhar com as solugdes do PAL(Q") pois o Teorema das Inversdes ¢ aplicado quando os
vetores que definem o problema sio ordenados tais como F~ e D",
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Para a constru¢io de uma nova matriz, que chamaremos de HeadQ", fazemos uso da bijegio
p=d¢p °E°F's para efetuar a transformagdo entre essas matrizes. Como estamos
trabalhando somente com as cabecas das permutacdes & € /1y, temos que assegurar que as
imagens das aplicagdes ¢'p serdo I, ..., n— 1. Aplicaremos ¢, nos valores de &) com
i=1,..,n—1,indicando em que posicdo os elementos das linhas da matriz HeadQ* estdo
na permutacgdo p € [ly.

Para melhor esclarecimento, usaremos as permutagdes op=(2 6 1 3 4 S5)edp=(5 4 2
3 6 1) do Exemplo 1.

P ° & ° ¢;1 = P
123456 123456 123456 123456
[542361)0(123456) (314562J:(g§ A_J

123456 123456
0[145 J :[éé éj
123456 123456
0[246 ] :(111 QJ
123456 123456
°(356 j :(12 QJ

Figura 4 — Ilustracdo da construgdo da Head(Q*.

Para conhecer a imagem de cada elemento da matriz basta aplicar a fung¢do ¢, pois como
vimos a construgdo da matriz HeadQ esta baseada na permutacdo identidade de & € [y ¢ a
imagem da composigdo das permutagdes @p °& ° @'y é exatamente dp.

Exemplo 3: Para um exemplo qualquer com n = 4, a matriz HeadQ ¢ apresentada na forma
exibida no lado esquerdo da Tabela 4, aplicando a forma geral da HeadQ no exemplo 1

(comgpr=(2 613 4 5)egp=(54 2 3 6 1)) obtemos a matriz exibida no lado direito
da Tabela 4. Note que em negrito esta a matriz HeadQ.

Tabela 4 — Matriz HeadQ".

| gtz | dec2) | ae23) |
@ | @ | wi)
@ | @ | b6
@ | @ | g6
w3 | 06 | d®

AW N —
AW N =
N RN W o
A LW LW AN DN
~ ~ O\ N~

Uma vez produzido a matriz HeadQ" conseguimos gerar solugdes do PAL(Q") que
certamente irdo gerar uma & pseudo-viavel. Como o método de pré-selegdo das solugdes ¢,
pelo Teorema das Inversdes, buscar solugdes com baixo numero de inversdes, uma forma
simples de alcangar este objetivo ¢ a ordenacdo dos elementos de uma permutacdo. Nesse
caso, ordenaremos os elementos da matriz HeadQ" fazendo as mesmas trocas na matriz
HeadQ.
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Exemplo 4: Para ilustrar usaremos a primeira linha da HeadQ no diagrama da Figura 5.

HeadQ HeadQ"

[1 2 3] >[5 4 2]
Ordenacéo

321] <« [2 4 5]

Figura 5 — Diagrama com a idéia de minimiza¢do do niimero de inversdes.

A permutagdo ¢ = (I 2 3 4) que foi gerada pela linha da matriz antes da ordenagdo
apresenta um custo de /26 e apods a ordenagdo temos uma ¢ com custo de //2 dada pela
@=(1 4 3 2). Repetimos esse processo para todas as linhas da matriz, gerando n solugdes
¢’s de boa qualidade.

4. Algoritmo Proposto

Em linhas gerais, o algoritmo que chamamos de HeuristicHead, é basicamente um algoritmo
hibrido que combina um método construtivo de solu¢des iniciais com uma técnica de
melhoramento (busca local). Para o método de construgdo das solugdes iniciais € um
melhoramento prévio usamos a matriz HeadQ e HeadQ" e toda sua teoria envolvida,
destacando o Teorema das Inversdes e os resultados probabilisticos relacionados a ele. Para o
melhoramento das solu¢des geradas é usado uma método de busca local em torno de uma
vizinhanca de cada solugdo. O funcionamento do algoritmo pode ser traduzido no seguinte
pseudo-cddigo:

Algoritmo3: HeuristicHead(n)
Entrada de Dados;
Construcdo das solucdes iniciais na matriz HeadQ;,
Fori=1,...,ndo
Constroigp(HeadQl1]);
BuscaLocal(¢);
Atualizar Solugao;
end for
Retorna a melhor solucdo encontrada;

AN A

A fase de construcdo das solugdes iniciais, que ¢ onde reside o foco desse trabalho, ¢é
composta por varias etapas que podem ser dispostas da seguinte forma:

Leitura dos dados;

Ordenacdo dos vetores de Fluxo e Distancia;

Construcdo da ¢r e dp;

Construcao da matriz HeadQ,

Construcdo da matriz HeadQ;

Ordenacio das linhas na matriz HeadQ, com as respectivas trocas da matriz HeadQ.

AR R
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Os itens 2 e 3 devem pertencer a todo algoritmo que trabalhe com uma correspondéncia entre
o Problema de Alocagdo Linear e sua relaxacdo na forma do Problema de Alocagdo Linear,
ja que sdo os procedimentos justamente encarregados desta relaxagdo. A construgdo da
matriz HeadQ ¢ independente dos procedimento 1, 2 e 3. A construgdo da HeadQ e da
HeadQ" é o que caracteriza nossa heuristica. Uma vez de posse das permuta¢des lineares
efetuamos a ordenacdo de tais permutagdes com base no Teorema das Inversoes, para critério
de uma melhoria prévia das solugdes iniciais. Essa melhoria faz com que a busca local se
torne menos onerosa, por conseqiiéncia aumentando o desempenho do algoritmo.

Note que para um exemplar de dimensdo n nossa constru¢do produz n solugdes iniciais.
Devido a alta combinatoriedade do PQA e a estrutura de vizinhanga adotada nesse trabalho,
consideramos que seria conveniente promover sistematicas perturbagdes nas solugdes iniciais
com o objetivo de gerar novos elementos para a etapa da busca local. Tais perturbagdes sdo
descritas da seguinte forma: dada uma linha da matriz HeadQ [;= [l ls, ..., Lip—1)];
i=1,..,n, geramos (n — 2) novas solugdes da seguinte maneira:

Ui= [l Ly ooy L1y by oo i -] s V=1, o, m=2;

onde /’; gerard uma nova solucgdo inicial que sofreu um pequeno aumento no numero de
inversdes, porém ainda ¢ considerada boa.

O procedimento de busca local exige que se defina uma estrutura de vizinhanca. Neste
trabalho adotamos uma estratégia encontrada em [LPR94], conhecida como k-troca, para este
trabalho consideramos k = 2.

Além do algoritmo serial, seguindo uma tendéncia para problemas de grande porte, foi
implementada uma versdo paralela do mesmo. A paralelizagdo do algoritmo se justifica pelo
baixo custo e por conseguir tempos computacionais relativamente satisfatorios para
problemas de grande porte. Tal paralelizagdo se resume na distribui¢do e balanceamento das
tarefas, onde cada tarefa é a construcdo da permutagdo quadratica correspondente a uma
linha da matriz Head(Q, mais as (n— 2) perturba¢des mencionadas e as buscas locais para
cada uma dessas [1 + (n—2)] solugdes. A distribuicao ¢é feita através da divisao do numero
de linhas da matriz pelo nimero de processadores. Caso exista resto nesta divisao, as linhas
restantes serdo distribuidas aos processadores que primeiro desocuparem.

5. Resultados Computacionais

A implementacdo serial foi executada em um Pentium IV, 1,3 GHz com 256 de memoria
RAM. Nessa etapa dos testes foram executados exemplares de ordem menores ou iguais a
30, pois o objetivo inicial foi analisar o desempenho do algoritmo no sentido de observar a
relacdo qualidade de solucio x tempo.

Apesar do algoritmo HeuristicHead ndo garantir a otimalidade das solugdes, o Teorema das
Inversdes assegura a boa qualidade das mesmas. Uma caracteristica encorajadora ¢ a relagdo
qualidade de solugiio x tempo, mencionada anteriormente. Como exemplo podemos citar o
nug20, que apesar de ndo ter atingido o 6timo conseguiu um erro de 1,01% gastando para
isso 380 iteragdes em 8,2 segundos. A Tabela 5 apresenta o nome do exemplar, o melhor
resultado disponivel da QAPLIB, o resultado da heuristica HeristicHead, tempo
computacional e taxa de erro. Para uma comparagdo podemos citar o trabalho [LPR94] que
apresenta uma implementacao serial do GRASP. O algoritmo apresentado nesse trabalho
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obteve os mesmos resultados do GRASP em [LPR94] para os exemplos da Tabela 5, com
excecdo dos exemplos tail5a e tai30a que ndo sdo apresentados em [LPR94].

Tabela 5 — Resultados obtidos de exemplares conhecidos (rn <30).

Exemplo | QAPLIB HeuristicHead Tempo (seg) | Erro
nugl?2 578 582 0,20 0,68%
roul?2 235528 235528 0,18 0%
nugl5 1150 1152 1,08 0,17%
tail5a 388214 390782 0,73 0,66%
nug20 2570 2596 8,20 1,01%
scr20 110030 110058 8,80 0,03%
tai30a 1818146 1858226 175,85 2,2%
nug30 6124 6156 153,68 0,52%

Seguindo uma tendéncia atual para problemas de grande porte [BMCP98] [JGO5], o
algoritmo foi implementado em uma versao paralela, tal algoritmo foi executado no cluster
da Universidade Federal do Espirito Santo (UFES) montado no Laboratério de Computacgao
de Alto Desempenho [LCAD], que tem como estrutura a seguinte configuragdo: 64
processadores ATHLON XP 1800, onde o Master possui 512MB de RAM e nds com
256MB de RAM. Os testes da versdo paralela foram feitos em dois estagios. Primeiramente,
executamos um mesmo exemplo varias vezes com numeros diferentes de processadores,
mesmo sabendo que a solugdo encontrada seria a mesma, pois esse estiagio o objetivo era
analisar o progresso da relagdo nimero de processadores x tempo (em segundos).

Tabela 6 — Relagdo niimero de processadores x tempo para o exemplar tai40a.

tai40a
Processadores | Tempo (seg)
1 1325,25
2 662,88
10 133,57
12 134,53
15 100,05
19 98,47
20 65,85
25 66,77

Para o exemplo tai40a, o custo da melhor solugéo viavel disponivel na QAPLIB ¢ igual a
3139370 e o algoritmo HeuristicHead obteve custo igual a 3212174 com erro de 2,3%.
Na Tabela 6, o algoritmo mostra um comportamento regular na relagio niumero de
processadores x tempo. Note que o tempo computacional para 10 e 12 processadores, assim
como para 15 ¢ 19 e ainda 20 e 25, é bem proximo. Para explicar este fendmeno basta
dividirmos a ordem da matriz do exemplo pelo nimero de processadores. Por exemplo,
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temos que 40 + 10 =4 e 40 + 12 = 3,33..., assim para 10 processadores, cada um computa 4
linhas da matriz. Para 12 processadores teremos cada um computando 3 linhas, totalizando
36 linhas, restando 4 linhas que irdo ser distribuidas a quatro processadores (uma linha para
cada processador) que primeiro terminarem a tarefa inicial. Sendo assim, temos 4
processadores computando 4 linhas e 8 computando 3 linhas. Isso ndo € interessante, pois os
processadores com a tarefa menor (computar 3 linhas da matriz) sdo obrigados a “esperar” o
término dos demais processadores que estdo computando uma linha a mais da matriz, para
depois comparar os resultados. Essa “espera” é responsavel pela proximidade nos tempos de
processamento. O mesmo acontece para 15 e 19, e 20 e 25 processadores.

Uma vez apresentada a regularidade e desempenho do algoritmo e fazendo uso da conclusdo
anterior, nos proximos testes o nimero de processadores usados serd sempre um divisor da
ordem do exemplo referente. A Tabela 7 segue os mesmos moldes da Tabela 5, acrescida
apenas do numero de processadores.

Ainda sobre a questdo do tempo computacional, a pergunta que surge observando a Tabela 7
é: “por que exemplos de mesma ordem e calculados com o mesmo niimero de processadores,
com skol00a, skol00b, skol00c e skol00d, possuem tempo computacionais consideravel-
mente diferentes?”. A resposta esta no tempo computacional gasto na fase de busca local.

Pela Tabela 7 observamos que para exemplos considerados de grande porte, em nenhum caso
o algoritmo proposto encontrou a melhor solu¢do conhecida. Contudo, a relagdo qualidade
de solucdes x tempo nos dé resultados encorajadores. Como comparagdo podemos destacar
o trabalho [JG05] onde foi apresentado um estudo do PQA usando, Busca Tabu ¢ Colonia de
Formigas. O algoritmo apresentado nesse trabalho obteve os mesmos resultados na maioria
dos exemplos mostrados na Tabela 7, com excegdo dos exemplos tai(40a, 50a, 60a, 80a e
100a) que apresentaram um resultado inferior aos de [JGO5] (que para estes exemplos obteve
um erro médio de 0,12%, enquanto o nosso algoritmo obteve 2,5% de erro médio).

Tabela 7 — Alguns resultados obtidos de exemplo considerados grandes.

Exemplo | QAPLIB HeuristicHead | Processadores | Tempo (seg) | Erro
sko42 15812 15910 22 135,33 0,6%
sko56 34458 34760 28 1232,98 0,8%
sko64 48498 48782 32 1881,88 0,5%
sko72 66256 66780 36 3983,72 0,8%
sko90 115534 116430 45 24830,23 0,7%

sko100a 152002 152848 25 4849422 0,5%

sko100b 153890 154796 25 48220,22 0,5%

sko100c 147862 148688 25 46990,67 0,5%

sko100d 149576 150356 25 47668,47 0,5%
tai50a 4941410 5090380 25 252,43 3%
tai60a 7205962 7424510 30 801,47 3%
tai80a 13515450 13853702 40 4508,35 2,5%
tail00a 21075842 21584472 50 17576,03 2,4%
wil50 48816 48860 25 404,87 0,1%
wil100 273038 274026 25 66301,63 0,3%
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6. Conclusao

A principal proposta implementada nesse estudo foi de gerar, de forma vidvel
computacionalmente, solu¢des do PAL que fossem sempre vidveis para o PQA a ele
correspondente, isto €, promover um mapeamento das solugdes quadraticas no universo das
solugdes lineares. Vencido esta etapa, através da matriz Head@, produziu-se um algoritmo
de complexidade polinomial para a constru¢do da mesma. A unido de toda a teoria envolvida
culminou na heuristica HeuristicHead, que utiliza as matrizes HeadQ ¢ HeadQ* aliadas ao
Teorema das Inversdes para gerar solucdes de boa qualidade que irdo ser usadas como
solugdes iniciais para um processo de busca local. Através de teste, a HeuristicHead
apresentou uma boa relagdo qualidade de solugdes x tempo computacional. Na versdo
paralela com os testes de desempenho concluiu-se que para um melhor uso dos recursos o
numero de processadores deve ser um divisor da dimensdo do exemplar para ndo se perder
tempo com a espera de liberagdo de processadores. Na Tabela 6 pode-se notar que quando
aumentamos o numero de processadores, os tempos computacionais gastos com o exemplar
tai40a possuem uma relagdo com o numero de processadores, por exemplo, 1325.25 ¢
aproximadamente 2 x 662.88, bem como 1325.25 ¢é aproximadamente 20 x 65.85. Sendo
assim, levando essa relag@o aos exemplares da Tabela 7, os tempos computacionais seriam
muito altos se utilizdssemos num niimero baixo de processadores. Para trabalhos futuros
sugerimos uma implementacdo do algoritmo introduzindo um componente aleatério na fase
de construg@o das solugdes iniciais. Desta forma, haveria uma diversificagdo no espago de
busca, podendo melhorar o desempenho do algoritmo em rela¢do a qualidade das solugdes.
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