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ABSTRACT

This paper deals with the identification problem of Max-plus
linear Discrete Event Systems with single input and single
output. The objective is to estimate the temporal parameters
of the system by using the observation of input and output
transition firing times assuming that some structural param-
eters are known. With those assumptions, the identification
method is developed by using an upper bound for cycle du-
ration. The paper presents a sufficient excitation condition,
concerning the input signal, for the convergence of the algo-
rithm. Examples Illustrate the proposed method.
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RESUMO

Este artigo trata do problema de identificacdo de Sistemas a
Eventos Discretos Max-plus lineares mono-entrada € mono-
saida. O objetivo é estimar os parametros temporais do sis-
tema a partir da observacdo dos instantes de disparo das tran-
sices de entrada e de saida, supondo que alguns parametros
estruturais sejam conhecidos. A partir dessas condicdes, 0
método de identificacdo proposto é desenvolvido tendo como
base o calculo de um limitante superior para o parametro de
temporizacdo do ciclo. Obtém-se uma condigdo suficiente
de excitagdo, relativa a varidvel de entrada, para a conver-
géncia do algoritmo proposto. Exemplos ilustram o método
proposto.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas a Eventos Discretos, ldenti-
ficacdo de Sistemas, Algebra Max-plus, Grafos de Eventos
Temporizados.
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1 INTRODUCAO

Diversas tecnologias presentes em processos de manufatura,
redes de comunicacdo, controle de trafego aéreo, etc., po-
dem ser descritas por modelos com algumas caracteristicas
em comum. Nestes sistemas, 0 espaco de estados é em ge-
ral discreto (em muitos casos finito) e mudancas de estado
acontecem somente em resposta & ocorréncia de eventos. Es-
sas caracteristicas os distinguem dos sistemas que tem sua
dindmica dirigida pelo tempo e seu espago de estado con-
tinuo, cuja modelagem é tradicionalmente feita através das
equacdes diferenciais e das equacdes a diferencas. Tais sis-
temas sdo denominados Sistemas a Eventos Discretos (SED)
(Cassandras e Lafortune, 1999). Uma maneira formal de des-
crever SED é através de Redes de Petri (Murata, 1989) sendo
as Redes de Petri temporizadas particularmente Uteis quando
ha interesse em avaliar o desempenho do sistema.

Este artigo trata da abordagem Max-plus. Esta técnica
fundamenta-se em resultados algébricos relativos aos semi-
anéis idempotentes (também chamados de didides) e na Te-
oria de Residuagdo, cujas bases sdo sumariadas na se¢ao 2.
Sua principal caracteristica é descrever a dinamica de SED a
partir de um sistema de equacdes algébricas lineares, escritas
numa algebra nao convencional (Cohen et al., 1985). Quando
SED apresentam fendmenos de sincronizacéo de tarefas e de
retardo no tempo, mas ndo ha conflito na utilizac&o de recur-
sos, eles podem ser descritos pela algebra Max-plus, sendo
denominados SED Max-plus lineares (SEDMpl). Exemplos
desses sistemas sdo as linhas de montagem em processos de
manufatura. Conforme seré discutido na se¢do 2, 0 compor-
tamento desses tipos de SED coincide com o0 comportamento
dos Grafos de Eventos Temporizados (GET) que sdo uma
subclasse de Redes de Petri na qual todos os lugares tém uma
Unica transi¢do de entrada e uma Unica transicdo de saida
(Baccelli et al., 1992). O uso dos GET como ferramenta gra-
fica facilita a compreensdo da dindmica dos SEDMpl.

Dois problemas centrais no estudo de SEDMpl sdo a iden-
tificaclo e o controle do sistema. O problema de controle
¢ usualmente formulado dentro de um contexto just-in-time
visando & minimizagao dos estoques do sistema (Menguy
et al. (2000b), Cottenceau et al. (2001), Liiders e Santos-
Mendes (2002), Maia, Hardouin, Santos-Mendes e Cotten-
ceau (2003)). O estudo da identificacdo de SEDMpl é abor-
dado por Boimond et al. (1995) que propdem a identifica-
¢ao paramétrica baseada na resposta impulsiva do modelo. A
abordagem considera a estimagéo de dois modelos ARMA:
um para o regime transitorio e outro para 0 comportamento
periodico. Gallot et al. (1998) consideram a identificacdo a
partir da resposta impulsiva do sistema baseada na decompo-
sicdo do sistema em uma soma de sub-sistemas de primeira
ordem (a resposta impulsiva € decomposta em uma soma de
termos chamados elementos simples). Dessa forma o mé-

todo consiste na estimacao de pardmetros de diversos siste-
mas de primeira ordem. Menguy et al. (2000a) desenvolvem
um algoritmo para a identificacdo ndo-paramétrica (direta)
baseado no refinamento da estimativa da resposta impulsiva.

Este trabalho apresenta novos resultados (notadamente so-
bre as condi¢Ges de excitagdo do sistema) para o método
de identificacdo paramétrica de SEDMpl com uma entrada e
uma saida (SEDMpl SISO) similar aos propostos por Maia,
Santos-Mendes e Hardouin (2003) e Maia (2003). Nesse mé-
todo supdem-se conhecidos 0 nimero de disparos durante o
periodo transitério (i.e. o comprimento do transitorio) e o
numero de disparos ocorridos em cada ciclo do regime per-
manente. Este Gltimo parametro esta relacionado com o nd-
mero de fichas no circuito critico do GET. Por outro lado, séo
consideradas desconhecidas as duracGes temporais do transi-
torio e do ciclo do regime permanente. Estes parametros de-
vem ser estimados juntamente com os pardmetros que defi-
nem completamente a resposta transitdria e o comportamento
em regime do sistema. A principal contribuicdo em relacéo
aos métodos propostos anteriormente é que, conhecida a es-
trutura do modelo, o modelo estimado € mais proximo do
modelo real do sistema do que o obtido pelo célculo direto
da maior resposta impulsiva.

O artigo é organizado da maneira seguinte. A introducédo
as ferramentas matematicas basicas para a compreenséo do
artigo é feita na secdo 2. O método de identificacdo é apre-
sentado na se¢do 3, na qual os parametros supostos conhe-
cidos e os pardmetros a serem estimados sdo formalmente
explicitados. Na sec¢éo 4, sdo apresentados alguns exemplos
ilustrativos e a conclusdo é feita na secdo 5.

2 PRELIMINARES

2.1 Sistemas max-plus lineares

Os resultados apresentados a seguir sdo extensivamente abor-
dados em Baccelli et al. (1992).

Considere-se, a titulo de exemplo, o GET ilustrado pela fi-
gura 1, representando um sistema de montagem cuja produ-
¢ao maxima é de uma pega a cada duas unidades de tempo.
Nessa figura u € a transi¢do de entrada a qual serdo associa-
dos os instantes de admissdo de matéria-prima ao sistema; x;
sdo as transigdes internas (doravante também chamadas de
estados) e y é a transicdo de saida, que representa a conclu-
sdo do processo de montagem. Como é usual na literatura, a
mesma notac¢do sera utilizada para designar uma transicdo de
um GET e o instante de tempo de disparo (admissdo de um
produto em um dado setor do sistema) da transicdo. Dessa
forma, o comportamento dinamico do sistema é descrito pe-
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Figura 1: Descricdo de um processo de montagem simples
através de GET

las equagdes a seguir.

x1(k) = max(za(k—1),u(k))
y(k) = (k).

A variavel inteira k corresponde a numeracdo do disparo,
convencionando-se que k=0 corresponde ao primeiro disparo
e k=n ao (n+1)-ésimo disparo.

Renomeando o operador max como sendo & e o operador +
como sendo ®, pode-se reescrever:

x1(k) = x2(k—1)®uk) 1)
(k) = 2@mz1(k)
y(k) = z2(k).

Tem-se portanto um sistema de equagGes recursivas linea-
res numa nova algebra que é um semi-anel idempotente (ou
didide) e se caracteriza por um conjunto e duas operagdes
(soma e produto), notado (D, @, ®), tal que a soma seja as-
sociativa, comutativa e idempotente (a ® a = a), € 0 produto
seja associativo (mas ndo necessariamente comutativo) e dis-
tributivo & esquerda e & direita em relagdo & soma. Além
disso, devem existir elementos neutros para ambas as opera-
¢Oes, notados por ¢ (elemento nulo) e por e (elemento uni-
tario), e o elemento nulo deve ser absorvente em relagdo ao
produto, isto é,Va € D,a® e =a;a® e =a;a®¢c = &.
Percebe-se que o conjunto Z U {—oco} munido das duas ope-
racdes & = max e ® = + € um didide, no qual e = —occ e
e = 0. Num di6ide uma relagdo de ordem é definida como
a Xb<& b= ad®b Em geral, um didide é completo
se ele for fechado em relagéo a somas infinitas e se o pro-
duto for distributivo em relacdo a somas infinitas, sendo o
seu maior elemento denotado por T (topo). A operagdo A
(infimo) é definida em a A b como sendo o maior elemento
do didide menor do que a e menor do que b. A estrutura
(Z U {—o0} U {0}, max,+) é um didide completo usual-
mente denominado “max-plus” e notado Por Z, ax.

O exemplo mostrado na figura 1 utiliza o que se convenciona
chamar de datadores, isto é, sequéncias crescentes {z(k)}
que representam as datas ou instantes de ocorréncia dos dis-
paros da transicao x.

De modo anélogo ao que ocorre na teoria de sistemas conti-
nuos, as manipulacfes das equacdes de SEDMpl ficam fa-
cilitadas se forem utilizadas transformadas das sequéncias
de datadores definidas de modo semelhante ao das classi-
cas transformadas Z. Define-se, portanto, a ~-transformada

de uma sequéncia {z(k)} comosendo z(y) = @ =(k)~*,
kezt
sendo v uma variavel abstrata cujo significado é o de um

operador “atraso em contagem”, pois é imediato constatar
que y(v) = yaz(y) < {y(k)} = {(k — 1)}. As equagdes
1, submetidas a y-transformada resultam no seguinte sistema
de equacdes algébricas:

r1(y) = vyz2(7) S u(y) )
2(y) = 2x1(v)
y(v) = x2(7)

E possivel definir operagdes de soma e multiplicacéo entre

séries formais do tipo @ (k) ~*, utilizando-se para isso
kez+

a soma e o produto adotados para Z,., combinados com
o0s procedimentos usuais para somar e multiplicar séries for-
mais. O conjunto de todas as séries formais em ~, munido
dessas duas operagGes também é um didide, isto é, satisfaz a
todas as propriedades utilizadas para caracterizar um didide,
sendo denominado Z,.<[y]. A valoragdo, um conceito que
sera utilizado a seguir, de uma série h em Z,...[7] € 0 me-
nor expoente de coeficiente ndo-nulo, sendo representado por
val(h).

A equacdo 2 pode ser colocada em forma matricial, re-
sultando em z(y) = A(y)z(y) ® B(yv)u(y) e y(v) =
C(vy)x(y), sendo A, B e C matrizes na varidvel abstrata
gama de dimensdes apropriadas e u(v), y(v) e z(y) veto-
res associados respectivamente as transi¢cdes de entrada, de
saida e internas ao sistema. De modo geral, em qualquer
didide, equacdes do tipo = = ax @ b tem como solug¢do mi-
nima z = a*b, sendo a* = @;°,a’ e a’ = e . Esse resul-
tado, chamado de teorema da estrela ! (Baccelli et al., 1992),
pode ser generalizado para as equagdes matriciais anteriores,
levando a y = C A* Bu, ou de modo sintético:

y(y) = h(7)u(y)- ®3)

Nessa equagdo, h(y) = CA*B é chamada de fungdo de
transferéncia do sistema e (como na teoria de sistemas con-
tinuos) coincide com a resposta do sistema a uma entrada
impulsiva, u(y) = e, que corresponde a infinitos disparos
da transicdo de entrada em ¢ = 0. Conforme mostrado em
Baccelli et al. (1992) todo SEDMpl SISO tem uma resposta
impulsiva periddica que pode ser colocada na seguinte forma:

h(v) =p(y) @ q(v)v"(s7")", @)

LA operagdo * é a classica estrela de Kleene utilizada em Teoria de Auto-
matos e Linguagens Formais.
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sendo p(7) = @Y, pi v pi € Neqly) = Dy ¢; 7.
¢; € Npolindbmiose v € N, s € Ne r € N respectivamente
o comprimento do transitorio, a duragdo e o comprimento do
regime permanente. O algoritmo de identificacdo proposto
deverd, portanto, estimar os coeficientes dos polindmios p(~y)
e ¢(-y) assim como o pardmetro s (durag&o do ciclo do regime
permanente)?. Vale observar na equagdo 4, que h(i) = p;
para (i < v) e que h(j) = ¢; para (j < r). A figura 2 ilustra
graficamente o comportamento de uma série periddica.

t

Transitorio

Regime Periddico
Figura 2: Comportamento da série h (7).

Em algumas situagdes pode ser interessante trabalhar no do-
minio dos datadores. Nesse dominio a equacdo 3 é escrita
como

k
y(k) = P h(D) @ uk ~1). )
=0

Em outras palavras, isso significa que a saida é o resultado
da convolucéo da entrada e da resposta ao impulso do GET.
Esse resultado € obtido diretamente a partir da substituicao
da equacéo 4 na equacéo 3.

2.2 Teoria da residuacéo

As formulagdes discutidas na préxima secdo envolvem a in-
versdo de funcdes, isto €, a solugdo em x de equagdes do tipo
y = f(x). Diferentemente do caso da algebra tradicional a
solucdo desse tipo de equacédo no didide pode apresentar um
namero infinito de solugdes ou nenhuma solugdo. A Teoria
da Residuacéo (Blyth e Janowitz, 1972) se ocupa justamente
da solucédo deste problema em conjuntos parcialmente orde-
nados. A seguir, alguns resultados fundamentais relativos a
essa teoria serdo apresentados.

Consideram-se inicialmente 0os mapeamentos f : D — €&,
sendo D e & didides completos. Se f for isotbnico (preserva
0 ordenamento, i.e, z < y < f(x) < f(y) ) e se existir
um elemento maximo x,,, do conjunto {z | y = f(z),x €

20bserva-se que os graus dos polindmios p(7y) e g(y) sdo respectiva-
menter —ler — 1.

D,y € &}, diz-se que z,, é o residuo do mapeamento f
em y. Se f tiver um residuo em qualquer pontoy € &£, 0
mapeamento f é dito residudvel, sendo o residuo denotado
por f(y) (Baccelli et al., 1992). Dualmente, 0 minimo do
conjunto {z | y = f(x),x € D,y € &}, se ele existir,
¢ denominado residuo dual sendo denotado por f°(y) e o
mapeamento f é dito dualmente residuavel.

As fungBes Lo (x) = a®x e Rq(x) = z ® a sao residudveis,
sendo seus residuos denotados respectivamente por L# = a}
e R! = x¢a. No caso particular do di6ide Z ., tem-se Lf, =
R! = x — a (operagdo de subtrago da algebra tradicional).
A definicdo de residuacdo assegura que:

alayz) = . (6)

A fun¢do T'(z) = x @ a é dualmente residudvel, sendo seu
residuo dual denotado por =< a. Por exemplo, no didide

Zmax, 3¢ 1 = 3, pois, pela defini¢do de residuo dual, 3« 1
€ a menor solugdo da equagdo max(x,1) > 3.

Conforme visto anteriomente, 0 didide Z,,.[y] é importante
para a descricdo da dindmica de um GET. Algumas propri-
edades das séries descritas nesse didide, fundamentais para
este artigo, sdo apresentadas a seguir.

Propriedade 1 (Maia (2003)) O datador associado a série
(trajetdria ndo decrescente) w(vy) = y(v) e x(y) é dado por

w(k) = _E<Bk(y(i)9 ().

Zf

Lema 2 (Residuagdo de séries) Sejam duas séries do

Z @D uk) ¥ e v(y) =

didide Zmax[y], u(y) =
kez+

@ v(k)~*, entdo:
keZ+t

vvu() = @ N Whrul+ k) (@)

keZt lezt

Vale dizer que a expressdo A (v(l)ju(l + k)) corresponde
leZt

ao coeficiente de v, sendo (/\) o operador min® e v(1)ju(l+
k) = u(l+k)—wv(l) (operagdo de subtracéo da &lgebra tradi-
cional). Convém ainda relembrar a definicéo de residuacao,
que assegura que y(y) = v(y)ju(vy) é a maior série tal que
v(v) ®@y(y) < u(y). Maiores detalhes sobre a residuacéo de
séries sdo apresentados por Baccelli et al. (1992). Programas
para a manipulagdo de séries na lgebra de didides usando
0 pacote computacional SCILAB podem ser encontrados em
http://www.istia-angers.fr/~hardouin/outils.html.

3 METODO DE IDENTIFICACAO

No desenvolvimento do método proposto, assume-se que um
modelo para o sistema existe e é expresso pela equagédo 3.

3a A b é 0 maior elemento menor que a e menor que b.
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A estrutura, i.e. pardmetros v e r (equagdo 4 ), é também
suposta conhecida. O objetivo do método de identificacdo
é, entdo, estimar os polindmios desconhecidos p(v), ¢(v) e
a duragdo do periodo s. Mostra-se (Maia, 2003) que esse
sistema pode ser representado pelas equagdes seguintes no
didide Zox:

z(k) = s®z(k—r)®u(k)
y(k) = pou(k)®... ®ppru(k —v+1)®
gozlk—v)®...®¢-_12(k—v—r+1)

(8)
com condi¢Bes iniciais tais que z(k) = u(k) = y(k) = ¢
para k < 0, sendo z(k) uma varidvel que modela o compor-
tamento do ciclo.

Seguindo 0 mesmo raciocinio classico da teoria de identifica-
Géo para sistemas dindmicos continuos (Ljung, 1987), y(k)
pode ser reescrito como:

y(k) = ¢i @9, ©)
sendo 0! = [u(k) ... u(k—v+1)z(k—v)...2(k—v—r+1)]
0 vetor de regressdoe @ = [po...p,_1q0 - --q-—1]* 0 vetor

de parametros a ser estimado.

Dessa forma, a partir da observacéo de N disparos das tran-
si¢cBes de saida e de entrada, obtém-se a equacdo matricial:
Y=0R0, (10)
na qual ® = [Lpo
[y(0)...y(N)]"

Para estimacdo do parametro 6, é conveniente a definicdo de
um critério de erro como

J(0) = P (k) — k),

k

.on]T é a matriz de regressdo e Y =
€ 0 vetor de saida observado.

(11)

sendo a saida do modelo estimado (y(k) = ® ® 9) tal que
y(k) < y(k). Esse critério significa que, para uma mesma
entrada, o melhor modelo deve produzir a maior saida possi-
vel que seja menor que a saida observada, i.e., deve-se esco-
lher o maiorftal que @ § < Y.

Por enquanto, apenas para o desenvolvimento do algoritmo,
assume-se que a variavel z é conhecida. Assim, um estima-
dor 6timo para o critério J(6) ¢ obtido diretamente através
da Teoria da Residuacdo,

0= P o=y (12)
PRO=Y
Explicitamente, a solugdo dessa equacao é dada por:
pi = /\gZOU(k —i)xy(k), iel0v—1],
G = Np—oz(k—v—JRyk), jel0r-1]
(13)

Nota-se que Di > pieq > qj p0|s 6 é a maior solugio
ded®l <Y. Conseqtientemente, 6 é uma solugio para a
equacgdo (10),ie,Y =d® 0. Esse resultado implica que p;
e g; satisfazem a equagdo (8) para k = 1, ..., N. Atribuindo
u(k) = y(k) = T para k > N (isso significa que nenhum
evento ocorre para k > N), a equagdo (8) é satisfeita para
todo k& € Z. Dessa maneira, a aplicacdo da transformacéo -y
resulta em

y(v) = [p(y) & G(y)7" (s7") July). (14)
Propriedade 3 A condigdo necessaria e suficiente para a
convergéncia do estimador p apresentado nas equagdes 13 é:
Vi€ [0 v—1],3k" € [0 N]tal que y(k') = p(i)+u(k’'—1).
Analogamente, para ¢ a condi¢do necessaria e suficiente é:
Vjel0or—1],3K €[0 N]talquey(k’) = q(j) + z(k —
v—7j).

Prova: Como p; = /\f:]:O u(k — i)}y(k), a necessidade é
obtida lembrando-se que para u(k — i) e y(k) finitos tem-se
u(k—i)yy(k) = y(k)—u(k—1). Asuficiéncia é obtida através
do fato de que p é méaximo e de que y(k') = p(i) + u(k’ — i)
implica em p; < p;, ou seja, esses dois fatos resultam em
i = p;. Para ¢, a demonstragdo é andloga. O

Contudo esse resultado tem pouca utilidade prética ja que
ndo explicita como deve ser a excitacdo do sistema para que a
estimacao seja correta. Uma condicao de excitacdo suficiente
¢ apresentada na proposicéo 5.

Lema 4 Se a excitacdo do GET é tal qu

e (k)
(h(7)3h(7))(k) para0 < k < N entao y(k)

IN

0 < u
= h(k).

Prova: Pela féormula 5, y(k) = @;‘;0 h(l) ® u(k

). Dessa forma, y(k) > h(k) pois w(i) >

para 0 < ¢ < N. Por outro lado: y(k)
(

Do bW (k=1) = B hO( A hli)xhli+
()
)

&h(k)), poisolema 2, assegura que

N h(i){h(i + k —1). Assim pela
i€ZT

. ~ k

inequacéo 6, ;" A()(A(1)3h(k)) < @ h(k) = h(k)

e, portanto, y(k) < h(k) para0 < i < N Como ja foi

mostrado que y(k) > h(k), conclui-se que y(k) = h(k). O

+IA o |

—1)) < @y h
( (V&A(Y))(k -

o~ T~

Como conseqliéncia desse lema, se e < u(y) =< h(y)3h(7)
entdo y(y) = h(v), em outras palavras h(y)}h(vy) é a maior
entrada tal que a saida seja igual a resposta ao impulso. A
interpretacdo desse resultado para um sistema de manufatura
é que h(~y)}h(v) fornece os instantes maximos de disparo da
transicdo de entrada u(v) de forma que a saida permaneca
inalterada e igual a k(). Em teoria de identificagdo de sis-
temas continuos (Ljung, 1987), quando um sinal consegue
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excitar toda a faixa dindmica de um sistema, diz-se que esse
sinal é um "sinal de excitacdo rico" para o sistema. Analo-
gamente, devido ao lema 4, uma sequéncia de disparos da
transigdo de entrada sera considerada um "sinal de excitacéo
rico” para um GET, se a condicdo e < u(vy) =< h(v)}h(y)
for verificada.

Proposicdo 5 Se o parametro s é conhecido e o sinal de
entrada « é suficientemente "rico" (i.e, 0 < wu(k) <
(h(y)8h(y))(k) para0 < k < Nsendo N > v+ 1r — 1)
entdo os estimadores dados em 13 convergem para 0s paréa-
metros reais do sistema, precisamente p; = p; € ¢; = ¢; para
iel0v—1lejel0 r—1].

Prova: As hipdteses desta proposicao para o sinal de entrada
implicam, de acordo com o lema 4, que y(k) = h(k) para
0 < k < N. Dessa forma, p; = /\,ZCV:O u(k — ){h(k) <
w(0)}h(i) < h(i) = p; (i < v) pois u(0) > 0. Além
disso, se s é conhecido, entdo z é também conhecido e os
estimadores propostos sempre asseguram que p; > p; € g; >
q;, pois eles sdo as maiores solugdes para o problema. Assim,
conclui-se que p; = p; . O mesmao raciocinio é aplicado para
a estimativa g; lembrando que ¢; = h(v+j) paraj <r. O

Convém observar que se u(k) — u(0) <

(h(7)h(7))(K),

o estimador também converge. De fato, fazendo u(k) =
u(k) + u(0) = u(k) ® u(0) , entdo y(k) = y(k) ® u(0)
sendo H(k) = @f:o h(l) ® w(k — 1). Do mesmo modo,

mostra-se que z(k) = Z(k) @ u(0). Dessa forma, a diferenca
entre os datadores (u,y, z) e (@,7,Z) é 0 termo «(0). Como
os residuos das equagdes 13 sdo calculados a partir de dife-
rencas entre datadores, o resultado obtido utilizando (u, y, z)
€ mesmo que se obtém utilizando (u, 7, z).

Nota 6 Se wu(k;) >> wu(ky — 1) para ky > 0, entdo
y(k1+7) = u(k) (@i, h(j—1)®u(l)) paraj > 0, sendo

u(k1+7) = u(k1)+u(j) = u(ki)®u(j). Esse resultado per-
mite escrever a saida como y(k1 + j) = u(k1) ® y(j) sendo
7 a saida do sistema para a entrada @, ou seja, a partir do k1 -
ésimo disparo, o sistema desconsidera a influéncia dos dispa-
ros anteriores. Do mesmo modo, a variavel interna é escrita
como z(k1 + j) = u(k1) ® Z(j) sendo Zz a trajetdria obtida
utilizando a entrada w. Como consequéncia dessa observa-
cdo, seu(i) < (h(v)yh(y))(7) para0 <i < v+r—1,entdo
os estimadores também convergem conforme observado an-
teriormente. De fato, sabe-se que:

y(k1+3) = X5 (h(ky +j — i) @uli))® BF (h(k: +
j— 1) @ uli)).

Como w é crescente e u(kq) >> u(ky — 1) entdo o segundo
somatdrio é maior que o primeiro. Assim, como u(k1 +j) =

u(k1) @ u(j), tem-se que:

ki+j
y(ky +5) = u(kr) @ (B h(ky +j — i) @T(i — k).
’i:kl
Fazendo _l = i — ki, obtém-se que y(k1 + j) =
w(ky)( , (i —1)®u(l)). Seguindo 0 mesmo argumento,

mostra- se que z(k1 + 7) = u(k1) ® Z(j) sendo Z a trajetoria
obtida utilizando a entrada w. O

Uma interpretacdo para a situagdo apresentada na nota 6 é
que apos o (k; — 1)-ésimo disparo da transi¢do de entrada
espera-se um tempo tal que o sistema retorne a condicéao de
"relaxado"* para s6 assim disparar novamente essa transicao.
Dessa forma, a menos da translagéo temporal w(k1), 0 sis-
tema passa a responder a partir do k1 -ésimo disparo como se
estivesse no inicio do processo.

Propriedade 7 Para o estimador proposto tem-se sempre
Do = po, OU Seja, po sempre converge para o valor real in-
dependentemente das condi¢des de excitagdo do sistema.

Prova: Isso se deve o fato de que py = /\g:o u(k)yy(k) <
u(0)ky(0) = y(0) — u(0). Como y(0) = po @ u(0) =
po + u(0), entao po < p(0). Entretanto, como discutido an-
teriormente, po > po, 1090 Po = po. O

A estimagéo dos parametros ¢; apresentada nas equacdes 13
requer o conhecimento da varidvel z. Essa varidvel é des-
conhecida mas pode ser estimada. Se uma estimativa de s
(representada por 3) é disponivel, entdo uma estimativa de z
(representada por Zz) é obtida iterativamente segundo a equa-
cdo (8), ou seja,

Z(k) =52k

—r) @ u(k). (15)

Dessa forma, estima-se a variavel z a partir da estimativa de
s. Para a estimativa da duracdo do periodo, s, deve-se recor-
dar que as estimativas dadas na equacgdo 13 devem satisfazer
a equacdo 14. A partir desse resultado, demonstra-se a pro-
posicéo 8.

Proposicdo 8 Um limitante superior de s € calculado a partir
das expressfes abaixo:

Winf () y(v)e p(y)u(y)
c(v) = winr(MRy(Y)

. c(ir)

swp = apin 12,

40 sistema ¢ dito relaxado num determinado instante de tempo se ne-
nhum disparo puder ocorrer, a partir desse instante, nas transi¢cdes internas e
de saida do sistema, supondo que ndo ocorra nenhum disparo nas transicoes
de entrada do sistema.
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sendo L = [&] e u(v) e y(v) respectivamente ° as séries
correspondentes aos dados da entrada e da saida do sistema.

Prova: A demonstracdo é apresentada por Maia (2003) e uti-
liza os resultados da propriedade 1 e do lema 2. O

Dessa forma, utiliza-se neste artigo o estimador para s como
sendo § = Syp.

Uma condicdo suficiente para a convergéncia do estimador
proposto € apresentada a seguir. Convém lembrar que para
que os efeitos da periodicidade da funcdo de transferéncia
sejam percebidos na saida é sempre necessario pelo menos
v + r observacBes dos disparos da transi¢do de saida (ver
figura 2).

Proposicdo 9 (Maia (2003)) Sejam winf(7y) # & vy =
val(win (7)) € 0 nimero de observagdes tal que N > r+u,,.
Se 0 < u(k) < (h(y)§h(y))(k) para 0 < k < N, entdo

S =S.

Vale ressaltar que a condigdo de convergéncia apresentada
na proposicao 9 é ampliada se o sinal de entrada satisfaz as
hip6teses apresentadas nanota6 para ky < k < k1 + N e
Dw Z ]{31.

Finalmente, o método de identificacdo € sintetizado no algo-
ritmo mostrado a seguir.

Algoritmo
begin
Iniciar varidveis: z(k) = u(k) = y(k) = —oo para k < 0.

Coletar N > v + r pares de dados de entrada e saida

(u(k),y(k));
Pi = Ao u(k —ixy(k) i = 0,...,v —1;
fork=0,...N

(B(v)u()) (k) = B2y (i @ ulk —1));

wing (k) = @i {y(®) = B)u()(@)};
end
(k) = NoF win s (i)yy(k + ) for k =0, ..., N;

minL[@J sendo L = [ X [;

i=1,...,

0y

(k)=5®z(k—71)®u(k)fork=0,..,N;

5Convenciona-se que |z é o maior inteiro menor que .

G = Moo 2(k — v — j)ky(k) forj =0, .., — 1;

end

4 EXEMPLOS ILUSTRATIVOS

A figura 3 representa um GET que modela um sistema de
montagem com 3 maquinas representadas pelos simbolos
My, My e Ms. Sejam u e y respectivamente os datadores
das transi¢Ges de entrada e de saida e 1, x5 € x3 0s datadores
das transic@es internas desse GET. Utilizando a transforma-

MZ
N 6
0 SR ¢
O 0 g 4
1073 =)+
! Q) Q/xg ,,,,,,,,,,,, Y
\\)/ 3 M,
2 |
M]

Figura 3: Exemplo de Grafo de Eventos Temporizados SISO

¢do -, obtém-se o sistema de equacdes (16) que relaciona
essas variaveis no didide Z,ax[v]-

r1(y) = 6vx1(y) © 3u(y)

z2(7) = 3y22(7) ® 10u(y) (16)
r3y = 4yw3(y) ©621(y) © 3w2(7)

y(v) = 4x3(7)

A partir do teorema da estrela apresentado na introducéo,
obtém-se a equacédo que relaciona a entrada e a saida do sis-
tema

y(v) = (17 & 21y & (257%)(67) )u(v),

sendo h(y) = 17 & 21y @ (257%)(67)* = 17 ® 21y &
252 @ 3193 @ 37y° @ 43+ .. ] a funglo de transferéncia
que apresenta parametros estruturais v = 2 e r = 1. Em ou-
tras palavras, a sequéncia de disparos da resposta impulsiva
éh=[172125313743..)].

(17)

A planta descrita pela equagdo 17 serd utilizada a seguir em
diversas condices de excitagdo para ilustrar a aplicabilidade
do método de identificacdo proposto. Nesse caso, a méxima
entrada que garante a "excitagdo rica" do sistema é up(y) =
h(7)§h(7) = 004y D82 @ 1473 ®207° ©267° . . ., OU Seja,
a sequiéncia de disparos € dada poru;, =[048142026...].
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Em cada exemplo, o par de entrada e saida (up, h) é mos-
trado nos gréaficos em linhas pontilhadas.

Exemplo 10 Considere-se a seqliéncia de disparos da transi-
céo de entrada dada por « = [0 2 5 8 17 20]. Conseqlien-
temente, a seqliéncia de disparos da transicdo de saida é
y = [17 21 25 31 37 43]. A figura 4 mostra essas seqliéncias
e 0 comportamento do GET em linhas pontilhadas quando a
entrada é u;. Nesse caso, observa-se que u = wuy € que a
condicdo de excitagdo do sistema satisfaz a hipétese da pro-
posi¢cdo 9. Como conseqiiéncia, a aplicacdo do método de
identificacdo proposto resulta em pp = 17, p1 = 21, qo = 25
e s = 6. Isto é, 0 método converge para 0s parametros reais
do sistema. O

unidades de tempo

u(k)

Nuamero de disparos

Figura 4: Comportamento do GET para o exemplo 10

Exemplo 11 Neste exemplo, supfe-se que a seqiiéncia
de disparos da transicdo de entrada seja dada por v =
[059 15 19 21]. Assim, a seqliéncia de disparos corres-
pondentes para transicéo de saida é y = [17 22 26 32 37 43].
Esses dados sdo mostrados na figura 5. A aplicacdo do mé-
todo de identificacdo proposto resulta em py = 17, p; = 21,
do = 25e 5 = 6. Isto é o método converge para 0s para-
metros reais do sistema embora a condicdo de excitacdo ndo
satisfaca a hipétese da proposicdo 9 (i.e. u £ wuy). Esse
exemplo mostra que a proposicao é suficiente para conver-
géncia mas ndo necessaria. O

Exemplo 12 Um outro exemplo de simulagdo utiliza uma
sequéncia de disparos da transicdo de entrada dada por u =
[0 311 15 17 27] cuja seqliéncia de disparos da transicéo de
saida é y = [17 21 28 32 37 44]. Esses dados sdo apresenta-
dos na figura 6. Neste exemplo a condigéo de excitagdo é tal
que u £ uy, € 0s resultados obtidos pelo método de identifi-
cacdo sdo: po = 17,p1 = 24,qo = e e s = T. Nesse caso,
0s parametros ndo convergiram para os valores reais. Pode-
se fazer uma analogia dessa situagdo com o caso de excitacdo
"pobre" em sistemas dindmicos continuos. %

Exemplo 13 A figura 7 mostra outra simulagdo para uma

Unidades de tempo
N

Numero de disparos

Figura 5: Comportamento do GET para o exemplo 11

unidades de tempo

Numero de disparos

Figura 6: Comportamento do GET para o exemplo 12

sequiéncia de disparos da transicdo de entrada dada por u =
[0 7 15 22 30 37] cuja seqiiéncia de disparos da transicéo de
saida € y = [17 24 32 39 47 54]. Nesse caso, hovamente
a condicdo de excitagdo ndo € satisfeita (u = uy). Os re-
sultados obtidos pelo método de identificagdo sdo: py = 17,
p1 = 24,qo = €5 =T, Iisto é os parametros ndo conver-
giram para parametros reais da planta. O

Exemplo 14 Nesta simulacdo a entrada é dada por u =
[0 26 30 33 33 33] e a saida correspondente é y =
[17 43 47 51 57 63]. A figura 8 mostra essas sequéncias.
Nesse caso, observar que u = ;. Como aconteceu no exem-
plo 11, po = 17, p1 = 21, go = 25 e § = 6, ou seja, mesmo
ndo satisfazendo a condicéo suficiente de excitacdo, os resul-
tados obtidos mostram que estimadores convergem para 0s
pardmetros reais do modelo da planta. O

Os exemplos 12 e 14 ilustram o fato que se a excitacdo
uy leva a uma estimacdo ndo-convergente entdo a excitacao
ug = w1 NA0 necessariamente leva a uma estimagdo néo con-
vergente. Esse ponto pode ser compreendido com o auxilo
na nota 6.

O exemplo 13 ilustra particularmente o fato de que se incre-
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y(k) —— |

unidades de tempo

10 u(k)

Numero de disparos

Figura 7: Comportamento do GET para o exemplo 13

u(k) e

unidades de tempo

Numero de disparos

Figura 8: Comportamento do GET para o exemplo 14

mentos na trajetdria de « sdo muito grandes em relacdo aos
de h, ou seja, a inclinacdo de u é suficientemente maior que
a de h, o algoritmo de estimagéo sempre resultaem ¢g; =€ e
s = T. Isso se deve ao fato de que se u(k) — u(k — 1) é sufi-
cientemente grande para todo k& € N entdo as desigualdades
h(0)®@u(k) = h(1)®@u(k—1) = ...séo verdadeiras. Como
y(k) = @f:o h(l)®@u(k—1) e pelaequacdo 4, p; = h(i) para
i € [0 v — 1], entdo essas desigualdades permitem escrever
que y(k) = @lfolp(l) ® u(k — 1). Dessa forma p é tal que
y(k) = @;’;01 P @ u(k —1), ou seja, p € um modelo que as-
segura que o critério de erro é nulo. Intuitivamente, esse fato
corresponde a situacdo em que a entrada de matéria-prima
no sistema é lenta ao ponto de s6 se observarem fendmenos
transitérios, isto é, a taxa de chegada de matéria-prima nédo
permite que o polindmio ¢(vy) influencie na solugdo. Dessa
forma, segundo o método de estimacéo apresentado no algo-

Tabela 1: Condi¢bes de convergéncia observadas para 0s
exemplos

Exemplo | Excitacdo | Comportamento observado
10 u = up convergéncia
11 u A up convergéncia
12 u A up ndo-convergéncia
13 u = up ndo-convergéncia
14 u > up convergéncia

ritmo 1, win s (7)(k) = € €, conseqlientemente, c(y)(k) = T
para todo & € N. Finalmente, isso resultaem s = T e, para
um ndmero de observagbes N > 2r + v — 1, tem-se que
g =cparaj € [0 r—1].

A tabela 1 resume as condicfes de convergéncia observadas
para os exemplos apresentados.

5 CONCLUSAO

Este artigo apresentou alguns resultados para a estimacao
dos pardmetros temporais para SED Max-plus lineares que
sdo uma extensdo do trabalho apresentado por Maia, Santos-
Mendes e Hardouin (2003). O método se baseia no conhe-
cimento do comprimento do transitério e do comprimento
do ciclo em regime permanente (respectivamente, parame-
tros v e r) e visa a estimacdo das duragdes do transitorio e
do ciclo em regime permanente (respectivamente, pardme-
tros g, e s) assim como a estimagdo dos demais coeficien-
tes do polindmios p(+) e do polindmio ¢(v). As principais
contribuicdes sdo relativas as condi¢des de excitagdo do sis-
tema que asseguram a convergéncia do método. Vale dizer
que o modelo desenvolvido para a estimacao utiliza uma va-
ridvel interna desconhecida para modelar o comportamento
do circuito critico e a estimagao dessa variavel interna apre-
senta dificuldades e constitui uma limitacdo para 0 método,
devendo portanto ser objeto de atencdo em trabalhos futuros.
Outro resultado apresentado é a determinacdo de um majo-
rante para a duracdo do ciclo em regime permanente (para-
metro s) mesmo que as condicOes suficientes de excitacdo
definidas pela proposi¢do 9 ndo sejam respeitadas.
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