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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio sobre los problemas verbales de fracciones que ha transmitido la tradicion
escolar. Se trata de problemas descriptivos, porque su contexto es una historieta o narracién pseudorealista que
no pretende dar respuesta a ninguna situacién verdaderamente préctica. Mediante el andlisis didactico e
historico-epistemolégico se aporta claridad metodolégica sobre estos problemas de fracciones, al identificar sus
distintos tipos, sus estructuras, sus lecturas analiticas, sus reglas, formulas y métodos de resolucién.
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de Problemas. Problemas Descriptivos de Fracciones.

Abstract

This paper presents a study about fractions word problems, which the school tradition has transmitted. They are
descriptive problems because their context is a story or a pseudorealistic narrative not intended to address any
truly practical situation. Through the rational and historical-epistemological analysis of these issues,
methodological clarity is provided on these fractions issues, identifying their types, structure, analytical reading
and methods of resolution.

Keywords: History and Mathematics, Didactical Analysis and Historical-Epistemological Analysis. Problem
Solving. Descriptive problems of fractions.

1 Introduccién
En los libros de textos hay una gran variedad de problemas verbales de fracciones que

son descriptivos, ya que en su enunciado se describe una situacion o se narra una historieta

pseudorealista que no pretende dar respuesta a ninguna situacion verdaderamente practica.
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Son problemas de fracciones cuyos antecedentes se remontan a las antiguas culturas
matematicas, mesopotamicas, egipcia, china e hindd, anteriores a la era Cristiana. Los
enunciados de estos problemas han evolucionado, a lo largo del tiempo, al adaptarse a los
cambios sociales, a los desarrollos matematicos y a las teorias pedagdgicas dominantes en
cada momento, pero conservando su contenido matematico y estandarizandose bajo la forma
de problema tipo (o estereotipo). Este fendmeno ha dado lugar a lo que Meavilla (2015)
denomina familias de problemas que aparecen repetidamente en la Historia de las
Matematicas, en textos de diferentes épocas y culturas, a menudo resolviéndose de diferente
forma.

Hasta recientemente, estos problemas se usaban como una parte esencial de la
ensefianza de las matematicas. Sin embargo, segin fue cambiando el modelo educativo y el
disefio de los libros de texto de matematicas, fue disminuyendo la confianza en el poder
educativo de estos problemas, hasta el punto de que muchos de ellos han desaparecido de los
textos actuales, o han quedado reducidos a mero entretenimiento.

En la actualidad, los problemas descriptivos emergen con renovado interés en las
propuestas curriculares que consideran que la resolucion de problemas es una competencia
basica en el desarrollo del pensamiento aritmético y algebraico, y para ello los aspectos
historicos son esenciales en la configuracion de las actuales tendencias que se muestran en la
resolucion de problemas (DE LA ROSA; GOMES, 2011). En este contexto adquiere
particular importancia su estudio, por si mismos y como testimonio histérico del desarrollo de
las ideas y métodos matematicos.

Con esta intencidén, se aborda en este trabajo el estudio conjunto de los problemas
descriptivos de fracciones, no solo con el propdsito de transmitir conocimiento, sino
especialmente con el de prestar atencion a aquellos aspectos de la resolucion de problemas
que tienen que ver con la produccion de conocimientos significativos para el que aprende
(PUIG; CERDAN, 1988).

2 Marco teorico y metodologico

Cuando se quiere indagar como se han configurado las matematicas de ensefianza, en
diferentes momentos de la historia, hay que acudir al analisis de los libros de texto del pasado
como medio de instruccion, ya que solo éstos pueden aportar informacién sobre su
planificacion y puesta en practica, al ser las Unicas fuentes documentales primarias y los

Unicos registros disponibles.
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Para ese analisis es util servirse de las metodologias del anélisis histérico y
epistemoldgico (ver GOMEZ, 2003), y del andlisis didactico (ver RICO; LUPIANEZ;
MOLINA, 2013, p. 12) propias de la Didactica de las Matematicas. Para el analisis historico y
epistemoldgico, en tanto analisis de la formacion de los objetos matematicos a lo largo de su
historia, se necesita de una aproximacion global, ya que estudiar textos aisladamente, o
comparar varios textos de una misma época entre si, es insuficiente, ya que no se consideran
las raices y fuentes de las concepciones vertidas en el texto, su contexto social y cultural, ni
las particularidades propias del sistema educativo de la época. Es por esto que se considera
necesario revisar una buena seleccion de libros de texto representativos de las grandes etapas
en que se puede dividir la historia de las ideas mateméticas que son el objeto de estudio®.

Para el analisis didactico de un determinado objeto o contenido matematico se necesita
delimitar unidades y subunidades de andlisis que den cuenta de los aspectos conceptuales,
estructurales, procedimentales, metodoldgicos, contextuales y representacionales. En el caso
particular de que el objeto de estudio sea una determinada familia de problemas, son unidades
basicas para su andlisis los tipos de problemas, las lecturas analiticas y los métodos de
resolucion que los autores mas relevantes han dejado reflejados en sus textos.

Para realizar el analisis de los métodos de resolucion se ha utilizado la lectura analitica
que es el comienzo del método cartesiano donde a las cantidades que se buscan se les asignan
letras llamadas incognitas, y de ella se obtienen las ecuaciones de cuya transformacion se
siguen las formulas. Con caracter general, no debe entenderse que la lectura analitica del
enunciado de un problema es simplemente traducirlo al lenguaje algebraico, sino que es méas
bien reducirlo a una lista de cantidades y de relaciones entre cantidades, de modo que puede
dar lugar a una ecuacién o a una formula.

La ecuacion se obtiene como resultado de igualar dos expresiones algebraicas que
representan la misma cantidad, obtenidas al describir la relacion aritmética, que unas
cantidades representadas con expresiones algebraicas tienen con otras que ya han sido
previamente representadas por una letra o una expresion algebraica (PUIG, 2003). La formula
se obtiene al hallar el valor de la incégnita expresada en términos generales, o lo que es lo
mismo, la lista operaciones que se han de efectuar con los datos. Las férmulas, traducidas al

lenguaje usual dan las reglas generales de resolucion.

1 A saber: el periodo antiguo, el anterior a la imprenta, el de las aritméticas comerciales, el de los grandes libros
de autor anteriores al sistema escolar, el de los comienzos del libro escolar, y el de la ensefianza graduada en sus
diversos planes de estudio (ver GOMEZ, 2011).
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A los efectos de este trabajo dentro de las lecturas aritméticas se diferencia entre
reglada y razonada. La primera corresponde a cuando el autor no da razones que expliquen o
sustenten los pasos del proceso de resolucion. La segunda es el caso en el que el autor si que

da esas razones.

3 Los problemas descriptivos de fracciones

En la inmensa lista de problemas que ha transmitido la tradicion de ensefianza hay un
tipo de problemas de fracciones en los que se describe una situacion donde una cantidad,
conocida o desconocida, se descompone en partes que estan expresadas mediante fracciones.

Ejemplos de estos problemas son?:

La tela. Un hombre compra 4 piezas de tela por 80 bezantes. Compra la primera por
un precio, y otra por 2/3 del precio de la primera. Compra la tercera por % del precio
de la segunda. Ademas la cuarta, la compra por 4/5 del precio de la tercera. ;Cuanto
vale cada pieza? (FIBONACCI, 1202/2002, p. 274-275).

El moribundo. Un moribundo dejé 6000 escudos para distribuir de esta forma;
“Quiero”, dijo, “que la mitad se dé al monasterio de los Jacobitas; la tercera parte, al
convento de San Agustin; la cuarta parte, al cenobio de los hermanos menores; y la

quinta parte, a la orden de los carmelitas”. Pregunta: si el total es de 6000 escudos,
¢cudnto corresponde a cada orden? (SILICEO 1513/1996, p. 266).

La lanza. Aqui hay una lanza, que la % esta en el fango y 1/3 esta en el agua y fuera
del agua tiene 7 palmos y Y. Pide cuanto es de largo la lanza (SANTCLIMENT,
1482/1998, p. 311-312).

La piedra. Me encontré con una piedra pero no la pesé; después de quitarle 177 y
luego /13 [de lo que quedaba], encontré que pesaba | manna. ;Cual era el peso
original de la piedra? (Mesopotamia, en KATZ 2003, 27).

A primera vista los problemas son similares, ya que son de fracciones, pero
mirandolos con mas detenimiento se observan diferencias que tienen que ver con el todo, que
es conocido o desconocido, o con la relacion entre las cantidades. En los problemas de la tela
y el moribundo el todo es conocido, pero en un caso no hay relacion entre las partes y en el
otro si. En los problemas de la lanza y la piedra, el todo es desconocido, pero igual que antes,
en un caso no hay relacion entre las partes y en el otro si. Ademas, en el problema de la piedra
la relacién entre las partes es de encadenamiento, a través del complemento aditivo®, una se
aplica al complemento de otra que le antecede.

En los libros de texto, estos problemas aparecen desperdigados, desorganizados y

desagrupados. Unas veces se hallan en el capitulo dedicado a las fracciones, otras veces al

2 Se incorpora al enunciado de estos problemas un titulo o encabezamiento con el fin de poder referirnos a ellos a
lo largo del documento.
® Se llama complemento aditivo de un quebrado propio a lo que le falta para valer la unidad.
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comienzo del algebra, antiguamente en un capitulo final de la aritmética, que como cajon de
sastre contenia métodos particulares (regla de tres, regla de la cadena, aligacién, compaiiias,
falsa posicion etc.).

Como tentativa, para organizarlos se presenta, a continuacion (Figura 1), un esquema que
utiliza como criterio de agrupamiento las diferencias entre los problemas sefialadas en el

epigrafe anterior.

( Partes no
relacionadas
. (el moribundo)
Todo Conocido > ’
Partes relacionadas ‘
P. de fracciones. | (latela)

Todo descompuesto
en partes

~

Partes no
relacionadas

(la lanza)

Vi

Todo desconocido

Partes relacionadas
(la piedra)

Figura 1- Clasificacién de los problemas descriptivos de fracciones

A continuacion se aborda el andlisis historico-epistemologico de estos problemas,

siguiendo el orden determinado por el esquema de la figura 1.

4 Tipos de problemas

4.1 Todo conocido

4.1.1 Partes no relacionadas

Son problemas que se han titulado como Problemas de partes no relacionadas entre si
donde el todo es conocido. En ellos un todo conocido se descompone en partes dadas por
fracciones, iguales o desiguales, que también son conocidas. Los problemas de este tipo que

no son triviales son aquellos en el que las fracciones suman mas que el todo, por lo que es
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necesario hacer un prorrateo o reparto proporcional para ajustar las cantidades al todo
conocido. Un ejemplo es el el problema del moribundo.

a) Lectura aritmética.

El moribundo. Un moribundo dejé 6000 escudos para distribuir de esta forma;
“Quiero”, dijo, “que la mitad se dé al monasterio de los Jacobitas; la tercera parte, al
convento de San Agustin; la cuarta parte, al cenobio de los hermanos menores; y la
quinta parte, a la orden de los carmelitas”. Pregunta: si el total es de 6000 escudos,
(cuanto corresponde a cada orden?

Hay que tomar en primer lugar para cada una de aquellas 6rdenes cuatro partes
distintas; para los jacobitas la mitad de 6000 escudos; para los de S. Agustin, la
tercera parte de los 6000 escudos, es decir, 2000; para los hermanos menores, la
cuarta parte, es decir, 1500; y para los carmelitas la quinta parte, es decir, 1200.
Todas estas partes suman 7700, que es el divisor, el multiplicador es el dinero que
hay que repartir, es decir. 6000; se multiplica, pues, cada una de las partes por el
multiplicador y el producto se divide por el divisor; el cociente dard la solucion. Por
ende, si se multiplica la primera parte de los Jacobitas, que es de 3000, por el
multiplicador, tendremos 18.000.000; vy si se divide esto por el divisor, tendremos
como cociente 2337 escudos®, con 23 duodenos, con 2 turonos y 1400/7700, de
turonos; esta es la cantidad que le corresponde al monasterio de los Jacobitas de los
6000 escudos. En los demés casos se procede igual y tendremos la cantidad que
corresponde a cada orden (SILICEO, 1513/1996, p. 266).

El autor calcula por separado cada una de las partes, a partir de la relacion que estas
tienen con el todo, y obtiene 3000, 2000, 1500 y 1200; las suma y obtiene 7700. Como en
realidad el todo es 6000, plantea las proporciones: si 3000, 2000, 1500 y 1200 vienen de 7700
que vendra de 6000 respectivamente. Resuelve y halla el verdadero valor de cada parte.

b) Lectura algebraica

120 ducados. Tres quieren partir 120 ducados; el primero quiere la ¥2; el segundo el
1/3; y el tercero el Y.

Busca un nimero que tenga las dichas partes, que juntas hagan 120. Pon que el
nlmero sea x: cuya ¥, 1/3 'y Y4 serd Y2 x, 1/3 x y ¥4 X, juntos hacen 13/12 x estos
seran iguales a 120. Reduce la igualacién a enteros y seran 13x iguales a 1440.

Parte, y serd 1x vale 1440%. Este es el nimero demandado: cuyo % es 55%, tanto

viene al primero, y el 1/3 es 36%, tanto viene al 2°, y su Y4 es 27%, tanto viene al
tercero. Y todo junto es 120 (AUREL, 1552, fo. 87 dha.)".

Aurel asigna la letra x® a la cantidad desconocida y trabaja con ella como si fuera una
cantidad conocida. Esto le lleva a una ecuacion aritmética (ya que no opera la incégnita).
Resuelve la ecuacién y obtiene el valor de las partes.

Una lectura mas cartesiana de este metodo es la de Vallejo:

El gavilan. Encontr6 un gavilan a una bandada de palomas, y las salud6 diciendo:
bienvenida sea la bandada de las cien palomas, y una le respondid: aunque no vamos
cien palomas, sin embargo, con estas, otras tantas como estas, la mitad de estas, la
cuarta parte de estas y td, gavilan componemos ciento cabal. Se pregunta cuantas
palomas iban.

Sol. x + x + % x + ¥ax + 1 = 100; x=36 (VALLEJO, 1841, p. 283).

* Notar que lescudo=35duodenos; 1duodeno=12turonos.
> En la transcripcion se ha sustituido el caracter cosico que usa Aurel por la x que se usa hoy.
® En realidad el caracter césico equivalente
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4.1.2 Partes relacionadas

Son problemas en los que un todo conocido se descompone en partes iguales o
desiguales, que vienen dadas por enteros y fracciones de las que se conoce su relacién mutua
y se han llamado como Problemas de partes relacionadas entre si donde el todo es conocido.

a) Lectura aritmética. Reglas antiguas: Falsa posicion’.

La tela. Un hombre compra 4 piezas de ropa por 80 bezantes. Compra la primera por
un cierto precio, y otra por 2/3 el precio de la primera. Compra la tercera por % el
precio de la segunda. Ademas la cuarta, la compra por 4/5 del precio de la tercera.
¢Cuanto vale cada pieza?

Pones que la primera pieza vale 60 bezantes, porque 60 es el minimo comdn
maltiplo del 5y 4 y 3. Por lo tanto, si la primera vale 60 bezantes, luego la segunda
vale 2/3 de ella, 40 bezantes y la tercera vale 30 bezantes, es decir 3/4 del precio de
la segunda. El cuarto vale 24 bezantes, es decir 4/5 de 30. Después hay que afiadir el
60 y el 40, y el 30 y el 24, es decir, los precios de venta de las cuatro piezas; son 154
y debe ser 80; dice, puse 60 por el precio de la primera pieza y 154 bezantes
resultado que la suma de las cuatro piezas; ¢Cuanto voy a poner para que la suma de
las piezas es de 80 bezantes? Multiplicar el 60 por el 80; y habra 4.800 que se divide
con la regla por 154, es decir 1/2 0/7 0/11; el cociente sera 6/7 1/1131 bezantes. Y
este es el valor de la primera pieza. También con el fin de tener el precio de la
segunda, se multiplica el 40 por el 80, y se divide de nuevo por 1/2 0/7 0/11; el
cociente serd 4/7 8/11 20 por el precio de la segunda pieza. También para saber el
precio de la tercera, se multiplica el 30 por el 80, y se divide por 1/2 0/7 0/11; el
cociente serd 3/7 6/11 15 bezantes por el precio; al final, el precio de la cuarta, se
multiplica el 24 por el 80, y se divide por 1/2 0/7 0/11; el cociente sera 1/7 5/11 12
bezantes por el precio, y te das cuenta de que en cada uno de los cuatro productos se
cancela 1/2 (FIBONACCI, 1202/2002, p. 274-275).

Fibonacci toma como valor supuesto de la primera pieza el minimo comin multiplo de
los denominadores de las fracciones, que es 60. Con este valor calcula cual seria el de las
otras piezas de acuerdo con las condiciones del problema, obteniendo 40, 30, 24. Sumando el
valor de todas ellas obtiene 154 como falso coste de las 4 piezas juntas. Para enmendar el

error aplica las proporciones: si 154 viene de 60 qué vendra de 80, 40, 30 y 24

60%x80 40x80 30%x80 24x80
154 ' 154 154 ' 154 °

respectivamente, y obtiene que el precio de las piezas es de

Una version mas moderna de esta forma de abordar este tipo de problemas es la que

ofrece el siguiente ejemplo, donde todavia se usa la falsa posicion.

" El nombre falsa posicién esta asociado al proceso algoritmico que encierra, ya que para obtener la solucién hay
que tomar un valor supuesto, y por lo tanto falso, en el lugar de la incdgnita. Con él se hacen los calculos que se
sefialan en el enunciado del problema para obtener un resultado erréneo. Con este dato, el supuesto y el erroneo,
la aplicacion de una regla de tres permite obtener el resultado correcto. El fundamento de la regla de una falsa
posicion liga las nociones proporcionalidad, ecuaciones de primer grado y funcion lineal. Las condiciones del
enunciado se pueden modelizar con una ecuacion de primer grado con una incégnita: b = ax. La regla manda que
se resuelva la ecuacion dando un valor supuesto a x= x;, que da lugar al error b,, b,= ax,. De estas dos

. - .. b b -
igualdades: b = ax y b; = ax;, se obtiene la proporcion o= x—l de la cual se sigue el valor de x.
1
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Las pesetas. Repartanse 180 ptas. Entre dos personas, de modo que la parte de la
primera sea los 4/5 de la segunda.

Tomando un ndmero arbitrario que satisfaga las condiciones del problema, esto es,
un namero divisible por 5, por ejemplo, 5 tendremos que, si la parte de la segunda

. 5%X4
persona fuese 5, la parte de la 12, serfa % =4

Repartiendo, pues, 180 ptas en partes proporcionales a 5 y 4, tendremos: 5+4=9.
Luego:

Para la 12 persona 9: 180 :: 4:x  x = 80 ptas

Para la 12 persona 9: 180 :: 5:x  x = 100 ptas (DALMAU, 1943, p. 254).

b) Lectura aritmética razonada

Los toneles. En dos toneles existen 520 litros de vino y uno de ellos contiene la
cuarta parte que el otro. ;Cuantos litros hay en cada tonel?

Habiendo en el tonel primero la cuarta parte de lo que contiene el segundo, resulta
que la cantidad contenida en aquél sera la quinta parte de la cantidad total de vino o
sea: 520:5=104 litros. En el segundo habra 104:4=416 litros (SABRAS; AGUAYO,
1922, p. 9).

El autor determina a qué namero de partes del todo equivale la relacion entre las partes
dadas, para hacer asi un reparto proporcional. Para ello deshace la fraccién. Teniendo en

cuenta que un tonel contiene una cuarto del otro, se puede entender que, en total, hay cinco
partes y que en un tonel hay % y den el otro i (i . % = i). Ahora hay varias alternativas, una es
aplicar estas fracciones a la cantidad dada 520 para hallar la solucidon, pero en este ejemplo, el
autor prefiere hallar la fraccion unitaria § de 520 y multiplicarla por 4 y por 1.

c) Lectura algebraica

100 ducados. Tres quieren partir 100 ducados, los que vienen al primero son tantos
como los 2/5 de los del segundo; y partiendo los del tercero, por los del primero,
vendré en la particion 4 5/6. Demando, cuantos ducados vienen a cada uno?

Pongo que al segundo vienen 1x ducados al primero vendra g X; y por fuerza al
tercero la resta, que es 100 — 1 E X. Estos parte por los del primero, que es g Y
vendra 100 — 1 % X, partidas por %x, igual a 42 . Reduce la igualacién a entero, y

vendra 100 — 1 § X, iguales a %x. Iguala, y parte, y vendra 1x a valer 30 : tantos

ducados tomo el segundo, el primero 12: y el tercero, 58 ducados (AUREL, 1552, fo
102 dcha.).

Aurel asigna la letra x a la parte del segundo individuo, para asi poder trabajar con ella
como si fuera una cantidad conocida. Tras esto escribe las relaciones aritméticas entre las
cantidades dadas por el enunciado y plantea la ecuacion teniendo en cuenta que la tercera

parte es igual a 100 menos la primera y la segunda parte, y que la tercera parte divida por la
primera es 42. O sea:

2 2
100—Ex—x _ 100—1§x

Ex
5

=42 H100—1%2x =2y
6 5 15

ZX
5
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4.2 Todo desconocido
4.2.1 Partes no relacionadas

Son problemas que se han llamado Problemas de partes no relacionadas entre si
donde el todo es desconocido, cuya caracteristica es que un todo desconocido se descompone
en partes, que no guardan ninguna relacion entre si y que vienen dadas por fracciones y
enteros, o fracciones mas enteros.

a) Lectura aritmética. Reglas antiguas: Falsa posicion.

La lanza. Aqui hay una lanza, que la % esta en el fango y 1/3 esté en el agua y fuera
del agua tiene 7 palmos y Y4. Pide cuanto es de largo la lanza.

Puesto que % y 1/3 se encuentran en 6, supon que esa lanza es de 6 palmos de
largo. Ahora toma en tu entendimiento que ¥z y 1/3 de 6 son 5. Digo 3 por el % que
esté en el fango, y 2 por el 1/3 que esta en el agua, y 1 por lo que le resta de 6. Por
eso diré: si de 1 me viene a 6, ¢de cudnto me vendrd a 7 y 1/4? Multiplica 7 y 1/4
por 6 y son 74 cuartos, los cuales debes dividir por 1, del cual haras cuartos. Y seran
43 palmos y seran 43 palmos y %2 (SANTCLIMENT, 1482, p. 311-312).

Santcliment toma como valor supuesto del todo desconocido que se busca el 6, que es

el maximo comun divisor de los denominadores 2 y 3, de las fracciones dadas ¥z y 1/3. Con
este dato calcula el valor de las partes ocultas bajo el agua y el fango de la lanza: (% + %)6 =

5. La diferencia 6-5 es valor que queda fuera del agua, bajo el supuesto de que la lanza mida 6

palmos de largo. Como en realidad fuera del agua hay 7 % palmos, planteando la proporcion

6 .
1= % se halla lo que realmente mide la lanza, o sea x=43 %2 palmos.
2

b) Lectura aritmética razonada
Actualmente, la lectura aritmética de estos problemas hace uso del lenguaje horizontal

y de las ecuaciones aritméticas. El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento.

La suma. Cuatro personas se repartieron una suma: la primera se quedd con la
tercera parte, mas 20 pesetas; la segunda, con la cuarta parte, mas 40 pesetas; la
tercera, con la quinta parte, mas 70 pesetas, y la cuarta con la sexta parte, mas 80
pesetas. ¢Cuanto correspondi6 a cada persona?

Sol. §+ i + % +% = 2—; 20+ 40+ 70+80 =210 pesetas representan los
% - z—; = 63—0 de la suma repartida; % de dicha suma es igual a 210:3 = 70 pesetas,
y los 2—; de la repetida suma valdran 57 - 70 = 3990 pesetas, que se repartiran

proporcionalmente a iié y %, 0 sea a 20,15,12 y 10. A cada una de las partes

resultantes se les sumara 20, 40, 70y 80 pesetas, respectivamente, y se tendra lo que
correspondio a cada persona (GARCIA, 1957, p. 87).

El autor suma por separado las partes fraccionarias y las partes enteras. Teniendo en
cuenta la relacién aritmética entre estas dos partes, que son complementarias en relacion al

todo, plantea la ecuacion aritmética que resuelve el problema.
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1,1 ,1 1_57 _ _ (60
(5 tototo=5; partes)+(20 + 40 + 70 + 80 = 210 pesetas) = (60 partes)
De esta igualdad deduce que % es 210, y por tanto que 6—10 =70 pesetas, y 57/60=57-70=3990.

Una vez hallado este valor lo prorratea en %i% y % partes, a las que le suma 20, 40, 70 y 80

pesetas, respectivamente, y obtiene lo que corresponde a cada persona.

c) Lectura algebraica

El testamento. Las intenciones de un padre mediante su testamento es que sus tres
hijos deben repartirse su fortuna de la siguiente manera; el mayor recibira 1000
coronas menos que la mitad del total de la fortuna; el segundo recibirad 800 coronas
menos que la tercera parte del total de la fortuna; y el tercero recibira 600 coronas
menos que el total de la fortuna. Se pide la suma total de la fortuna, y cuanto recibira
cada hijo?

Sol. Vamos a expresar la fortuna con x

La parte del primer hijo es éx — 1000

La parte del segundo es %x — 800
La parte del tercero ix —600
Por eso los tres hijos reciben en total %x + %x + ix — 2400 Yy esta suma debe ser
igual a x. tenemos, entonces, la ecuacion gx — 2400 = x. Restando X, queda,

%x — 2400 = 0 Afadiendo 2400, tenemos %x = 2400. Finalmente multiplicando
por 12, el producto es x igual a 28800. Respuesta. La fortuna consiste en 28800

coronas, y
- El mayor de los hijos recibe 13400 coronas

- El Segundo 8800

- El més joven 6600

- Total 28800 coronas (EULER, 1770/1821, p. 167).

Como se ve, en este caso la relacion entre cantidades que conduce a la ecuacion es que
la suma de todas las partes es igual al todo. Resolviendo la ecuacion se halla el valor del todo,

X.

4.2.2 Partes relacionadas

Los hemos denominado Problemas de partes relacionadas con el complemento aditivo
donde el todo es desconocido. En estos problemas, en los que el todo desconocido se
descompone en partes dadas por fracciones mas enteros, lo caracteristico es que las fracciones
estan relacionadas a través del complemento aditivo.

Este complemento se verbaliza con el sintagma: de lo que queda, que permite
reconocerlos facilmente, sobre la que se aplica una nueva fraccion, de acuerdo con la
secuencia establecida en el enunciado del problema. La reiteracién del proceso genera una

cadena multiplicativa de fracciones. Hay cuatro subtipos que se detallan a continuacion.
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4.2.2.1 Problemas de quitar fracciones de lo que queda del todo desconocido. Se conoce la

cantidad final que resulta de ese proceso.

Son problemas en los que a partir de un todo desconocido se quitan fracciones, iguales
0 desiguales, sucesivamente, pero siempre fracciones de lo que va quedando. Se conoce el
resultado de quitar esas fracciones.

a) Lectura aritmética. Reglas antiguas.

Los tres impuestos. Es una persona que acarrea cereal a través tres pasos. En el paso
exterior, le quitan una tercera parte como impuesto. En el paso intermedio, le quitan
un quinto. En el paso interior le quitan una séptima parte. Supon que el cereal que le
queda son 5 dou®. Diga: ¢Cuénto cereal llevaba originalmente? Sol: 10 dou 9 3/8
sheng.

Método: Supon que es 5 dou; multiplicalo por los nimeros de los impuestos: 3, 5, 7,
sucesivamente, en concepto de dividendo. Toma el producto de los restos [los
numeradores de las fracciones que van quedando] 2, 4, 6, como divisor. Divide, da
el nimero de dou que has hallado (JIUZHANG SUANSHU, 100/1999, p. 345).

La solucidn se obtiene al aplicar una regla mecanica que consiste en hacer el producto de

- 246 48 16
las fracciones === = — = —

. . 1 1
357~ ot = 3% Este producto viene de reducir el producto (1 — 5) (1 — E) (1 —

%) que es lo que queda al final de las tres pérdidas.

En efecto, la primera pérdida deja 1 - é del cereal, la segunda deja (1 - g) - i(l - é )=(1- é)
(1-7)y latercera pérdida deja (1 -g) (1-7) -3(1%) (1-7)= (1-%) (1-7) (1-%):%

Esta fraccion del todo, g es lo que queda tras los gastos, que se sabe que vale 5 dou.

Deshaciendo la fraccion se obtiene que la cantidad que se pide en el enunciado del problema, que

5 15
es—= =10 +Edou.
35

b) Lectura aritmética razonada

Una explicacion del método anterior la ofrece el siguiente ejemplo:

El peregrino. Un peregrino lleva cierta cantidad de dinero. Da la mitad de su
dinero (a los Brahmines) en Prayaga. Gasta dos novenos del resto en Kashi,
Un cuarto de lo que le queda fue para pagar una deuda. Después gasta la 610
partes de lo que le quedaba en Gaya. Alfinal regres6 a casa con 63 niskas.
Si conoces la fraccién que le queda, halla la cantidad que llevaba.

Suponiendo que tenia un niska al empezar. Primero gasté Y2, en Prayaga, y por
tanto le quedd Y. En Kashi gasto, ¥2-2/9=1/9, y por tanto le quedd %-1/9=7/18. La
deuda que pag6é =7/18-1/4=7/72, por tanto le quedaba 7/18-7/72=21/72=7/24. En
Gaya gasto, 7/24-6/10=7/40. Cuando abandon6 Gaya le quedaba 7/24-7/40=7/60.
Por el método de [deshacer]la fraccion que le queda, [resulta que]tenia
63/(7/60)=9-60=540 niskas (LILAVATI, 1150/2006, p.59).

® Notar que 1dou=10sheng.
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En la resolucién del problema se hace la suposicion de que la cantidad inicial es uno,
. T 7 .y
después se calcula lo que queda tras todas las pérdidas: -5 como el valor de esta fraccion es

conocido ya puede deshacer la fraccion y obtener el resultado.

c) Lectura algebraica

El poste. Un poste esta pintado de tres colores distintos, rojo, azul y negro. La parte
en negro comprende 1/3 de su longitud, la parte en rojo los 2/3 del resto y la parte
azul mide 2’70 metros. Calcular la altura del poste.

Designemos por x la longitud del poste. Longitud de la parte pintada de negro x/3.
Longitud de la parte pintada de rojo 4x/9. Longitud de la parte pintada de azul
2.7ms. Podremos escribir la ecuacién de primer grado, x/3+4x/9+2.7=x, de lo que
operando se obtiene x=12.15ms (ALVAREZ, 1936, p. 68 y 69).

Como se ve la aplicacion del método cartesiano que hace el autor es complemente
estandar.

4.2.2.2 Problemas de quitar un namero fijo y una fraccién de lo que va quedando a un

todo desconocido. Se conoce la cantidad final que resulta de ese proceso.

Lo que diferencia a este subtipo de problemas del anterior es que, ahora, las partes en
vez de venir dada por una fraccion vienen dadas por una combinacion de un namero fijo y una
fraccion.

a) Lectura aritmética. Reglas antiguas.

Las rosas. Un hombre ha entrado en un huerto a coger rosas, y a la entrada hay tres
puertas, y €l ha de dar al que guarda la primera puerta la % de todas las rosas que
habia cogido y media més sin romper ninguna; a la segunda puerta ha de dar los 2/3
de las rosas que le habian quedado y 2/3 mas fin romper ninguna, y a la tercera
puerta ha de dar los % de las rosas que le habian quedado y 3/4 de rosa mas sin
guebrar ninguna; y quiere, que le sobren 2 rosas. Pregunto, cuantas rosas ha de
coger?

Pon 2 que quiere que le sobren, y afiade 1/2 y serdn 2 y %%, déblalas, y seran 5; afiade
2/3, y seran 5 2/3, multiplicalos por 3, y serdn 17; afiade 3/4, y serdn 17 3,
multiplicalos por 4, y serdn 71. Y 71 rosas ha de coger (VENTALLOL, 1521/1621,
p. 471).

El método de Vantallol es misterioso. Se podria pensar que usé el método inverso,
pero no parece que sea asi a la vista de las operaciones que hace. En efecto, el razonamiento
segun el método inverso es algo asi: en la ultima puerta da % de las rosas que quedaban y ¥
de rosa mas, y esto le deja 2 rosas. Como gasta 3/4 de las rosas y ¥ de rosa, le quedan ¥ de
las rosas menos % de rosa, y esto es igual a 2 rosas, o lo que es lo mismo, ¥ de las rosas es
igual a 2+3/4=11/4 y por tanto al llegar a la tercera puerta quedaban 11 rosas.

Igualmente, en la segunda puerta da 2/3 de las rosas que le quedaban y 2/3 de rosa, 0

sea que las 11 rosas vienen de 1/3 de lo que quedaba menos 2/3 rosa; o lo que es lo mismo,
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11+2/3=35/3 viene de 1/3 de lo que quedaba, y por tanto quedaban 35 rosas al llegar a la

segunda puerta.

Otra vez, en la primera puerta da %2 de las rosas mas % rosa, luego las 35 rosas vienen
de % de las rosas menos %2, 0 sea que 35+1/2 vienen de la mitad de las rosas, y por tanto las
rosas eran 71.

b) Lectura aritmética razonada.

La huevera. Un hombre regresa a Paris de un paseo por el campo. Visita a tres
amigos enfermos y le da al primero la mitad de sus huevos, mas la mitad de un
huevo, al segundo, la mitad de lo que le queda mas medio huevo, al tercero, la mitad
de los que adn le queda y mas medio huevo, después de esto no le queda ninguno.
¢Cuantos llevaba).

Antes de su tercera visita no le queda mas que un huevo, porque 1 es el tnico que al
dar la mitad mas %2 no queda nada. Si durante la segunda visita no hubiera dado mas
que la mitad de sus huevos, habria conservado la mitad, que seria el 1 huevo que
tenia para su tercera visita, mas medio huevo que no habria dado. Luego, antes de la
segunda visita tenia 2 veces 1 % huevos, o0 3 huevos. Igualmente, si en la primera
visita hubiera guardado el % huevo, le hubieran quedado 3 %, que habrian sido la
mitad de los huevos. Tenia, pues 7 huevos (VINOT, 1860, p. 72y 73).

Como se ve Vinot utiliza el método inverso, en la misma forma que se ha explicado en
el problema anterior de Ventallol.

c) Lectura algebraica.

Otra huevera. Una huevera vende todos los huevos, vendiendo en cada uno de 4
ventas sucesivas a mitad de los que tenia mas medio huevo. ;Cuantos vendi6?

Sol. 1°. Venta X + =y le quedan £ — 2.
2 2 2 2

20 VentaX—2+2=241 ylequedan (5—3)—(f+3)=£_3
4 4 2 4 4 2 2 4 4 4 4
3. VentaX — 34+ 1 =24 1yequedan (5—3)—(f+1)=f—Z
8 8 8 4 4 8 8 8 8

2 8
x_ 7, r_x,1 XN _ (ALY _x_ B
4°, Venta PPyt by + =Y le quedan (8 8) ( + ) = gue han
de ser cero. Luego x=15 (PEREZ, 1895, p. 162).

El autor usa el método cartesiano, por lo que no se necesita mas explicacion.

4.2.2.3 Problemas de quitar y reponer a un todo desconocido. Se conoce la cantidad final

gue resulta de ese proceso.

En este subtipo, ademas de quitar fracciones se repone una parte igual o diferente de lo que
se ha quitado, y no siempre de la misma naturaleza.

a) Lectura aritmética. Reglas antiguas.

El ladron. Un ladrén entr6 en un palacio donde encontrd una caja llena de ducados;
tras cogerla, intent6 escapar; pero fue cogido por un portero del palacio, al que
ofrecié la mitad de los ducados con tal de que le dejara escapar; pero el portero, en
cierta forma compadecido, le devolvié 80 ducados de lo que el ladrén le habia dado
y le dejo ir. Poco después es sorprendido por otro portero del palacio al cudl le
ofrecié también la mitad de los ducados que le quedaban; cuando el portero recibi6
esta cantidad, fue también generoso y de la suma recibida devolvié al ladrén 50
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ducados. Por ltimo es cogido por un tercer portero del palacio, al cual ofrece la
mitad de los ducados que llevaba en el saco, cantidad de la que el portero a su vez, le
devolvié 24; al final el ladrén sale del palacio con 200 ducados en el saco. {Cuantos
ducados habia en el saco al principio?

De los 200 ducados que hay al final se restan 24, que le devolvio el tercer portero; el
resto es 176; esto se multiplica por 2 y tenemos 352; de aqui se restan los 50 que le
devolvié el segundo portero y quedan 302; esto se multiplica por 2 y tenemos 604;
de aqui se quitan los 80 que le devolvid el primer portero y el resto es 524; esto se
multiplica por 2 y tenemos 1048, que es el nimero de ducados iniciales (SILICEO,
1526/1996, p. 263).

El autor utiliza el método inverso, en los mismos términos en que se ha visto en los

ejemplos de Ventallol y Vinot.

b) Lectura algebraica.

El jugador. Un jugador pierde la mitad de su dinero, y luego gana 6 ch.: después
pierde un tercio de lo que le queda, y luego gana 12 ch.; finalmente pierde un cuarto
de lo que le queda, y halla que le quedan dos guineas: ;qué suma tenia al principio?
Sol. Las unidades, con que el jugador gana y pierde estan en chelines, de las que le
guedaron 42. Expresemos con x el nimero de chelines que tenia al principio, y
simbolizamos las condiciones que se presentan en el problema.

Su primera pérdida es >, le quedan x — =, 0>, tras lo cual gana 6 ch., que sumaa >,
lo que da §+ 60, que es el dinero que posee al final de su primera aventura; a
continuacion pierde un tercio de §+ 6, que es % + 2,y que restado de §+ 6, deja
§+ 6 —%— 2,0 §+ 4, después de esto gana 12 ch. que suma a §+ 4 , hacen
§+ 44+12,0 §+ 16, que es el dinero que posee al final de su segunda aventura,
ahora pierde un cuarto de > + 16, 0 —+ 4, que resta de - + 16, deja S + 16 — = — 4,
0 §+ 12 lo que por las condiciones del problema es igual a 42, consecuentemente:
§+ 12 = 42,% =30,x =120 , que es la cantidad que tenia al principio
(PEACOCK, 1842, p. 252).

4.2.2.4 Problemas de quitar fracciones mas enteros a un todo desconocido. Se sabe que el

reparto es equitativo.

Se trata de una variante de los problemas anteriores, pero al ser el reparto equitativo no

es necesario conocer la cantidad que queda tras todo el reparto. El proceso de resolucién es

diferente.

a) Lectura aritmética. Reglas antiguas.

Los bezantes. Un hombre en sus Gltimos dias decide hacer testamento entre sus hijos
mayores de la forma siguiente. Al primero le dijo, te daré un bezante y un séptimo
del resto, a otro le dijo, te daré 2 bezantes y un séptimo del resto, a un tercero le dijo,
te daré 3 bezantes y un séptimo del resto, y asi sucesivamente con todos sus hijos.
Uno de los hijos dijo que el reparto no era justo. Pero el padre dijo que todos tenian
el mismo dinero

Por los séptimos que él da a cada hijo tienes 7 y le quitas 1, entonces el resto son 6 y
estos son el nimero de hijos que multiplicados por si mismos da 36 que es el
namero total de bezantes (FIBONACCI, 1202/2002, p.399).
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La condicion fundamental de este problema es que todos los hijos llevan la misma
cantidad, o lo que es lo mismo, que la diferencia entre lo que se llevan dos hijos es cero; o

también que la diferencia entre la cantidad C que queda antes del ultimo reparto y lo que se

lleva el ultimo hijo, el n-ésimo, es cero. Luego, si la cantidad que recibe el ultimo hijo: n +%

(C-n), y dado que la diferencia entre lo que quedaba y la cantidad que recibe, es cero:
C-n—-(C-m)=7C-C+7n-n=0->@7-DC=7-Dn—>C=n

De aqui que la herencia H es igual a n? (n hijos a n bezantes cada uno). Ahora, solo falta

hallar el valor de n, lo que se puede hacer, por ejemplo, planteando la ecuacion de lo que
. . . 1 . , . .
recibe el primer hijo: 1+;(n2-1):n — n =6. Pero esto no explica como deduce Fibonacci que

la cantidad que recibe cada hijo es 7-1=6. El siguiente problema ayuda a descubrirla

El mercader. Un mercader estando enfermo hizo testamento, dejando ciertos hijos, y
cierta cantidad de hacienda, ordenando que al hijo primero le diesen la sexta parte de
su hacienda, y 300 ducados mas; al segundo la sexta parte del restante, y 600
ducados mas; y al tercero la sexta parte del restante y 900 ducados mas, y con este
orden en los demas, dando siempre a cada uno la sexta parte del restante, y 300
ducados mas al uno que al otro. Muerto el padre, partieron la hacienda, y hallaron
que tanto vino al uno como al otro: pidese cuantos hijos dejo el padre, cuanta
hacienda, y cuanto vino por cada uno

Quita el numerador del quebrado del denominador; esto es, 1 de 6 y quedaran 5y
tantos hijos dejo, luego multiplica los 300 ducados, que se dan de mas a cada hijo,
por 6, denominador del quebrado y montaran 1800 ducados y tantos ducados le
tocaron a cada uno, los cuales multiplicados por los 5 hijos montaran 9000 ducados
y tanta hacienda dejé el padre; pruébalo y hallaras ser verdad (PUIG, 1715 p. 209).

Razonando igual que antes:
C—(300n+§6) =05>6C—C=6x300n—> (6—1)C=6x300n
Como tanto el nimero de hijos como la cantidad heredada han de ser enteros, de la
igualdad anterior y pensando en términos de que a ambos lados del signo igual hay una
cantidad descompuesta en factores, necesariamente n = 6-1 y C=6x300, y esta es la idea que
posiblemente aplic6 también Fibonacci.

b) Lectura algebraica

Ducados y 1/10. Un enfermo hace su testamento, y manda que su hacienda sea
partida entre sus hijos, igualmente, que tanto haya el uno como el otro. Muerto el

padre, dan al hijo mayor un ducado, y % de lo que queda; al segundo, 2 ducados y %

de la resta; al tercero 3 ducados y % de lo que quedo; asi a cada hijo un ducado mas

que al otro y 11—0 de la resta. De esta manera es satisfecha la voluntad del padre,

porque vino a cada uno tanto como al otro. Demando, ¢cuantos ducados dejd, y
cuéntos hijos tenia?.
Pongo, que dejo x ducados de los cuales toma el mayor, o primer hijo 1 ducado, quedan x-

1 -1 - , +9
1, el > de esta resta es "1—0 , lo cual junta con 1 ducado, y vendran x1_o , tantos ducados

vienen al hijo primero. Estos quita de x, y quedara para los otros hijos ? ducados,

9x—29 1 9x—29

, CUyo — es
10 10 100

de los cuales toma el segundo, 2 ducados, quedaran el cual
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. 2 ,  9x+171 -
junta con los 2 ducados que el 2° tomo, y vendran xlT tantos ducados vienen al

2°, Y pues el uno hered6 tanto como el otro, conviene que los ducados del uno sean
- - x+9 f
iguales a los ducados del otro. Por lo cual digo que Ty ducados del primero son

. 9x+171 - -z
iguales a 2270 ducados del segundo. Reduce la igualacion a entero (que es

multiplicar en cruz) y vendran 100x + 900 = 90x + 1710. Iguala y parte y vendrd x a
valer 81. Tantos ducados dejé el padre. Ahora para saber cuantos hijos eran mira
qué viene a cada uno de esta manera, toma 1 ducado de los 81, quedaran 80, cuyo
1/10 es 8, el cual junto con el 1, y seran 9 ducado [que son los que] vienen a cada
uno (AUREL, 1552, fo. 92).

Como se ve en su lectura cartesiana, Aurel plantea la ecuacién a partir de que los dos

primeros hijos heredan la misma cantidad.

En el siguiente ejemplo, Fibonacci utiliza, también, el método cartesiano pero en su lectura

analitica plantea la condicion fundamental de este tipo de problemas en términos de que la

diferencia entre lo que se llevan los dos primeros hijos es cero.

7 Conclusién

Las libras. Un padre deja a su muerte varios hijos, quienes comparten sus bienes de la
siguiente manera: el primero recibird 100 libras y la décima parte del resto, el segundo
recibira 200 libras y la décima parte del resto, el tercero 300 libras y la décima parte del
resto, el cuarto recibira 400 libras y la décima parte del resto, asi sucesivamente. Asi se
obtiene que la herencia queda dividida equitativamente entre sus hijos. Se requiere saber,
cuanto hijos eran y cuanto recibié cada uno.

Supondremos que el total de la fortuna sea z libras; y que cada hijo recibira la misma parte
a la cual la llamamos x, con lo cual el nimero de nifios vendra determinado por i Ahora

pasamos a la resolucion del problema.

Suma o herencia | Orden de | Parte de cada hijo Diferencias
que es dividida los hijos
z 1 _ 100 4 2= 100
— 19 200 100
Z-X 20 Z—Xx- X —
x—200+m0 100 — 1(1)00—0
z-2X 3 zZ—2x — X —
x—300+m 100 — 1(1)00—0
z-3X 40 zZ—3x— x—
x—4OO+T5 100 — 1(1)00—0
Z-4x 50 z—4x — 500 X —
x =500+ — 10 100 — 10 0
Z-5X 6° z—5x — 600 | asisucesivamente...
x =600+ T

Hemos insertado en la Gltima columna las diferencias, las cuales se han obtenido cada
parte menos la anterior, dado que todas las partes son iguales esta diferencia es igual a 0.
Con lo que resolviendo esta ecuacion 100 — £7299 — 0 se obtiene que x=900.

Asi pues ahora sabemos que cada hijo recibira 900 libras, cogiendo cualquiera de las
formulas de la tercera columna obtenemos x = 100 + % que z=8100 libras, y en

consecuencia, el nimero de hijos 8100/900=9 (EULER, 1770/1821, p. 173).

En este trabajo se ha presentado una recopilacion de problemas de fracciones extraidos

de libros de diferentes periodos histdricos. Los problemas se han agrupado en categorias,
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atendiendo a las relaciones entre las partes y a si el todo es conocido o0 no. Se ha dado cuenta
de las diferentes lecturas analiticas y métodos de resolucion que han quedado reflejados en los
libros de texto.

Se aporta, asi, un conocimiento matematico que puede ser Util para la ensefianza
porque aporta claridad metodoldgica, en el sentido de ofrecer un enfoque de los problemas
descriptivos como objeto de estudio por su propio interés, de como organizarlos y de coémo
analizar sus distintos métodos de resolucion.

También es util para el investigador porque ofrece una metodologia para el analisis
historico y epistemologico de un contenido matematico que ha sido transmitido por la
tradicion historica.

El reto que se plantea con este trabajo es, a partir de esta informacion, disefiar una
propuesta de ensefianza para este tipo de problemas. El reto como educadores es orientar la
ensefianza para que los estudiantes sepan efectuar el analisis de las relaciones entre cantidades
que determinan las condiciones de los enunciados, y elegir cuales de las lecturas analiticas son

las més apropiadas en cada caso para resolverlos.
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