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Meétodos de estimacao de parametros em modelo de covariancia com erro na covariavel

Parameter estimation methods in covariance model with error in covariate

Tiago Almeida de Oliveira' Augusto Ramalho de Morais" Marcelo Angelo Cirillo"

RESUMO

Estudou-se o modelo de analise de covariancia
com um fator e erro de medida na covariavel. Avaliou-se,
neste modelo, por meio de simulagéo, a acuracia e precisédo
de dois estimadores, propostos na literatura para estimar
parametros de um modelo de regressdo com erro de medida.
Sobre diferentes distribui¢cGes dos residuos, coeficientes de
determinacdo e tamanhos amostrais, estudou-se o
comportamento de ambos os estimadores. No modelo de
analise de covariancia, quanto maior o tamanho amostral e o
coeficiente de determinagdo, melhor se comportam os
estimadores avaliados com relacdo a acuréacia e a precisao.
As conclus@es encontradas sugerem que o estimador Plug-in
obteve desempenho superior, tanto na acurécia quanto na
precisdo em situacdes de normalidade, nas diferentes
configuracdes analisadas sobre o modelo avaliado. Quando
os estimadores foram avaliados no modelo de ANCOVA com
os residuos distribuidos pela Gama, obtiveram o pior
desempenho em relagdo a quando eram avaliados pelas demais
distribuicdes.
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ABSTRACT

The present paper approaches the covariance
analysis model with one factor and measurement error in the
covariate. Accuracy and precision of two estimators suggested
in the literature were evaluated through data simulation, for
estimating parameters of a regression model with measurement
error. So called Plug-in method estimates the real value based
on the observed ones and then uses the common function for
estimating the desired parameter. The other estimator, known
as bias smoother, only performs a bias correction on the usual
estimator by computing a factor. Behavior of both estimators
was studied under different residual distributions, goodness of

fit and sample sizes. It is worth noting that, in covariance
analysis model, the high the sample size, the better for accuracy
and precision. Results suggest that the Plug-in estimator
presented the best performance both for accuracy and precision
under normality, for the distinct evaluated situations. When the
estimators had been evaluated in the model of ANCOVA with
the residues distributed for Gamma, the same ones had gotten
the worse performance in relation when they were evaluated by
the others distributions.

Key words: error in variables, bias, accuracy.

INTRODUGCAO

A analise de covariancia (ANCOVA) é
comumente descrita para 0 ajuste de varidveis que nao
podem ser controladas pelo pesquisador. E uma técnica
estatistica bastante utilizada para analise de dados
originados de pesquisas, na qual uma variavel
dependente (y) é relacionada com uma variavel
independente (x) para proceder a um ajustamento das
médias dos tratamentos, em que cada variavel
quantitativa independente adicionada ao estudo é
chamada de varidvel concomitante, covariavel ou
variavel auxiliar (NETER et al., 2004).

Os textos cléassicos da estatistica
experimental sobre ANCOVA, como FEDERER (1955),
MONTGOMERY (2009), entre outros, consideram a
covaridvel x de efeito fixo e medida sem erro. No entanto,
nem sempre essa suposicao é satisfeita, sendo o0 mais
comum n&o se ter acesso aos seus verdadeiros valores.
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Geralmente, ao se estimar os pardmetros de
uma funcao, o interesse recai em verificar se a presenca
de erros de mensuracdo pode afetar a precisdo dos
estimadores (BOLFARINE et al., 1992). Foram
desenvolvidos estimadores para modelar dados com
erros nas covariaveis, dentre eles, existem o0s
estimadores de JAMES & STEIN (1961) e FULLER
(1987), conhecidos também como estimadores Plug-in
e atenuador de vicio, respectivamente, que foram
desenvolvidos com o intuito de minimizar os riscos de
incerteza, diminuindo o efeito do erro de medida. A
diferenca na formalizacéo desses métodos, citada por
CUNHA & COLOSIMO (2003), é que os estimadores
Plug-in estimam o valor verdadeiro por meio dos
valores observados e, de posse dos respectivos valores
ajustados, utilizam a funcdo de estimacdo usual no
modelo para estimar o pardmetro de interesse e 0
estimador atenuador de vicio realiza uma correcdo no
vicio a partir do estimador usual.

Aanélise de covariancia com erro de medida
com aplicacdo na area agronémica foi abordada, entre
outros, por DEGRACIE & FULLER (1972), que
propuseram estimadores para o coeficiente de regressao
b, considerando o modelo com erros nas variaveis, que
tém viés em menor ordem e erro quadratico médio, em
relacdo ao estimador usual de minimos quadrados.

A distribuicdo estatistica do erro nem
sempre é facil de ser obtida, tornando-se complexa a
inferéncia e a formulagdo de métodos de estimacao.
Uma alternativa para solucionar esse problema é o uso
de técnicas de simulacdo Monte Carlo e métodos de
computacdo intensiva. Como 0s erros nas variaveis
podem estar presentes em um experimento, verifica-se
a necessidade de realizar aferices do erro na medida
de suas variaveis por meio do estudo da acurdcia e
precisdo (BARKER & ROSE, 1984).

Uma vez que ndo se conhece o
comportamento dos estimadores quando estes sdo
aplicados ao modelo de ANCOVA com erro nas
covariaveis e é de conhecimento que, nesse modelo,
as estimativas de minimos quadrados sdo viciadas,
objetivou-se avaliar os dois métodos de estimacdo de
parametros (Plug-in e Atenuador de vicio), por meio
de acuracia e precisdo, considerando diferentes
distribuicbes nos residuos de um modelo linear simples
de ANCOVA com erro nas covariaveis com uso de
simulacdo Monte Carlo.

MATERIAL E METODOS
A metodologia utilizada neste trabalho

considerou um modelo de ANCOVA com uma
covaridvel, supondo que exista uma relagdo linear entre

a variavel independente (covariavel) e a variavel
dependente. O modelo de anéalise de covariancia
considerado neste trabalho é semelhante ao
mencionado por SEARLE (1997) e foi definido por
y=Xp+Zy+e, Para esse modelo, sem perda de
generalidades, considerou-se como poélo de
comparacdo um experimento conduzido em
delineamento inteiramente casualizado com quatro
tratamentos, em que y é o vetor das observagdes da
varidvel resposta de dimensdes n x 1; X é a matriz de
incidéncia dos tratamentos nas repeti¢des, de valores
(0,1) de dimensdo n x 5; B é o vetor de pardmetros
relativos 8 média geral # e aos correspondentes efeitos
do fator, de dimensdes 5 x 1; Z é o vetor cujos
componentes sdo os valores da covariavel ou variavel
independente, de dimensbes n x 1;7 é o vetor do
coeficiente de regressdo associado a covariavel de
dimensdes 1 x 1; € é 0 vetor de erros experimentais, de
dimensdes nx 1. O pesquisador pode ter motivos para
acreditar que o valor observado da covariavel nao
corresponde ao valor exato, contendo algum erro. O
erro de medida pode ser incorporado em um modelo
linear, por meio da relagdo, zj=xi+uj;, sendo x;; 0 valor
ideal (observado sem erro de medida), z; o valor
observado e u; uma varivel aleat6ria que representa o
erro de medida néo observéavel.

O estimador proposto por JAMES & STEIN
(1961) pode ser utilizado para a determinagao ou ajuste
dos valores z; (i=1,..,1;j=1,...,K) da covariavel
observada com o erro de medida, obtida nas k
repeticdes e | tratamentos. Essas repeticBes sdo
independentes e identicamente distribuidas por uma
distribuicdo normal com média x, e variancia o; . O
estimador de JAMES & STEIN (1961) parte do
pressuposto de ajustar um novo valor para a covariavel
z;;. Para isso, utilizou-se a expressdo e, (z)=8z+(1-8)z
com i=1,...,l, sendo que Z corresponde a média das k
repeticdes; S.? refere-se ao estimador da variancia do
erro de medida, $ao estimador da distancia do valor

ohservado paraa média das repeticdes z, com z, = Zk; z; /k ,

2 2
(z,-7)
i=1

Si=g(z,,—z_)z/hk(k—l) ,B=S2(n-3)/$ , 5=

em que 7=25:Zk:z”/hk,

O estimador proposto por FULLER (1987)
baseou-se na determinacéo do viés (ou tendéncia erro/
desvio) produzido pelo erro na observacdo dos dados.
Ele é conhecido na literatura como estimador atenuador
de vicio. Para a obten¢do do estimador, € necessario
determinar, inicialmente, o fator, k' = (c2 +52)/52.
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FULLER (1987) descreve valores dek * para
diversas varidveis quando € considerado conhecido.
Por exemplo, mensuracéo de erro em torno de 15% para
variagdo observada para renda. Entretanto, segundo
BOLFARINE & CORDANI (1993), h& um grande
numero de situagBes em que k ™ néo € conhecido, mas
pode ser estimado e, desse modo, ser tratado como
conhecido. Quando isso ocorre, pode-se estimar o fator
de Fuller por meio da expressdo kx* =S:2/(S-S.2),em
que S ? corresponde a variancia amostral da covariavel
ajustada com o erro de medida e S.? refere-se ao
estimador da variancia do erro de medida. Com base
nesse fator, o estimador de menor vicio foi obtido
calculando B, =pxk;’, emque B referi-se ao estimador
de minimos quadrados.

Para verificar se o coeficiente de
determinacgdo pode afetar no processo de estimacéo,
diferentes situacdes foram consideradas: tamanhos
amostrais, distribuicdes dos erros e os estimadores
avaliados (JAMES & STEIN, 1961; FULLER, 1987). Os
diferentes valores para o coeficiente de determinacéo
R2 foram previamente fixados em 20%; 50%; 70% e 90%
sob arestrigdo daequacdo Eyy=(@1-R*)S(r|z)/R* , sendo
Eyy a soma de quadrados do erro na variavel dependente;
S(y | r,Jasoma de quadrados para o parametro regressivo
e R? o coeficiente de determinagdo do modelo.

A adocdo de diferentes diferentes
distribuicbes para os residuos teve como objetivo
avaliar o comportamento dos estimadores sob a
violacdo de normalidade, assim como compara-los
quando a normalidade estd presente. Para isso,
adotaram-se as seguintes distribui¢des: Normal padrdo
(0,1), Uniforme (0,1) ea Gama (4,1), tendo esta Gltima
sido escolhida por ter um comportamento assimétrico.
Desse modo, a avaliacdo de acuracia e precisdo
abrangem diferentes configuracgdes. Para se obter uma
variavel aleatéria das distribui¢des citadas, foram
utilizadas rotinas construidas no software estatistico
R, versdo, 2.9.2. (R Core Development Team, 2009).
Foram simuladas diferentes situac¢@es, considerando
as configuragdes que a covariavel assume nas distintas
repeticdes, ou seja, as distribui¢bes envolvidas e os
coeficientes de determinagdo do modelo.

Para cada situac&o simulada (coeficiente de
determinacdo, diferentes distribuicbes do erro e
tamanhos amostrais), as estimativas dos parametros
do modelo, obtidas por meio das equacdes dos
estimadores de James-Stein e Fuller, respectivamente,
foram avaliadas a acurécia, por meio do viés médio,
pela expresséo szgw.—y.)/N , em que N representa as
5000 simulages monte Carlo e y, € al-ésima observacao.

A precisdo das estimativas foi verificada por
meio da raiz quadrada média do erro de predicdo. A

RQMEP ou RMSPE (root mean square prediction error)
(BIBBY & TOUTENBURG, 1977) é uma medida de
quanto as predic¢des se adequam bem aos dados

observados, definida por Rqmep= /i(y.—y.)z /N .

Possivelmente, em algumas situagdes, 0 viés
médio (Vm) podera ser relativamente alto, devido a falta
de acurdcia. Nesse caso, ocorrerd um inflacionamento
da estimativa do Rgmep. Em virtude desse problema,
julgou-se necessario avaliar a precisdo por meio do
erroresidual, sendo este corrigido pela falta de acurécia:
Erro residual = ,/Rqmep® —(Vm)z.

A acuracia do parametro de regressao
associado a covariavel foi avaliada e, para o parametro
de regresséo, adotaram-se os valores 0,2; 0,5 e 0,8, com
0 objetivo de verificar o comportamento dos
estimadores nas diferentes distribuic@es, coeficientes
de determinacéo e tamanhos amostrais.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Com o prop6sito de avaliar o comportamento
doestimador Plug-in, em umasituacdo de baixa qualidade
de ajuste, foi gerado um modelo linear pré-fixando o valor
do R?=20%. Comparando o viés médio obtido no ajuste
dos trés modelos diferenciados pela distribuicdo dos
residuos Normal (0,1), Uniforme (0,1) e Gama (4,1),
percebe-se que, no caso de amostras menores (n=16),
os estimadores foram menos acurados, pois
apresentaram vieses superiores a 10% (Figura 1A) sob
todas as distribuicfes, ato este esperado, pois, na
experimentacdo, ao se utilizar um estimador para um
parametro de um modelo estatistico, a comparacdo entre
as médias é recomendada apenas para um minimo de 20
parcelas. Percebe-se, no entanto, que o tamanho amostral
(n=40) ¢ apropriado para esse “modelo”, sobre
normalidade dos residuos, pois, a partir deste tamanho
amostral, 0 ganho em acuracia € muito pequeno.

A baixa acurécia foi mais pronunciada (dez
vezes maior) ao considerar o modelo com os residuos
dados pela distribuicdo Gama (4,1). Esses resultados,
considerando um baixo coeficiente de determinacéo,
estdo de acordo com os encontrados por CHAN et al.
(2004), em que os estimadores que consideram 0s erros
nas covariaveis sao viesados em pequenas amostras,
mesmo na melhor situacdo simulada para essa qualidade
de ajuste (n=100), o viés médio do estimador Plug-in
sob a distribuicdo Gama (4,1) ndo se aproximou
suficientemente do viés médio das distribui¢ces normal
e uniforme, sendo superior a 18%. O aumento do
tamanho amostral propiciou umamelhoria naacurécia,
em virtude de o viés médio ter sido reduzido nos trés
casos, chegando perto de 1% para as distribuicdes
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Figura 1 - Viés médio dos estimadores Plug-in (A e C) e Atenuador de vicio (B e D), considerando o modelo
com os residuos distribuidos por Normal (0,1), Uniforme (0,1) e Gama (4,1) e coeficiente de
determinagdo R?=20% (A e B) e 90% (C e D), em relagdo aos diferentes tamanhos amostrais do
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Normal padréo e Uniforme. WHITTEMORE (1989)
obteve resultados parecidos, pois, conforme o tamanho
da amostra aumentava, a raiz quadrada do quadrado
médio do erro diminuia, indicando uma melhora
assintética para o estimador de James-Stein.
Aumentando o coeficiente de determinagéo,
R?=90%, os resultados evidenciaram que os modelos
com os residuos gerados da distribui¢cdo Normal (0,1) e
Uniforme (0,1) foram mais acurados (Figura 1B), tendo
um comportamento similar em todos os tamanhos
amostrais estudados, incluindo até mesmo as amostras
menores, nas quais o viés médio néo ultrapassou 5%
em nenhum dos dois casos. O modelo, quando os
residuos eram distribuidos pela Gama (4,1), para
grandes valores da amostra (n=100), teve um ganho
consideravel (cinco vezes) em relacdo ao mesmo
modelo, quando o coeficiente de determinacéo era
pequeno. Mesmo assim, 0 modelo de ANCOVA,
quando distribuido pela Gama, obteve a pior acuracia.
As estimativas dos parametros dos modelos
(Normal, Uniforme e Gama), obtidas pelo estimador de
Fuller (atenuador de vicio), para o caso de baixo
coeficiente de determinacdo, R=20% (Figura 1C),

apresentou viés médio muito semelhante ao obtido pelo
estimador Plug-in (Figura 1A), sendo que 0s vieses
sdo menores quando os erros tém distribuigdo Normal.
Porém, existe uma leve vantagem para o estimador Plug-
in sobre essa distribuicéo.

Com um alto coeficiente de determinacéo,
R?=90% (Figura 1D), pode-se verificar que o viés médio
estimado para todos os tamanhos amostrais avaliados
foram semelhantes aos encontrados para o estimador
Plug-in (Figura 1B). Esse fato permitiu inferir que,
mediante o alto coeficiente de determinacgdo, ambos 0s
métodos foram precisos, porém acurados apenas para
os modelos com distribui¢cdes Normal e Uniforme, com
um pequeno destaque para a distribuigdo simétrica.

O modelo com os residuos gerados por meio
da distribuicdo Gama (4,1), utilizando o estimador Plug-
in, foi 0 menos preciso em relacdo aos demais. Esse
comportamento foi verificado para todos os tamanhos
amostrais e diferentes coeficientes de determinacéo,
especificados, respectivamente, pelos valores de Rz=20
e 90% (Figura 2A e 2B). Em relagdo as distribuicdes
Normal (0,1) e Uniforme (0,1) dos residuos,
confrontando ambos os modelos com diferentes
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valores de R?, notou-se que ambos apresentaram alta
precisdo, confirmada pelos baixos valores do erro
residual, quando estes apresentam alta explicagdo da
variabilidade amostral.

Em se tratando dos modelos lineares com o
estimador dos parametros dados pelo método de
FULLER (1987), considerando coeficiente de
determinacdo, R?=20% (Figura 2C) e R>=90% (Figura
2D), observou-se praticamente a mesma precisdo ao
comparar-se o erro residual dos modelos, cujas
estimativas foram obtidas pelo método Plug-in,
apresentadas nas figuras 2A e 2B, respectivamente.
Um resultado de destaque entre os estimadores é
quando se comparam os coeficientes de determinacéo,
pois, claramente, percebe-se que o coeficiente de
determinacdo (R?) obteve grande influéncia na precisdo
do estimador, principalmente quando os residuos sao

distribuidos pela Gama (4,1), de forma que a precisao
foi seis vezes maior na situacdo de alto coeficiente.
Porém, entre os estimadores, os valores ndo foram tao
incisivos, pelo fato de que os métodos de JAMES-
STEIN (1961) e FULLER (1987) obtiveram valores
préximos sobre tamanho amostral alto (n=100) e alto
coeficiente de determinacao (R?=90%), tanto para a
precisdo quanto para a acuracia, com leve vantagem
para o estimador Plug-in, em todas as distribuicdes
dos residuos. Esses resultados estdo em conformidade
com os obtidos por CUNHA & COLOSIMO (2003), que
obtiveram intervalos de confianga por meio da técnica
bootstrap. O estimador James-Stein obteve melhor
desempenho que o estimador de Fuller, com intervalos
de confianga menores.

Avaliando-se os resultados referentes aos
vieses das estimativas do coeficiente de regresséo ¥ na
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tabela 1, observa-se que os métodos de estimacéo foram
acurados e precisos em todas as situacdes envolvendo
os modelos nas diferentes distribui¢bes dos residuos,
coeficientes de determinacdo e tamanhos amostrais,
simuladas conforme os valores de R? previamente
fixados. Cabe salientar que foram estudados os valores
de R2(20,50,70 e 90%), mas para efeito de visualizacéo
optou-se por colocar os valores de baixo (20%) e alto
coeficiente de determinacéo (90%), por julgar serem os
de maior importancia (Tabela 1).

De maneira geral, quando os estimadores
foram avaliados considerando as distribuicdes dos
residuos, Normal e Uniforme (Tabela 1), o estimador de
James-Stein foi mais acurado que o estimador de Fuller,
com melhora na acurédcia a medida que o tamanho
amostral e o coeficiente de determinacdo aumentaram.
Quanto ao parametro regressivo, ndo houve um
comportamento homogéneo para a acuracia, nédo
havendo uma tendéncia clara de melhora a medida que

houve acréscimo em ¥ . Quando o parametro 7 foi
avaliado com baixa relagdo entre a variavel
independente e dependente ( 7=0,2), o estimador de
Fuller obteve melhor acuracia que o estimador de
James-Stein na situacdo de grandes amostras (n=100).

Novamente, sob a distribuicdo Gama (Tabela 1),
houve umatendéncia geral de melhora para a acurécia
a medida que o tamanho da amostra, o coeficiente de
determinacdo do modelo e o pardmetro regressivo
aumentavam. Para” =0,8, a maior diferenciacéo entre a
acuracia dos métodos Plug-in e atenuagéo de vicio foi
restringida para os tamanhos amostrais (n=16 e 60), ja
que, sob estes tamanhos amostrais, o estimador de
James-Stein superou o estimador de Fuller. Quando
comparado os estimadores no tamanho amostral
(n=100), percebeu-se que, conforme o coeficiente de
determinagdo aumentava, o estimador atenuador de
vicio diminuia a sua diferenca de acurécia para o
estimador Plug-in. Esse fato ocorreu para todos o0s

Tabela 1 - Viés médio das estimativas do parametro do modelo sob diferentes qualidades de ajuste (R?), tamanhos amostrais (n), parametros
de regressdo (y) nos dois métodos de estimagéao avaliados e sob as trés distribui¢des estudadas dos residuos.

Estimadores 16 (n) 60 (n) 16 (n) 60 (n) 100 (n)
Normal v=0,2 Normal
R? (20) R? (90)
JamesStein 0,035956 0,049680 0,012313 0,003818 0,001671 0,001609
Fuller 0,050446 0,054062 0,010793 0,003924 0,002498 0,001715
v=0,5
JamesStein 0,090402 0,019751 0,008382 0,002075 0,000509 0,000682
Fuller 0,146977 0,024001 0,000845 0,074269 0,000935 0,000854
v=0,8
JamesStein 0,054919 0,009547 0,005866 0,013116 0,001979 0,000906
Fuller 0,096970 0,006733 0,007415 0,066333 0,001189 0,001971
Uniforme v=0,2 Uniforme
R? (20) R? (90)
James-Stein 0,015864 0,001511 0,012555 0,005995 0,002654 0,001899
Fuller 0,069166 0,005696 0,011034 0,058563 0,001510 0,001434
v=0,5
James-Stein 0,013842 0,002217 0,005265 0,004334 0,000343 0,000184
Fuller 0,066880 0,006404 0,006814 0,047813 0,003828 0,001724
v=0,8
James-Stein 0,029191 0,002289 0,001735 0,007316 0,000082 0,000614
Fuller 0,083336 0,006478 0,000198 0,050574 0,004260 0,000129
Gama v=0,2 Gama
R? (20) R? (90)
James-Stein 0,043121 0,064917 0,053373 0,009110 0,019535 0,008207
Fuller 0,099685 0,061029 0,051917 0,062322 0,023795 0,007755
v=0,5
James-Stein 0,018934 0,005316 0,005140 0,006349 0,004916 0,003287
Fuller 0,031497 0,009515 0,006687 0,058990 0000762 0,004832
v=0,8
James-Stein 0,114882 0,005671 0,004294 0,002830 0,001124 0,001392
Fuller 0,172881 0,006609 0,017704 0,055516 0,002921 0,000146
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coeficientes de determinacdo simulados e sobre o
tamanho amostral (n=100), sendo que o estimador de
FULLER (1987) superou o estimador de James-Stein
no coeficiente (R%=90%). Esses resultados retrataram
uma vantagem desse método em situacdes de falta de
normalidade na estimac&o do pardmetro de regressao
¥ em grandes amostras.

CONCLUSAO

Foi possivel diferenciar entre os estimadores
avaliados. Os estudos de simula¢do demonstraram que
0 método Plug-in obteve melhor desempenho em
relacdo ao atenuador de vicio, quanto a acuracia e a
precisdo em situacBes de normalidade, nos diferentes
tamanhos amostrais e coeficientes de determinacéo
estudados.
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