ALTERNATIVASPARA O TESTE t COM VARIANCIAS~
HETEROGENEASAVALIADASPOR MEIO DE SIMULACAO

RESUMO - Conduziu-se este trabalho com o objetivo
de avaliar os riscos de se tomar decisOes erradas (erro
tipo | e erro tipo 11), com o aumento da diferenca entre
as varidncias populacionais, por meio de simulagdo
computacional, utilizando-se o teste t de Student com o
nimero de graus de liberdade sendo aproximado pelas
alternativas de Satterthwaite (1946), valor minimo
v=min( n -1, n,—1) e pelo método de bootstrap.
Duas populacfes foram geradas, e a variancia da popu-
lacdo 1 foi igual aum (512 =1), eadapopulagdo 2 foi
especificada em fungo da razdo cz/cf , aqual assume
osvaloresl, 2, 8 e 16. Usando essas abordagens di-
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ferentes para o teste t, avaliaram-se as taxas de erro
tipo | e tipo Il. Todos os critérios controlaram ade-
quadamente a taxa de erro tipo I; o critério de t com
alteracdo dos graus de liberdade foi mais rigoroso que
0s demais critérios quando as amostras apresentaram
tamanhos diferentes. Essa aproximacdo foi a que apre-
sentou maiores taxas de erro tipo 11 para as situagtes de
maiores heterogeneidades de variancia. O procedimento
de bootstrap foi melhor com relagéo ao controle da taxa
de erro tipo |1 para situagdes de tamanhos de amostras
diferentes (n;=5 e n,=30, n;=10 e n,=30) e para razdes
de variancias maiores que 1.

TERMOS PARA INDEXACAO: Errostipo | etipo I, Monte Carlo e bootstrap.

ALTERNATIVESFOR EVALUATING t TEST WITH
HETEROGENEOUS VARIANCESBY MONTE CARLO SIMULATION

ABSTRACT - This work aimed to measure the type |
and Il error rates with the increases of the difference
among populational variances through computational
simulation using Student t test with degrees of
freedom proposed by Satterthwaite (1946), or degrees
of freedom given by v =min( n, -1, n,—1) and an
alternative given by bootstrap method. Two
populations were generated. The variance of the first
population was considered equal to 1, and the variance
of the population 2 was specified in function of the
ratio ogézsz, which assumes the values of 1,2, 8
and 16. Using these

three different approaches the type | and |1 error rates
were evaluated. All the approaches controlled
appropriately the type | error rates; the Student t with
degrees of freedom given by
v=min( n -1, n,—1) was more rigorous than the
other approaches when the samples had different
sizes. This approach presented larger type Il error
rates than the others to the situations of great variance
heterogeneity. The bootstrap procedure better
controlled the type Il error rates to situations of
different sample sizes (n;=5 and n,=30, n;=10 and
n,=30) and of variances ratios larger than 1.

INDEX TERMS: Typel and type Il error rates, Monte Carlo, bootstrap.

INTRODUCAO

O pesquisador depara-se, muitas vezes, com a ne-
cessidade de comparar duas médias populacionais, e cada
populagdo na experimentacdo é conhecida por tratamento.
Tais estudos comparativos podem ser feitos por meio de
duas formas bésicas: (a) comparagdes pareadas, em que a

amostra selecionada na populacdo é avaiada antes e apis
a aplicacé de um tratamento; (b) comparagBes indepen-
dentes, em que as duas populagdes que se deseja comparar
sd0 amostradas de forma independente. O segundo caso é
o mais freqliente nas mais diversas &reas de pesquisa.
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Para o caso das comparacOes independentes, e-
Xiste uma pressuposi¢ao bésica para garantir que o teste
de t sgja exato. Essa pressuposicao refere-se a homoce-
dasticia das varidncias populacionais, ou sea,
0'12 = 0'22 (Snedecor & Cochran, 1980). Independente-
mente dessa pressuposicdo, um estimador ndo-viesado
da variancia da diferenca entre duas medias amostrais

independentes ( )zl - )zz) &

—+

S%_ X, =

2 |,
RN

sendo 512 e 322 0s estimadores das variéncias das po-

pulacBes 1 e 2, obtidos em amostras de tamanhos n; e
n,, respectivamente.
Se as varidncias s80 homogéneas, ou sga

oy =0, =0, um melhor estimador (S} ) davarian-
cia comum o~ é dada pela média ponderada dos esti-

madores Sf e 522 , usando como peso os graus de li-
berdade, o qual é dado por:

Sz _ (rll_l)S_z+(n2_1)Szz
P n+n,—2

Com esse estimador substituido na expresséo
de Sérgz , 0 teste t é considerado exato e adegquado
para a hipétese de igualdade das médias das duas po-

pulagcdes. O problema ocorre quando 612 ¢O'22, e
nesse caso O teste depende da raz&o entre as varian-
cias populacionais (0'22/0'12 ), que é desconhecida.
Ainda para o caso de heterogeneidade, porém sob
normalidade, esse teste € apenas aproximado e é co-

nhecido por problema de Behrens-Fisher (Moreno et
a., 1999; Akahira, 2002). Para grandes ou pequenos

valores da razdo 0'22/0'12, o0 teste da hipétese

Ho: ni=p € os intervalos de confianga podem ser se-
riamente comprometidos (Borges & Ferreira, 1999).
Os riscos de se cometer o erro tipo |, ou seja, de rejei-
tar uma hip6tese verdadeira, e o do tipoll, de
aceitar uma hipétese falsa, aumentam considera
velmente. Com o aumento desses erros, o pesquisador
tem grande chance de tomar decisdes erradas.

Nesse caso, a hipétese Ho: p1i=p, pode ser avar
liada, usando-se a estatistica:

X1-X2
2 g2
S
. n2
No entanto, estatistica (t”) ndo segue a dis-
tribuicdo exata de t de Student, sob a hipétese de igual-
dade das médias populacionais e com variancias popu-
lacionais geterogéneas. Na avaliacdo dessa estatistica,
duas aproximagdes sdo bastante comuns na literatura. A
primeira, derivada por Satterthwaite (1946), refere-se a0
célculo do nimero de graus de liberdade associados at’,
de tal forma que a distribuicdo t de Student possa ser
usada. Nesse caso, 0 nimero de graus de liberdade (V)
€ estimado por:

oy )

n n n-1 n,-1

(L pode ser arredondado para o inteiro mais proximo,
se for utilizar valores tabelados da distribuicéo t de Stu-
dent).

A segunda aproximacdo é a de Cochran & Cox
(1957), estatistica que usa vaor médio ponderado paraa
estatisticat’, cujo estimador &

o w,t, + W, t,
W, +Ww,

em que t refere-se ao valor determinante da regido de
rejeicdo da hipétese de igualdade das médias popula
cionais; V\/1=Sf/r1l e W2=S§/n2;t1et23ﬁoosv&
lores criticos (tabelados) da distribuicdo t (unilateral),
com n; - 1 en,- 1 graus de liberdade, respectivamente,
Para o valor nominal de significancia estipulado previ-
amente.

Confrontando essas alternativas, Borges & Fer-
reira (1999) demonstraram por simulagdo que os dois
tipos de aproximagdes ndo diferiram quanto ao poder do
teste e nem quanto astaxas de erro tipo I.

Uma terceira aternativa é considerar os graus de
liberdade (Triola, 1999) como sendo estimados por:

v=mn(n-1n,-1)

Essa alternativa € pouco usada e nenhum estudo
€ conhecido confrontando-a com as demais. Esse crité-
rio parece ser mais conservador por fornecer menores
valores para 0 humero de graus de liberdade do que o
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critério de Satterthwaite (1946), mas nhenhuma compro-
vacdo cientificafoi encontrada na literatura consultada.

Uma quarta abordagem pode ser redlizada, para
avaliar os riscos de se tomar decisdes erradas (erros tipo
| ell), mediante 0 uso de métodos de computacdo inten-
siva, Bootstrap (Manly, 1998). Nesse tipo de procedi-
mento, as amostras aleatdrias obtidas de cada populagcéo
s80 reamostradas, com reposi¢do, milhares de vezes. As
duas amostras originais sdo combinadas, utilizando a
hipétese H, @ 24 — £, =0, em uma Ginica amostra de
tamanho n;+n, e as reamostragens sdo feitas com repo-
sicdo, formando duas novas amostras de bootstrap de
tamanhos n; e n, das populacbes 1 e 2, respectivamente.
A edtetisticat’ foi calculada para cada uma das reamos-
tragens realizadas. Essa estatistica é representada por
th’, t’ de bootstrap. Com base nos milhares de valores
obtidos e pelo confronto do valor de t’ na amostra origi-
nal com a distribuicdo de tb’ empirica gerada pelas si-
mulagdes, é possivel testar a hipdtese de interesse. Se o
valor det’ é um valor atipico dentre os valores de th’, a
hip6tese deve ser rejeitada.

O teste de t origina sem nenhuma correcéo nos
graus de liberdade e a abordagem de bootstrap poderiam
ser aplicados sem nenhum problema se as variancias das
populagdes forem iguais. Entretanto, nas vérias aplica
¢Oes esse fato pode ndo ocorrer e, conseqlientemente, 0s
resultados podem ser comprometidos quando

2 2 .
0, # 0, . Desse modo, 0s riscos de se cometer o erro

tipo | de rejeitar uma hipdtese verdadeira, e do tipo |1 de
aceitar uma hipétese falsa, aumentam consideravelmen-
te se for utilizado o teste t sem nenhum gjuste dos graus
de liberdade, podendo levar o pesquisador atomar deci-
sOes erradas.

O presente trabaho foi realizado tendo por obje-
tivo avaliar os riscos de se tomar decisdes erradas por
meio dos erros tipo | e tipo I, considerando diferencas
entre as duas variéncias populacionais, por simulagdo
computacional, comparando-se trés alternativas. a) a
proximagéo dos graus de liberdade proposto por Satter-
thwaite (1946); b) os graus de liberdade dados por

v=min( n -1, n,-1): ec) o método de Bootstrap.

METODOLOGIA

Para avaliar as probabilidades de se cometer o
erro tipo | e o erro tipo |1, duas popul agdes foram simu-
ladas computacionalmente. Para a geracdo dessas popu-
lages, fixou-se a varidncia da populagdo 1 em 612 =1,
sem perda de generalidade. A variancia da populagéo 2

foi obtida em funcéo da razéo 8265 /012, aqual consi-
derou osvalores 1, 2, 8 e 16. Para cada uma dessas situ-
acles, as populagdes foram geradas com médiasiguais e
com médias diferentes. Para o caso de médias popula-
cionais diferentes, foram consideradas as diferencas pa-
dronizadas entre as médias populacionais de k=1, 2, 3 e

4 erros-padréo.
Para 0 caso daavaliacéo do erro tipo |, as médias
populacionais foram iguais e dadas por

M, = 1, =100 (sem perda de generalidade). Para o

caso de médias populacionais diferentes, os valores pa-
ramétricos foram fixados em funcéo da diferenca de er-
ros padrdo da diferenca de médias por:

2 2
1y = g1, +K /G_ni+%; com z, =100
2

Para cada uma das diferentes situacfes, foram re-
tiradas 2.000 amostras independentes de cada popula-
¢do, sendo aplicado o teste t para a hipétese da igualda-
de entre as médias populacionais, Ho: p=p,. Diferentes
tamanhos de amostra foram considerados em ambas as
populagdes, quais s§jam, n;=n,=5, n;=5 n,=30, N;=10
n,=30, N;=n,=30. O teste t foi realizado mediante apro-
ximagbes de  Satterthwaite  (1946) (ic) e
v=min( n -1, n,-1) (tgl). O nimero de erros co-
metidos nas 2.000 repeti¢des foi computado para os ni-
veis de significancia de 5% e de 1%.

Para a geracdo das amostras, foi utilizado o mé-
todo de Monte Carlo, considerando-se 0 modelo estatis-
tico para cada popul agéo:

Yij = Hi + 6
emquey; €éo valor doj-ésimo elemento amostral ob-
servado (j=1, 2, ..., n;) paraai-ésima populagdo (i=1, 2),
w; é amédia paramétrica, e g; € o valor do erro amostral
néo observével associado yj;, com distribuicdio NID (0,
O'i2 ).
Esse modelo foi adotado para cada populagéo,

N 2 . .
com os pardmetros p; e O; , estipulados conforme a si-

tuacdio simulada. Para a obtencéo do valor de g; foi u-
sado um algoritmo em Pascal para inversdo da fungdo
dadistribuicdo normal, conforme procedimento relatado
por Dachs (1988), baseado no teorema da probabilidade
integral. Baseado nesse teorema, se U ~ U (0,1) (uni-
forme 0-1) e sendo F a fungdo de distribuicdo normal,
ento:
z;=F* (V)
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tem func&o de densidade de probabilidade N(O, 1). Esse
valor foi, entdo, multiplicado por o; para obtencdo dos
valores de g; (Morgan, 1995).

Em cada uma das 2.000 simulagdes, também
foi aplicado o método de bootstrap. As amostras de
cada populagdo foram agrupadas e a amostra compos-
ta, assim formada, foi reamostrada com reposi¢ao, ge-
rando-se novas amostras aleatérias de tamanho n; e
n, das populagbes 1 e 2, respectivamente. Em ca-
da reamostragem, cal culou-se a estatistica:

thi= Xz

Apobs terem sido realizadas 2.000 reamostragens de
cada uma das 2.000 amostras de Monte Carlo, para cada
configuragdo de tamanhos amostrais (n e n,), razéo de va

ridncias (62/012) e valores das médias (i, e p, ), sendo
obtidos 2.000 etimativas de tO, essas foram ordenadas e
tomados os seus quantis th, ,, e tO,_,,,, . Esses quantis
referem-se agqueles valores que deixam uma propor¢do de
/2 e 1-0/2 esimativas de th menores do que eles. Seo
vaor de t’ das amodiras originais for menor do que

th

\s2) OU Maior do que tb('l_a 12), O teste da hipétese

0.05

0.04

0.03

0.02

Taxa de erro tipo |

0.01

0.00

Raz&o de variancia

a)

Ho: u=p, € considerado como significativo para o valor
nominal & dasignificancia, fixado em 5% ou em 1%.

Para cada configuracdo dos parémetros de simu-
lag&o, foram realizadas 4.000.000 reamostragens e cé-
culos das estatisticas de bootstrap e 2.000 estatisticas do
teste t com gjuste dos graus de liberdade pelas duas al-
ternativas apresentadas. Um total de 240.120.000 andli-
sesfoi realizado.

RESULTADOSE DISCUSSAO

Na Figura 1 verifica-se que as taxas de erro tipo
I foram devidamente controladas para o procedimento
de t de bootstrap (th), tanto para o nivel nominal de 5%
quanto de 1%, para amostras de (a) diferentes tamanhos
ou (b) de mesmos tamanhos e grandes. Na situagéo (b),
0s trés procedimentos néo apresentaram nenhuma dife-
renca nas taxas de erro tipo |, para os niveis nominais
de 5% ou de 1%. A opg¢do do t com graus de liberdade
dadospelo v =min( n, -1, n, —1) tgl, apresentou-se
muito rigorosa, para 5% ou para 1%, para o0 caso de
amostras com tamanhos diferentes, Figura 1 (a). 1sso
significa que o controle da taxa de erro tipo | foi reali-
zada a contento, embora com taxas inferiores aos niveis
nominais adotados. Para variancias iguais, todas as op-
¢Oes controlaram as taxas de erro tipo | adequadamente.
Nenhuma tendéncia de alteracdo nas taxas de erro tipo |
foi percebida com o aumento da razéo de variancias de
2 para 16, a ndo ser o aumento do rigor do teste tgl. As
situagdes em que as amostras sdo de ta
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FIGURA 1 — Representacdo gréfica da taxa de erro tipo | para o teste t, em funcdo de diferentes razdes entre vari-
ancias populacionais, para as aternativas de Satterthwaite (tc), valor minimo (tgl) e bootstrap (tb), nos valores no-
minais de significancia de 5% e 1% e para os tamanhos de amostras (a): n;=5 e n,=30 e (b) n;=30 e n,=30.
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manhos diferentes é que, em geral, sdo probleméaticas
para o controle da taxa de erro tipo I. O teste tgl apre-
sentou um aumento do rigor a medida que as variancias
tornavam-se mais heterogéneas, para essa situagdo. Esse
resultado esta de acordo com aqueles apontados por Zar
(1999), para essa situagéo de tamanhos de amostras di-
ferentes em populacBes com heterogeneidade de va-
riéncias.

Na Figura 2 estdo apresentados os resultados
das taxas de erro tipo Il para n;=5 e n,=30 e para
(a) k=1 e (b) k=4. Verifica-se que tanto para o caso de
diferencas de médias populacionais de 1 erro-padréo
(k=1) ou de 4 erros padréo (k=4), o procedimento de t
com a modificagdo nos graus de liberdade (tgl) foi o
gue apresentou maiores taxas de erro tipo |1, conside-
rando grandes raz0es entre as variancias (8). Para
k=1, o tgl apresentou resultados de taxas de erro tipo
[l similar aos demais critérios, considerando 6=1 e
niveis nominais de 5% ou de 1%. Nessa situacéo, de
k=1, considerando agora 6>2, esse procedimento des-
tacou-se dos demais no sentido de cada vez apresen-
tar maiores taxas de erro tipo Il relativas. O tb foi,
nessa situagdo, de k=1, o melhor procedimento, apre-
sentando as menores taxas de erro tipo 11. Para o caso
de 6=1, tb apresentou taxas de erro tipo Il pratica-
mente idénticas as demais, tanto para 5% quanto para
1%. Para a situagdo de k=4 (Figura 2b), o comporta-
mento de todos os critérios foi bastante similar no ca-
so de k=1, no entanto, as diferencas destacadas ante-
riormente foram evidenciadas. Existe uma tendéncia,
em ambas as situacOes, de os procedimentos apresen-
tarem um aumento das taxas de erro tipo Il com o
aumento de 5. O critério de bootstrap apresentou
uma excegdo desse comportamento, ou seja, a medi-
daque
8 aumenta, o erro tipo Il diminui. Esse Ultimo resul-
tado ocorre em situagdes em que para a populagdo de
maior variéncia é sorteada a amostra de maior tama-
nho (Zar, 1999).

E interessante observar que no caso de k=4 e
8<2, os procedimentos tgl e tc apresentam pratica-
mente as mesmas taxas de erro tipo Il com valoresin-
feriores aos do th. A partir de 8>2 ha uma inversdo do
comportamento dos procedimentos quanto as taxas de
erro tipo Il. Existiu uma tendéncia de queda para as
taxas do tb, ao passo que as dos tc e tgl tenderam a
aumentar. Esse é um fato bastante interessante que
destaca que o tb deve ser um procedimento recomen-
dado para situagdes de grande heterogeneidade e va-
riéncias, em amostras de diferentes tamanhos e com o

maior tamanho associado a populagdo de maior vari-
ancia

Os resultados mencionados referentes as taxas
de erro tipo 1l (Figura 2), no entanto, ndo se confir-
mam para as situacdes de tamanhos amostrais iguais.
Assim, observando-se a Figura 3 (a e b), verifica-se
que o procedimento de bootstrap foi quase semprein-
ferior ao dos outros critérios, tanto para pequenas ra-
z8es de variancias e peguenos tamanhos amostrais,
guanto para grandes valores de ambos os critérios.
Para a situagdo de amostras de tamanhos iguaisa 30 e
valor de significancia de 5%, os trés procedimentos
foram idénticos, independentemente das razbes de va-
ridncias. Para 1% e amostras de tamanho 30, a magni-
tude do pior resultado do teste de bootstrap, compa
rado aos demais, foi menor do que a encontrada para
pequenas amostras (Figura 3a). Os resultados do cri-
tério tc e tgl sdo similares quando as amostras possu-
em 0 mesmo tamanho.

Na Figura 4 pode-se observar que, tanto para
varidncias iguais (8=1), quanto diferentes (5=16),
considerando  pequenos tamanhos  amostrais
(n;=n,=5) e k=4, o tc e o0 tgl apresentaram taxas de er-
ro tipo Il iguais e menores do que o tb para os niveis
de 5% e 1%.

Para a situacdo de variancias iguais (Figura
4a), tanto para 1% quanto para 5%, os procedimentos
tgl e tc apresentaram similares taxas de erro tipo |l e
sempre inferiores ao critério de bootstrap. As taxas de
erro tipo |1 do critério de bootstrap tenderam a se a
proximar das taxas dos outros dois critérios, tornan-
do-se idénticas a elas quando as amostras eram maio-
res.

Para a situagdo de variancias diferentes (Figura
4b), houve uma maior distingdo dos trés critérios para
pequenas amostras e uma menor distingdo para gran-
des amostras. Nesse caso, 0 critério de bootstrap a
presentou, em geral, menores taxas de erro tipo |1, do
que os demais procedimentos estudados. Essa dife-
renca foi mais acentuada para o valor nominal de 1%
se comparada com as apresentadas para 5%. Dessa
forma, pode se inferir que o procedimento de boots-
trap foi mais adequado para situacfes de tamanhos de
amostras diferentes (n;=5 e n,=30, n;=10 e n,=30) e
pararazdes de variéncias maiores que 1.

Os trés testes avaliados mostraram diferencas
no controle das taxas de erro tipo | e tipo I1. A alter-
nativa tgl mostrou-se conservadora nas situagdes ad-
Versas, ou sgja, para grandes heterogeneidades de va-
ridncias e amostras de diferentes tamanhos apresen-
tando taxa de erro tipo I menor do que o valor nomi-
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nal e maiores taxas de erro tipo I1. O teste tb apresen-  computacional requerido (Manly, 1998) deve ser
tou melhores resultados nas situacdes de amostras de  compensado pela melhor performance do teste nesse
diferentes tamanhos e maiores heterogeneidades de caso.

variancias. Esse resultado mostra que o maior esforgo
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FIGURA 2 — Representacdo gréfica dataxade erro tipo || para o testet, em fungdo de diferentes razfes entre vari-
ancias populacionais, para as aternativas de Satterthwaite (tc), valor minimo (tgl) e bootstrap (tb), nos valores no-
minais de significancia de 5% e 1% e para os tamanhos de amostras n;=5 e n,=30 e para (a) k=1 e (b) k=4.
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FIGURA 3 - Representacdo gréfica dataxade erro tipo Il para o teste t, em fungdo de diferentes razbes entre vari-
ancias populacionais para as alternativas de Satterthwaite (tc), valor minimo (tgl) e bootstrap (tb), nos val ores nomi-
nais de significancia de 5% e 1% e para (a) k=4 e os tamanhos de amostras n;=n,=5 e (b) n;=n,=30.
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FIGURA 4 — Representacdo gréfica da taxa de erro tipo |l para o teste t em funcdo dos diferentes tamanhos amos-
trais 1: (n;=n,=5); 2: (N;=5 n,=30); 3: (N;=10 n,=30); 4: (n;=n,=30) para(a) 5=1 e (b) =16 com k=4 e para as alter-
nativas de Satterthwaite (tc), valor minimo (tgl) e bootstrap (tb) nos valores nominais de significancia de 5% e 1%.

CONCLUSOES

Todos os critérios controlam adequadamente a
taxa de erro tipo I; o critério de t com ateragdo dos
graus de liberdade (tgl) foi mais rigoroso que os demais
critérios quando as amostras tém tamanhos diferentes.

O t com graus de liberdade dados por
v=min(n -1, n,-1) (tgl) foi o procedimento que
apresentou maiores taxas de erro tipo Il para as situa-
¢Oes de maiores heterogeneidades de variancia.

O procedimento de bootstrap foi melhor com rela-
¢a0 a0 controle da taxa de erro tipo 1l para situages de
tamanhos de amostras diferentes (n;=5 e n,=30, ;=10 e
n,=30) e pararazbes de variancias maiores que 1.
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