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Neste trabalho desenvolvemos um programa educativo versando sobre modos normais em uma
cadeia de osciladores acoplados. O usudrio do programa pode simular a evolugdo dindmica de
uma cadeia de osciladores escolhendo condicoes iniciais tanto em coordenadas cartesianas como
em coordenadas normais. Focalizamos o efeito do desacoplamento do sistema de equagoes dife-
renciais (passagem de coordenadas cartesianas para coordenadas normais) sobre as trajetérias dos
osciladores do ponto de vista da dinamica qualitativa. Através das caracteristicas da evolucao
dindmica, quase-periodicidade ou periodicidade, o estudante ganha intui¢do sobre o significado das
formas normais.

In this work we develop an educational software about normal modes in a chain of coupled oscillators.
The software simulates the dynamical evolution of the system allowing to choose initial conditions
in cartesian coordinates or in normal modes. We focus on the effect of decoupling the system of
differential equations (transition from cartesian coordinates to normal modes) in the qualitative
dynamics of the oscillators, either in the quasiperiodic or in the periodic regime. The purpose is to

give the student some insights about the meaning of the normal modes.

I Introducao

A utilizagdo de programas de computador no ensino
da fisica vem crescendo muito na tdltima década [1-6].
Programas didaticos que auxiliam o processo de apren-
dizagem se encontram disponiveis ao publico interes-
sado tanto em versdo comercial como gratuita. Como
participantes da universidade ptblica, nos engajamos
na tarefa de aumentar a oferta aos estudantes de mate-
riais didaticos computacionais ndo pagos que venham a
auxilid-los na formacao de conceitos em Fisica.

Diversamente da maioria dos programas de Ensino
em Fisica que se destinam a estudantes de nivel médio,
o nosso é dirigido & universidade. O publico-alvo sdo es-
tudantes de Fisica, ou Engenharia, que estao cursando
disciplinas de Mecéanica Classica Avancada. O objetivo
do programa é facilitar ao usudrio o entendimento das
coordenadas normais através do jogo interativo com o
computador. O programa permite que se definam as
condicées iniciais na forma deslocamento - velocidade
bem como em coordenadas normais. Assim, o estu-
dante pode comparar a evolucao dindmica em ambas
as formas, fato que o ajuda a desenvolver o conceito e
a intuicdo das coordenadas normais.

Nosso sistema consiste numa cadeia de N os-

ciladores (4tomos) acoplados. Cada “4tomo” se en-
contra a uma distancia a um do outro quando em re-
pouso e estd ligado por duas molas, conforme mostra a
Fig. 1. As condigoes de contorno sdo fixas, isto é, as
duas molas da extremidade estdo presas a uma parede.
Neste sistema de osciladores ligados exploraremos as
coordenadas normais, também chamadas de coletivas,
pois descrevem o movimento conjunto dos atomos.
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Figura 1. Esquema da cadeia de osciladores acoplados. g;
representa o deslocamento do atomo da iésima posicao .

A cadeia de osciladores é largamente estudada na
Fisica por dois motivos, pelo menos. Primeiro, por
representar um cristal monoatomico unidimensional, o
mais simples dos modelos de sistemas de muitos corpos
ordenados. Este modelo simplificado da rede cristalina
é utilizado na estimativa do calor especifico dos metais
desde os primérdios da ciéncia do estado sélido [7].
A contagem estatistica que nos fornece a energia in-
terna de um cristal (a soma da energia das vibragoes)
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é baseada nas coordenadas coletivas. Esta soma néo é
feita, como ingenuamente se poderia pensar, a partir
das vibracoes dos atomos isolados. Ademais, no estudo
dos cristais, quando da passagem da Mecanica Classica
para a Mecanica Quantica, sdo as coordenadas normais
que sdo quantizadas [8].

Um segundo aspecto que torna as coordenadas co-
letivas populares na Fisica Tedrica é sua transicao para
o continuo, isto é, o limite a = 0 e N — 0o. A cadeia
de osciladores no limite continuo representa o mais ele-
mentar dos sistemas mecanicos estendidos: a corda. A
analise das oscilacoes da corda do violao, ou da viga
de um edificio, tem seu modelo mais simples na versao
continua da cadeia de osciladores. E as mesmas coorde-
nadas normais utilizadas na descricdo dos sistemas dis-
cretos também sdo uteis na modelagem dos continuos.

Afora as razoes fisicas para se estudar coorde-
nadas normais, devemos levar em consideracao o lado
matemadtico. As coordenadas coletivas, estritamente
falando, sdo o resultado de um desacoplamento de
equacoes. Assim, uma solucdo complicada em certas
coordenadas pode assumir uma forma simples em ou-
tras coordenadas. Este processo de simplificacdo de
um problema através de uma transformacdo de coor-
denadas é comum a muitas dreas da Fisica. O pro-
grama, que desenvolvemos tem como objetivo, também,
fazer que o aluno se dé conta do quanto uma trans-
formacao de coordenadas pode simplificar a descricao
de um problema.

A forma como o programa foi concebido ressalta
o aspecto dindmico dos osciladores acoplados. Con-
ceitos como periodicidade, quase-periodicidade e caos
podem surgir de uma forma espontanea e intuitiva du-
rante a utilizacdo do programa. De fato, sendo o sis-
tema linear, ele ndo pode apresentar comportamento
cadtico, pois a nao-linearidade é condicdo necessaria
para o aparecimento de caos em um sistema dinamico
[10]. Uma oscilagdo quase-periddica caracteriza-se pela
combinacdo linear de oscilagdes de frequéncias €2y e
5 ndo comensurdveis entre si, p = 3—;, p # Q.
Isso implica que rigorosamente uma trajetoria do sis-
tema nunca voltard ao mesmo ponto. Uma observacao
apenas visual da evolucao dinamica de uma oscilacao
genérica nem sempre permite que se diferencie o caos da
quase-periodicidade, enquanto uma oscilacdo peridédica

]

215

é facilmente reconhecida. O usudrio do programa ird
se defrontar com estas questoes; efetivamente, porém,
apenas duas situacoes sao permitidas neste sistema
dinamico: quasiperiodicidade e periodicidade.

O nosso trabalho se propde, por um lado, a aju-
dar o usudrio a entender as coordenadas normais, e por
outro, visa também estimular a pratica da programacao
cientifica entre os estudantes. Nosso programa é ex-
posto por dentro e seu algoritmo pode ser entendido
com relativa facilidade. Sua utilizacdo na construcao
de outros algoritmos similares, ou em seu préprio aper-
feicoamento, é encarada pelos autores como um passo a
mais no processo pedagogico. Neste sentido somos cons-
trutivistas [9]. O aprendizado se dd4 quando o sujeito
se apropria do conhecimento, usa este conhecimento, e
consegue transforma-lo.

O trabalho é organizado da seguinte forma: na secio
II, o modelo da cadeia de osciladores é apresentado
utilizando-se da Mecanica de Newton em coordenadas
convencionais (deslocamento e velocidade) bem como
em coordenadas normais. As novas coordenadas facili-
tam a descricao e o entendimento do problema. Na
secao III, o programa desenvolvido é comentado do
ponto de vista de sua légica interna. Na secdo IV, a
utilizacdo do programa pelo usudrio é explorada e, fi-
nalmente, na se¢cdo V, concluimos o trabalho com uma
breve avaliacao pedagdgica critica.

11 Das coordenadas cartesianas
as normais

Nesta secao apresentamos a cadeia de osciladores nas
coordenadas cartesianas ¢; e depois indicaremos como
se realiza a transformagao que leva as coordenadas nor-
mais ();. No meio do caminho serdo apresentadas
as frequéncias normais, §);, prosaicamente denomi-
nadas naturais. Maiores detalhes sobre o formalismo
matemdtico podem ser encontrados em [11, 12, 13].

Consideramos novamente a Fig. 1 e usamos a lei
de Hooke para determinar a forca resultante sobre o
atomo da iésima posicao, o que envolve o alongamento
das molas adjacentes, isto é, (¢i+1 — ¢;) e (¢ —qi—1). A
segunda lei de Newton se escreve:

mg; = —k(qit1 — @) + k(g — gi—1). (1)
onde os atomos tém massa m e a constante de cada mola vale k. A condicido das extremidades fixas equivale a
go = gn+1 = 0. Em linguagem matricial este problema assume a forma:
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A tarefa de encontrar as coordenadas normais do ponto
de vista da dlgebra linear consiste em diagonalizar o
sistema (2). Elas serdo as novas coordenadas do sis-
tema diagonalizado, e as frequéncias normais, os ele-
mentos da diagonal principal da nova matriz. Vale a
pena ressaltar que este processo s6 pode ser realizado
se todos os autovalores do sistema forem diferentes caso
contrario, a matriz canonica do sistema se encontrard
na forma de Jordan [14] e ndo na forma diagonal.

A transformacado desejada se realiza utilizando o
ansatz q; = A e/?E19) para resolver (1). As condigdes
de contorno acabam por determinar as freqiiéncias na-

turais:
[k T
Qi =2 E sen (m) . (3)

As coordenadas ¢; podem ser escritas através das
coordenadas coletivas @;:

2 L1 Tij
qizx/NHj;m_jsen(NH)Qj. 4

A inversédo deste sistema (de fato a inversdo de uma
matriz) permite que se explicite @; em funcao de ¢;:

[20;, & Tij
Qi = N+l ]2 sen (T) aj- (5)

Retornando ao comeco desta secdo onde apresenta-
mos a equacao de Newton, (1), podemos agora reescre-
vé-la em modos normais:

d*Qi
dt?

= —07Q;. (6)

Esta é a grande vantagem das coordenadas normais:
elas permitem o desacoplamento completo do sistema
de molas. Ademais, a solucdo de (6) é trivial, trata-se
do oscilador harmoénico. Desta forma, as coordenadas
normais sdo N oscilagoes harmoénicas cujas frequéncias
sao dadas pela equacao (3). Se o sistema iniciar em uma
dessas frequéncias, nela se manterd por tempo indeter-
minado. Uma condic¢do inicial genérica, entretanto, en-
volve uma combinacdo linear de todos as coordenadas
coletivas. Na préxima secao, voltaremos com todo em-
penho a este ponto.

IIT O Algoritmo por Dentro

IT1.1 Método de Euler

Um estudante de Fisica passa bom tempo do seu
curso estudando equacdes diferenciais, onde maior parte
do seu estudo estd dedicada a encontrar ferramen-
tas que possam resolver tais equacgoes . Desde entao,
aprende que ha pelo menos dois métodos bésicos que
podem ser classificados como analiticos e computa-
cionais. Comentaremos estes ultimos neste artigo.

Neste artigo, escolhemos o método de integragao
de Euler por ser bastante eficiente, ou seja, solucbes
numéricas por ele encontradas condizem com a reali-
dade do problema fisico. Além disto, trata-se de um
método intuitivo e de simples entendimento, o qual
pode dar suporte para se entender e idealizar processos
numéricos mais complicados. Uma discussido mais apro-
fundada sobre resolugdo numérica de equagbes diferen-
ciais pode ser encontrada em [15].

O método de Euler consiste em obter, a partir de
condic¢oes iniciais definidas, a solucao de equacoes difer-
enciais ordindrias através da integracdo sucessiva das
derivadas de ordem mais alta. Boas referéncias sobre
o assunto sdo [16, 15]. Ou seja, a partir da aceleragdo
Z (segunda ordem, k = 2), obteremos a velocidade &,
(primeira ordem, k = 1), e entao a coordenada z (ordem
zero, k = 0).

Consideremos a equacdo diferencial:

d

== flay) (7)
onde x é uma varidvel independente e y uma varidvel
dependente. Em muitos casos, a derivada f(z,y) pode
variar com o tempo (varidvel independente) e com a
distancia e velocidade, (varidvel dependente). Uma
forma simples de se definir uma derivada é como o limite
da razdo entre os incrementos em y e x para incremen-
tos na variavel independente ¢ muito pequenos:

= limas 0T (8)

Se conhecemos o valor de y para um determinado
valor x, podemos, entao, determinar o valor da variavel
dependente y para um valor posterior de x, através das
definigdes (7) e (8). Sendo conhecidos os valores nos
pontos (%, yn), podemos, por diferengas finitas, usan-
do a equagao (8), obter o valor aproximado de y,+1 da
seguinte forma:

Ynt+1 — Yn = limp 0 Ynt+1l — Yn
Tptl — T h

(9)
onde h = &p41 — x, € definido como passo (valor cons-
tante) de integracao da equacao diferencial. Se fizermos
uma aproximacao da eq. (7) usando a eq. (9) com va-
lores finitos para h, teremos:

. Ay )
lzmAHoA— = limagz—o0
X

w = f(mnayn) (10)

e apds algumas alteracoes:

Ynt+1 = Yn + hf(wna yn) (11)

que é conhecido como o Método de Integragdo de Eu-
ler para resolver numericamente equagoes diferenciais
ordindrias.

Este método pode, alternativamente, ser obtido
também através da Série de Taylor:
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Ynt1 = Yn + (@Tnt1 — )Y (Tn, Yn) +

bastando apenas truncar a série acima na primeira
derivada de y(zn41).

v(x) A

Tkl

>
X

Figura 2. Esquema do integrador de Euler. O gréfico de z
versus y.

Podemos mostrar graficamente o que acontece com
o processo de integracao utilizando o método de Euler
na Fig. 2. Observando, veremos que, se h tender a zero,
o ponto @ se aproximard do ponto y(Zn+1,Ynt1), €m
outras palavras, a ordenada y tenderd a yn4+i1. Uti-
lizando esse raciocinio, poderemos obter a partir do
ponto y(Zn+t1,Ynt+1), que neste caso fard o papel de
valor inicial, o ponto y(Z,t2,Ynt2) € assim sucessiva-
mente até o limite do intervalo, como na Fig. 3. Note
que h é pequeno o suficiente; por isso a integragao com-
putacional acompanha a curva y(z).
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Figura 3. A particdo em intervalos no integrador de Euler.
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(wn+1 - wn)Q

5 §(@n,Yn) + - (12)

|
I11.2 Aplicagao do Método de Euler

A partir da Segunda Lei de Newton, podemos es-
crever de forma generalizada a aceleracdo a em funcgao
da posicdo, velocidade e tempo da seguinte forma:

flz,v,t)

= (13)

a(z,v,t) =
Sabemos, também, que a aceleracio é a derivada com
respeito ao tempo da velocidade, e que a velocidade é
a derivada da coordenada da posicao, ou seja:

dv

a(z,v,t) = o (14)
dx

v(z,v,t) = o (15)

Com as equacOes acima, teremos condicdes, entdo, de
aplicar o método de Euler para descobrir a posicdo e a
velocidade, e com esses dados calcular a aceleragao no
préximo passo, desde que se saiba como f(z,v,t) varia.
Em forma iterativa:

an = f(mn,vnat)
Un+1 = Un + hay,

Tpt1 = Ty + hopg (16)

Neste artigo, como o estudo estd sendo feito so-
bre osciladores harmoénicos simples acoplados, pode-
mos imaginar que os mesmos sdo adtomos, de massa
m, ligados entre si por molas com constante k. Supo-
mos também, para tornar mais facil a implementacao
grafica no computador, que o sistema tem apenas qua-
tro atomos, sendo todas as massas e constantes de mo-
las iguais. A funcdo da aceleracio f varia apenas com
a posicdo como na equagdo (1):

—k(qi1 —q1) + k(g — qi—1)
m

f(ql) = iZO,..,4
(17)
onde cada ¢; é o deslocamento da respectiva particula
i em relagdo a sua origem.
Num algoritmo em C, o método de Euler seria ba-
sicamente:
t = 0.01;
q[1]=valor inicial; v[1]= valor inicial;
q[2]=valor inicial; v[2]= valor inicial;
q[3]=valor inicial; v[3]= valor inicial;
q[4]=valor inicial; v[4]= valor inicial;
For (T; =0;T; < Ty ; Ti+ = 1)
{
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for (i=1;i <5 ;i++)

1:6<5;it4)

= v[i] + afi] * ¢t;
for (i=1;i <5 ;i++)
qli] = qli] + vli] * t;

onde T; é o valor inicial, T o valor final, e ¢ corresponde
ao h, o incremento no método de Euler.

O algoritmo completo em C, com seus respec-
tivos comentdarios, encontra-se disponivel no endereco
http://www.dfte.ufrn.br /pdf.

IV O uso Educacional do Pro-
grama

Neste capitulo descrevemos brevemente a utilizagao do
programa, as duas janelas abertas pelo cédigo de com-
putador executdvel e as possibilidades bésicas de en-
trada de dados no sistema. A operagdo do programa
é simples e auto-explicativa, ndo necessitando qualquer
treino prévio em linguagem C, apenas uma familiari-
dade minima com computadores. O programa simula
a oscilatagdo de quatro dtomos em funcdo do tempo
sendo as condicdes iniciais da escolha do usudrio.

O programa é iniciado acionando-se seu arquivo exe-
cutavel, o qual abre primeiramente uma janela onde o
usudrio pode escolher se entrard com as posigoes iniciais
na forma de coordenadas cartesianas ou normais. Es-
colhemos, como condicdo inicial padrao, as velocidades,
em ambos os casos, iguais a zero. Isso significa que o
programa dé liberdade aos 4tomos na rede de se deslo-
carem em relacdo a sua origem, sendo entdo soltos a
partir do repouso.

A Fig. 4 retrata a janela principal aberta apds a
escolha das condicoes iniciais. Na parte superior da
janela, sdo visiveis os quatro atomos oscilando. A
trajetoria de cada atomo em funcdo do tempo estd
mostrada em baixo na figura. Ambas as representacoes
sao dadas em tempo real proporcionando ao usuario
uma imagem realista do sistema. No canto superior, a
esquerda, encontram-se os valores das condicoes iniciais
em coordenadas normais e cartesianas.

O usudrio tem duas alternativas basicas de ini-
ciar a simulac¢do: via modos normais, ou coordenadas
cartesianas. Iniciando-se com coordenadas cartesianas
genéricas, a evolugdo dinamica nao apresenta periodici-
dade visivel, sendo o movimento dos dtomos aparente-
mente descoordenado. Iniciando-se em coordenadas
normais, por outro lado, a simetria do sistema é revela-
da, podendo facilmente a periodicidade ser observada.
Condicoes iniciais onde apenas uma das coordenadas é
diferente de zero mostram imediatamente a oscilacio
daquela coordenada. Este quadro pode ser observado
na Fig. 4 (a) onde temos as condigbes iniciais em co-
ordenadas cartesianas ¢ = 15e ¢ = q3 = q4 = 0, e
na figura em 4 (b) onde as condicoes iniciais sdo dadas

a[z’} (k + (qli + 1] + i) + & * (qli] — qli — 1)) /m;

em coordendas normais @1 = 15 e Q2 = Q3 = 4 = 0.
Saltam aos olhos o cardter simétrico da oscilagdo e a pe-
riodicidade em 4 (b) contrastada com a falta de simetria
e a aperiodicidade de 4 (a).

V Consideracoes Finais

Podemos estimular nos alunos o interesse pelas disci-
plinas que possuem aplicagoes computacionais simples.
No entanto, é preciso um treinamento em alguma lin-
guagem de programacdo . Neste sentido, a linguagem
C oferece 6timos recursos para implementagoes com-
putacionais de simulagoes para a educacdo . O aluno,
ao mesmo tempo em que se apropria do conhecimen-
to de sala de aula ou dos livros, pode desenvolver me-
lhor sua formacao através da confeccao de seus préprios
programas e do uso do computador como laboratério.
Como agente do aprendizado, ele passa a ser um produ-
tor de conhecimento, e ndo simplesmente um receptor
de informagdes, um agente passivo. Como 0 processo
de construcdo do cédigo computacional envolve varias
etapas, entre as quais, o dominio do conteudo tedrico
necessario para escrevé-lo, isso acaba estimulando no
aluno o gosto pelo aprender. Dentro dessa nova visao,
a participacdo do discente é estimulada pela criativi-
dade. Ao educador cabe despertar a curiosidade do
aluno e propor novos caminhos para o aprendizado.
O computador pode se tornar, entdo, uma ferramenta
imprescindivel nesse novo contexto. Embora o uso do
computador seja amplamente difundido dentro das ins-
tituicdes de ensino, ndo sdo todos os alunos que tém
acesso a este equipamento. Alguns até mesmo alimen-
tam uma certa aversdo ao computador. Por isso, de-
vemos buscar sempre novos caminhos para incentivar o
desejo do estudante pelo aprender.

Nosso programa sobre formas normais tem como ob-
jetivo facilitar ao estudante a formacdo de conceitos
fisicos e matematicos sobre dois sistemas de coorde-
nadas distintos. Através da escolha das condigdes inici-
ais, o estudante interage com o computador produzindo
e testando hipdteses sobre as implicacoes dindmicas da
escolha de coordenadas feita. Isto é, o programa per-
mite que o estudante brinque com o computador, e,
através deste jogo de exploracao , estabeleca relacoes
entre coordenadas e seu comportamento dinamico.

Uma avaliagdo pedagogica do programa foi realizada
com dois tipos de usudrio: o iniciante que ainda nao
teve contato com o formalismo das formas normais,
e um outro que ja teve os contetiidos discutidos em
aula. Mudando o tipo de entrada de dados, coorde-
nadas cartesianas, ou normais, o aluno iniciante cons-
tréi um paradigma préprio. Através da tentativa e erro,
ele desenvolveu o seguinte conceito elementar: existem
coordenadas simples (onde o movimento é periédico) e
coordenadas nao simples (onde o movimento nao apre-
senta periodicidade aparente). Nao é claro como se
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chegou a este segundo tipo de coordenada, mas chama

a atencdo a simetria da solugao.

SIMULACAD DE OSCILADOREE EIMPLEE ACOPLADOE

ql 15.00 <--> 01 2.40
q2 0.00 <--> 02 4.95
a3 0.00 <--> 03 4.95
g4 0D.00 <--> 04 2.40

o

B

Graficos das wariacoes das amplitudes en funcao do termpo @
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SIMULACAD DE OSCILADOREE ESIMPLES ACOPLADOS
al 12.61 <-=-> 01 15.00
g2 20.41 £--» 02 0.00
Q2 20.41 <£--> 02 0.00
qd 12.61 <--> 04 0.00
Graficos das variacoes das amplitudes em funcao do tempo @
alct) I o N SR B BN N T
NN VNN N NN
sapey el o o W B AN 4
VTRV RV
mensfidon AR O N S % By
W Y MY N
a4 t) Fa ot Fa e
b)

Figura 4. Uma visao da janela do computador aberta pelo programa. Na parte superior se encontra os atomos oscilando,
enquanto na parte inferior a trajetéria de cada dtomo no tempo. Em (a) é usada a condigao inicial ¢t =15eqg2 =q3 =qa =0
em coordenadas cartesianas. Em (b), a condicao inicial é dada em coordenadas normais: @1 =15 e Q> = Q3 = Q4 = 0.

O estudante que teve, anteriormente, contato com
o formalismo das coordenadas normais reconheceu de
imediato a implicacdo dinamica dos dois tipos de co-
ordenadas. Os conteddos referentes & separacdo de
varidveis ficaram mais claros e auto-evidentes. Este es-
tudante, através do uso do computador, construiu no-

vas hipéteses e consolidou os conceitos apresentados em
aula.

Os pontos que mais vieram a tona durante a uti-
lizagdo do programa foram:

e A andlise de um sistema onde todos os graus de
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liberdade estao acoplados é de dificil descrigéo,
pois todos os ¢; (para i # j) influem na trajetéria
de um dado g;.

e Existe um outro sistema de coordenadas onde os
graus de liberdade (as vibragbes) se comportam
de forma periddica.

e Nas coordenadas convencionais, 0 movimento nao
apresenta periodicidade devido ao acoplamento,
todos graus de liberdade interferindo com todos.

e Nas coordenadas normais, desacopladas, o movi-
mento é simples devido & forma elementar das
equagoes de movimento.

e As coordenadas normais representam modos cole-
tivos de vibracao que podem ser visualizados pelo
computador.

e s modos coletivos apresentam simetria, que esté
intrinsecamente relacionada ao fato de a vibragao
envolver toda a rede.

A impressdo que tivemos é que o aprendizado mais
significativo se deu quando o estudante teve um con-
tato com o programa antes da aula sobre o assunto e,
apés ter tido os contetidos discutidos em sala de aula,
voltou as simulagées. De uma forma genérica, podemos
dizer que os usudrios do programa avaliaram que sua
compreensdo da mudanca de coordenadas neste proble-
ma ficou mais clara e intuitiva. Futuros usudrios deste
programa sao convidados a nos enviarem sugestoes e
criticas.
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