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O modelo estatico de Einstein foi o primeiro modelo cosmolégico relativista. O modelo é estatico, finito e de
simetria espacial esférica. Utilizo a solugdo das equactes de campo de Einstein, em um universo homogéneo e
isotrépico - a equagdo de Friedmann -, para calcular o raio de curvatura deste modelo, denominado universo de
Finstein. Mostro, também, utilizando uma analogia newtoniana, a sua mais conhecida caracteristica, qual seja,
a instabilidade sob pequenas perturbacoes do estado de equilibrio.
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Einstein’s static model is the first relativistic cosmological model. The model is static, finite and of spherical
spatial symmetry. I use the solution of Einstein’s field equations in a homogeneous and isotropic universe -
Friedmann’s equation - to calculate the radius of curvature of the model (also known as Einstein’s universe).
Furthermore, I show, using a Newtonian analogy, the model’s mostly known feature, namely, its instability under

small perturbations on the state of equilibrium.
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1. Introdugao

Em 1917, portanto, hd pouco mais de 90 anos, Al-
bert Einstein (1879-1955) propds o primeiro modelo
cosmologico relativista, isto é, baseado na teoria da re-
latividade geral (TRG), que ele acabara de concluir (ver
Refs. [0, cap. 8], [B, cap. 27|, [B, cap. 14], [@, secdo 2]).

Este modelo, hoje considerado ultrapassado, serviu
como semente, bastante proficua, de uma série de estu-
dos tedricos que visavam a entender a estrutura geral
do universo, tanto espacial quanto temporalmente. O
modelo de Einstein marca o inicio da cosmologia re-
lativista. O modelo é estatico, de curvatura espacial
positiva (fechado), portanto, limitado espacialmente -
em outras palavras, finito. Estatico, porque esta era a
visdo geral do universo na época, e finito, porque evi-
tava problemas da existéncia de grandezas infinitas nas
condicoes de contorno, caracteristicas indesejaveis em
qualquer teoria fisica. E importante lembrar que, em
1917, a hipdtese de um universo estatico era bastante
razodvel. As observagoes de Edwin Hubble (1889-1953),
que seriam consistentes com uma solugao nao estatica,
ainda nao haviam sido realizadas (ver uma discussao
detalhada desta questdo na Ref. [H]).

Para conseguir estas caracteristicas, era necessario
contrabalangar os efeitos atrativos da gravitacao. Eins-
tein introduziu uma constante em suas equagoes de
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campo - a agora famosa constante cosmoldgica-, com
efeito repulsivo, de modo a possibilitar a existéncia do
tipo de solugao que ele desejava. Além de ser coerente
com a visao, da época, de um universo estatico, Eins-
tein pretendia também justificar as idéias do fisico e
filésofo austriaco E. Mach (1838-1916) a respeito da ori-
gem da propriedade da inércia. De acordo com Mach, a
massa inercial de qualquer corpo é devido a influéncia
do universo como um todo. Einstein concordava com
esta idéia e acreditava que seu modelo ligava proprie-
dades locais - a massa - com propriedades globais - a
constante cosmoldgica (Ref. [B, p. 272]). A propdsito,
posteriormente, o entusiasmo de Einstein relativamente
ao principio de Mach diminuiu até desaparecer por com-
pleto (ver, por exemplo, a Ref. [B, p. 287]).

Imediatamente apds a proposicao de Einstein, se-
guiram-se os trabalhos do holandés W. de Sitter (1872-
1934), do russo A. Friedmann (1888-1925) e do belga
G. Lemaitre (1894-1966), com modelos alternativos ao
de Einstein, e também baseados na TRG. Os mode-
los de W. de Sitter, de A. Friedmann e de G. Lemaitre
apresentam uma peculiaridade inexistente no modelo de
Einstein: todos representam universos em expansao. A
luz emitida por qualquer galaxia chega a um observador
em uma galaxia distante desviada para o vermelho, em
outras palavras, com um comprimento de onda maior
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do que o comprimento de onda de emissao. Esta propri-
edade nao ocorre no modelo de Einstein porque este re-
presenta um universo estatico. O modelo de W. de Sit-
ter, por outro lado, possui uma particularidade que aca-
bou por diminuir a sua importancia: ele representa um
universo totalmente destituido de matéria e radiagao,
onde as galaxias sao interpretadas como corpos de prova
imersos no espago-tempo em expansao. Ele tem em co-
mum com o modelo de Einstein a inclusao da constante
cosmologica. Como foi dito acima, e a ser detalhado na
proxima secao, no modelo de Einstein a constante cos-
moldgica produz uma tendéncia para a expansao que é
precisamente contrabalancada pela tendéncia atrativa
da matéria e da radiacdo. Como estas nao existem no
modelo de W. de Sitter, este apresenta apenas a ex-
pansao.

Logo comegou a ficar evidente que o modelo estatico
de Einstein era instavel para pequenas perturbagoes do
estado de equilibrio. Finalmente, o astrofisico britanico
A. Eddington (1882-1944) mostrou definitivamente que
o modelo era instdvel [@], lancando dividas capitais
quanto a sua viabilidade.

Na préoxima secao, utilizo a equagao de Friedmann,
modificada com a introducéo da constante cosmoldgica,
para calcular o raio do universo de Einstein. Em se-
guida, analisando o comportamento da fungdo energia
potencial, de uma analogia newtoniana, mostro que este
universo estd em equilibrio instavel. Finalizo, com uma
discussao da autocritica realizada por Einstein a res-
peito de seu modelo de universo.

2. O raio do universo estatico de Eins-
tein

A equagdo de Friedmann é uma solucdo geral das
equacoes de campo da TRG aplicadas a um sistema
constituido por um fluido homogéneo e isotrépico (ver
Ref. [B]). As equagbes de campo podem ser expres-
sas de forma sintética utilizando-se o formalismo ten-
sorial. Assim teremos do lado esquerdo da equacao o
tensor de energia-momento e do lado direito o tensor de
curvatura, o qual representa as caracteristicas espago-
temporais do sistema (veja, por exemplo, Eq. (3.6)
na Ref. [M]). De maneira simples podemos dizer que o
contetido de massa e energia do sistema diz ao espago-
tempo como se curvar. O espago-tempo curvo diz entao
a um corpo de prova, nele colocado, como se mover.

As equagoes de campo da TRG sao, na verdade, um
sistema de equagoes diferenciais nao lineares de solugao
extremamente dificil. No entanto, para um fluido ho-
mogéneo - mesma densidade em todos os pontos - e
isotrépico - mesmas propriedades em todas as diregoes
-, como mencionado acima, este sistema de equagoes
simplifica-se permitindo solugoes analiticas, como é o
caso da equagao de Friedmann.

A equacgdo de Friedmann possui no seu lado es-
querdo os termos de energia e no lado esquerdo o termo
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de curvatura. Ela pode ser escrita, em termos da cons-
tante de curvatura do sistema, K, como [0, Eq. (2.19)]

dR\?> 8rG
(dt) - TpR2 = K, (1)
onde R é o fator de escala e p é a densidade total em
R(t). G é a constante da gravitagdo universal e ¢ é a
velocidade da luz. A densidade p varia com o tempo e o
seu valor observado, hoje, é da ordem de 1073° g/cm?3.
A constante de curvatura vale, para um universo fe-
chado e esférico, K, = +1/R?, onde R é o raio de
curvatura do espago esférico. Para um modelo critico
(ou plano), R — o0, e, portanto, K, = 0. O universo
aberto possui raio de curvatura imaginario, implicando
em uma constante de curvatura negativa, K, = —1/R?
(espago hiperbdlico).

Esta equacao foi obtida, pela primeira vez, pelo
russo Alexander Friedmann em 1922. Ela é utilizada
aqui na discussao do modelo de Einstein em virtude da
facilidade da apresentagao dos argumentos, tanto para
a obtencao do raio do universo, quanto para o estudo
da estabilidade do modelo. Historicamente, no entanto,
nao foi este o roteiro seguido, pois o modelo de Einstein
é de 1917.

A Eq. (I) pode ser modificada, sem violar a TRG,
pela introducao de uma constante, convenientemente
expressa como 1/3Ac?, no lado esquerdo da equacio,
e que pode ser, também, considerada como um termo
adicional constante de “densidade” py = Ac?/87G. Te-
remos

dR\? [8rG 1
o _ - *AQ 2:_
(dt) <3p+3C>R

dR\* 8rG
(dt) T3 (p+ pa) R? = —Koc?, (3)

e finalmente

dR\* 87Gp, 1
(dt) - T% - AR = K., (4)
em que fizemos p(t)R(t)? = p(to)R(t,)3, ou, pR3 = po,
onde t, € o instante presente, p, é a densidade em ¢, e
R(t,) = 1, por convencio. A transformagao pR® = p,
nada mais é do que a expressao da conservagao da massa
no universo em evolucdo (densidade vezes volume, i.e.,
massa, constante), valida também, naturalmente, para
o caso particular de um universo estatico.

A constante cosmolégica A possui dimensoes de
1/comprimento?. Segundo as palavras do cosmdlogo
Wolfgang Rindler (Ref. [, p. 303]), “O termo A parece
ter vindo para ficar; ele pertence as equacoes de campo
tanto quanto uma constante aditiva pertence a uma
integral indefinida”. FEnquanto, matematicamente, a
constante cosmoldgica preserva a validade das equacoes
de campo da TRG, fisicamente, ela resulta em multiplas
possiveis consequéncias no comportamento dos modelos
de universo.
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Derivando a Eq. (@) em relagdo ao tempo, obtemos

C e S1tG Po 2 PPN

que pode ser simplificada para

*R=0. (6)

A Eq. (B) mostra, de forma clara, que o valor de
A pode ser ajustado para se obter R =0, com R cons-
tante, ou seja, para se obter um modelo estatico, como
queria Einstein.

Como vimos anteriormente, no modelo estatico de
Einstein, K, = 1/R? e fazendo o fator de escala
R = Rg = 1 nas Egs. (B) e (O) obteremos as duas
relagoes seguintes

87 1 c2

“y g =, ()
4 1
%Gpo - §Ac2 =0. (8)

Levando a Eq. (B) na Eq. (@) resulta em

2

c
drGpo = o5 (9)

ou

R=—— 10

n VaArGp,’ (10)

que é o raio de curvatura do universo estatico de Eins-
tein.

Qual é o seu valor numérico? A guisa de ilus-
tragdo, seja po = 3H2/87G, a densidade do modelo
critico de Friedmann, também conhecido como modelo
de Einstein-de Sitter. Aqui, H, é a constante de Hubble
(ver Refs. [M,B] para mais detalhes sobre este modelo).
Obtemos, assim, R = /2/3(c/H,) = 3,4 Gpc = 11
x10? anos-luz, com H, = 72 km s~ 'Mpc (cf. Ref. [I]).

E importante frisar que este calculo de R é apenas
ilustrativo, nao possuindo qualquer significado fisico
real. Na época em que Einstein propos o seu mode-
lo estatico, o valor utilizado para a densidade deveria
ser o valor observado, que, em ordem de grandeza, nao
difere muito do exemplificado acima.

3. Estudo de estabilidade

Como vimos no inicio da segao anterior, a equagao de
Friedmann (Eq. (@)) possui no seu lado esquerdo os ter-
mos de energia e no lado direito o termo de curvatura
que é constante. Uma analogia newtoniana, ao modelo
de Einstein, pode ser elaborada a partir desta equagao
pois ela representa a conservagao da energia total, apli-
cada ao fluido césmico. Utilizaremos para esta analogia
a equacao de Friedmann modificada com a inclusao da
constante cosmoldgica, na forma da Eq. (@).
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O termo do lado direito, nesta equagao, representa a
energia total do sistema - negativa, i.e., sistema ligado.
O primeiro termo do lado esquerdo representa a ener-
gia cinética do elemento de fluido césmico, o segundo
termo, a sua energia potencial gravitacional e o ter-
ceiro termo - do tipo —1/2kx? - representa um termo
de energia potencial césmica “eldstica”’. Este termo,
na equagao de Friedmann, seria uma hipotética tensao
intrinseca, existente no tecido espaco-temporal, quanti-
ficada pela constante cosmoldgica. Na analogia, ele se
torna um termo de energia elastica de uma mola, com
a diferenca importante de ser um termo de energia ne-
gativa. O segundo termo sera, entao, representado por
Ug = —1/R e o terceiro por Uy = —1/2R?.

As forgas associadas a estas energias potenciais po-
dem ser calculadas por F = —dU/dR, resultando em
Fg = —1/R? e Fy = +R, a primeira, uma for¢a de
atracao - exercida pela gravitagao - e a segunda, uma
forga de repulsao - exercida pela “elasticidade” césmica,
tal qual faria um lencol de borracha - o tecido espago-
temporal - em um corpo colocado sobre ele. No universo
estatico de Einstein estas duas forgas se equilibram exa-
tamente.

A conservacao da energia, na analogia newtoniana,
podera, portanto, ser escrita como

1

57)7,’1)2 4+ Uqg +Up =—F, (11)
1, 1 1.,

Sm? - = _-R*=_F 12
P TR ol ’ (12)

onde —F < 0 é a energia total do sistema. A
Fig. M mostra a funcao energia potencial total U =
Ug + Up. Fica evidente que o ponto de equilibrio -
F = —dU/dR = 0 - é um ponto de equilibrio instével.
Exatamente como queriamos mostrar.
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Figura 1 - Diagrama na forma da letra A: a energia potencial
na analogia newtoniana do modelo estatico de Einstein. Note
que o ponto de equilibrio em R = Rg é um ponto de equilibrio
instavel. Uma pequena perturbacao em Rp resultard no colapso
do universo ou na divergéncia para R — oo.
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4. Consideracgoes finais

Logo apés a proposta de Einstein, dois acontecimentos,
quase que simultaneos, no inicio da década de 1920,
alteraram de forma dramaética a visao cientifica do uni-
verso. Um deles foi a descoberta da sistematica apre-
sentada pelos desvios espectrais da radiagao emitida pe-
las galéaxias, realizada por Edwin Hubble. O outro foi a
descoberta de novas solugoes das equagoes de campo de
Einstein, por Friedmann (a Eq. (O) utilizada na segao
2), que resultavam em modelos dindmicos. O universo
poderia estar em expansao ou em contragao, e a pri-
meira possibilidade era consistente com as observagoes
de Hubble. Nao havia mais a necessidade de um modelo
estatico.

E ja bastante conhecida a reagao de Einstein a es-
tes acontecimentos. O fisico tedrico norte-americano
John Archibald Wheeler (1911-2008) relata que, certa
vez, ainda jovem, acompanhava Einstein e George Ga-
mow (1904-1968), no Instituto de Estudos Avangados
de Princeton, quando ouviu Einstein confidenciar a Ga-
mow que a constante cosmolégica havia sido “a maior
mancada de minha vida” (cf. [0, p. G-11]).

Obviamente, Einstein nao era tolo, e a inclusao de
A nas suas equagoes de campo, definitivamente, nao foi
uma tolice. Aumentou de maneira substancial a apli-
cabilidade da TRG, sem causar perturbacoes do ponto
de vista formal, como mencionado na segao 2.

Na verdade - e isto provavelmente Einstein nao quis
reconhecer -, a sua grande mancada foi propor um mo-
delo que era claramente instavel. O fato dele nao ter
percebido isto é que nos causa uma grande surpresa.
Como vimos, na se¢ao 3, uma simples analogia newto-
niana evidencia esta gravissima falha.
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