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Osciladores harmonicos amortecidos dependentes do tempo
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Neste trabalho analisamos as solugoes para a equacdo de movimento para os osciladores de Lane-Emden,
onde a massa é dada por m(t) = mot®, com a > 0. Os osciladores de Lane-Emden sdo osciladores harménicos
amortecidos, onde o fator de amortecimento depende do tempo, y(t) = ¢. Obtivemos as expressoes analiticas
de z(t), z(t) = v(t), e p(t) = m(t)t para « = 2 e o = 4. Discutimos as diferencas entre as expressoes da
hamiltoniana e da energia para sistemas dependentes do tempo. Também, comparamos nossos resultados com
aqueles do oscilador de Caldirola-Kanai.

Palavras-chave: osciladores amortecidos, método de Frobenius, equagao de movimento.

In this work we analyze the solutions of the equations of motions of Lane-Emden oscillators, which are asso-
ciated with a mass m(t) = mot®, o > 0. These systems are damped harmonic oscillators with a time-dependent
damping coefficient, () = ¢ We obtain analytical expression for z(t), Z(t) = v(t), e p(t) = m(t)z for o = 2
and a = 4. We discuss the differences between the expressions for the Hamiltonian and the mechanical energy
for time-dependent systems. We also compared our findings with the results for the well-known Caldirola-Kanai

oscillators.

Keywords: damped oscillators, Frobenius’ method, equation of motion.

1. Introdugao

Dentre todos os sistemas fisicos caracterizados por al-
gum tipo de oscilagao, o oscilador harmoénico simples
(OHS) é, sem duvida, o caso mais estudado, pois em
primeira aproximagao, considerando pequenas ampli-
tudes de oscilagao, todo sistema oscilatorio pode ser
aproximado por um OHS, o qual, segundo evidéncias
histéricas, é estudado desde o século XVIII [1]. Prova-
velmente, o fisico e matemédtico suico Leonhard Euler
foi o primeiro cientista a estudar o OHS, quando resol-
veu a equacao diferencial de movimento, utilizando um
método numérico conhecido como Método das Quadra-
turas, em um trabalho estritamente matematico. Apds
os estudos puramente matematicos de Euler, o OHS se
tornou um dos maiores objetos de estudo dos pontos de
vista fisico e matematico, embora saibamos que todo
sistema fisico real tem dissipagdo (sistemas ndo con-
servativos), como por exemplo, o oscilador harménico
amortecido (OHA).

A equagao de movimento de uma particula classica
de massa mg movendo-se em uma dimensao com mo-
mento p = mgx sob a influéncia de uma forca conser-
vativa —%—Z é dada por
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No caso do potencial harmonico V' = %ksz, obtemos
a seguinte equagao do movimento para o OHS

i+ wir =0, (2)

onde w? = -E ¢ a freqiiéncia angular caracterfstica do

sistema. A E?q. (2) é a equagdo de movimento para
o oscilador harmonico simples, um dos modelos mais
utilizados para descrever varios fendmenos em diversas
areas da fisica.

Essa mesma equacao de movimento pode ser ob-
tida através da formulagao hamiltoniana da mecanica
classica. A hamiltoniana para o oscilador harménico é
dada por

P’ L, o

e representa a energia do sistema. Podemos mostrar
que
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dH dE
el e 4
dt dt 0, (4)

indicando que o sistema é conservativo. Entretanto, na
pratica sempre existe dissipagao de energia.

Para incluirmos a dissipagao em nosso sistema, pro-
cedemos da seguinte forma. Considere novamente o
movimento de uma particula classica de massa mg
movendo-se em uma dimensao com momento p = myt
sobre a influéncia nao apenas de uma forga conser-

vativa —%—‘; mas, também, de uma forga de atrito,
F,+ = —ymo onde y é o parametro de amortecimento.

Assim, a equacdo de movimento e a taxa de variacao
temporal de E(t) para o OHA s@o agora dadas, respec-
tivamente, por

. 9%

prpt 5o =0, (5)
dE .
o = ~movd (6)

A Eq. (6) indica que a taxa instantdnea de dis-
sipagao da energia mecanica do oscilador ¢é igual ao
produto da forga de atrito pela velocidade.

Entretanto, no presente caso a Eq. (5) nao pode ser
obtida através de uma fungao hamiltoniana, H(z,p) =
T(p)+W (x,p), onde T(p) é a energia cinética e W (z,p)
é a energia potencial dependente de = e p. Isto porque

a forca de atrito, F,y = —ymoZ, nao pode ser derivada
da expressio F'= —9% 4 4 (97 (9],

Mas, serda que nao existe alguma maneira de escre-
vermos uma funcao hamiltoniana que fornega, mediante
a aplicacao das equagoes de Hamilton, a equagao de mo-
vimento dada pela Eq. (5)?

A resposta foi dada por Bateman [3] ao considerar
a seguinte funcao lagrangiana dependente do tempo

L(z, ©t)=¢e" [;m0i2 - V(x)] : (7)

A partir desta funcao lagrangiana, Caldirola [4] e
Kanai [5] construiram a seguinte fun¢ao hamiltoniana

H= ﬁe”” + Vet (8)
B 2m0 ’
onde, agora, p = mpe?'t é o momento canonico.

A Eq. (8) é chamada de hamiltoniana de Caldirola-
Kanai, que nada mais é que a hamiltoniana de um osci-
lador harmonico com frequéncia constante, wg, € massa
crescente exponencialmente com o tempo, m(t) =
moeYt. A aplicacdo das equacdes de Hamilton leva a
equacao de movimento dada pela Eq. (5). A dissipagao
surge naturalmente devido a variagao temporal de m(t).
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Para que a Eq. (6) seja satisfeita, definimos a energia
mecénica do sistema como [6]

E=He . (9)

A hamiltoniana de Caldirola-Kanai também tem
sido estudada no contexto da Mecanica Quantica como
um modelo alternativo na descricao de sistemas dissi-
pativos. Embora ainda haja uma grande controvérsia
se a hamiltoniana de Caldirola-Kanai de fato descreve
um sistema dissipativo ou apenas um sistema de massa
variavel, varios artigos tém utilizado este modelo. Por
exemplo, na Ref. 7] os autores obtiveram a solucao da
equagao de Schrodinger para um oscilador de Caldirola-
Kanai com e sem a presenca de um potencial singu-
lar, enquanto que os osciladores de Caldirola-Kanai
forcados e invertidos foram investigados nas Refs. [8] e
[9], respectivamente.

Recentemente, Ozeren [10] estudou uma nova classe
de osciladores amortecidos, os chamados osciladores de
Lane-Emden. Para esta classe de osciladores a massa
varia como uma lei de poténcias, ou seja, m(t) = t¢,
onde a é um parametro positivo, o > 0. Ozeren resol-
veu a equagao de movimento e determinou a expressao
para a energia em fungao do tempo para os casos o = 2
e a = 4. Ele observou que em ambos os casos, a energia
tende a um valor constante para tempos assintéticos.

Em 2012, Bessa e Guedes [11] utilizaram o método
de Lewis e Riesenfeld [12] para calcular a fungéo de
onda exata para os osciladores de Lane-Emden para os
casos @ = 2 e a = 4. Eles também obtiveram a ex-
pressao para a energia média e calcularam a probabili-
dade de transicao entre estados e a relagao de incerteza
para estes dois osciladores.

Neste trabalho, revisitamos os osciladores de Lane-
Emden investigados previamente por Ozeren. Além das
solugoes das equagoes de movimento, calculamos como
evoluem no tempo a velocidade, o momento canonico
e os respectivos diagramas de fase. Mostramos que a
energia tende a zero para tempos assintéticos, e nao
para um valor constante como anteriormente deter-
minado por Ozeren [10]. Comparamos os resultados
para a = 2 com aqueles obtidos a partir do modelo de
Caldirola-Kanai. Na proxima secao discutiremos trés
modelos de OHA, a saber: (i) o OHA com massa cons-
tante, (ii) o OHA de Caldirola-Kanai, ou simplesmente
oscilador CK, e (iii) o oscilador de Lane-Emden, ou os-
cilador LE.

2. Resultados e discussoes

De acordo com textos bdsicos de fisica geral [13], a
equagao de movimento de uma particula classica de
massa mg movendo-se em uma dimensao com momento
p = mox sob a influéncia nao apenas de uma forca con-
servativa, -kx, mas, também, de uma forca de atrito,
F.t = —ymox, é dada por
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&+ i 4 wir =0, (10)

onde v é o pardmetro de amortecimento e w3 = k/m.
Sabemos ainda que dependendo dos valores de v e
wo, a Eq. (10) tem trés solugdes distintas que cor-
respondem aos seguintes casos de amortecimento: (i)
suberitico (% < wp); (ii) supercritico (3 > wo); e (iii)
critico (% = wo). Neste texto consideraremos apenas
0 amortecimento subcritico, pois é o unico que fornece
uma solugao que oscila com amplitude decrescente.

A solugao geral da Eq. (10) para o caso (i) é dada

por

x(t) = e r [mo cos (wt) + (% + %) sen (wt)} , (11)
onde w? = w? — % e &(t = 0) = vg. Nas Figs.1(a)-

(¢) mostramos o comportamento de z (t), ©(t) = v(t),
e p(t) = moz. Observamos, como esperado, que z(t)
oscila com amplitude decrescente e vai a zero para tem-
pos assintéticos. Comportamentos similares sdo obser-
vados para #(t) e p(t). Estes sdo os comportamen-
tos tipicos para o oscilador harmonico com amorteci-
mento subcritico. Consideramos, assim como Ozeren
[10], zp = 1 e vy = 0, e ainda o sistema de unidades no
qual y =2, mg=1ewy = 8.

Na Fig. 2, mostramos o diagrama de fase z(t) wvs.
p(t). A figura aberta indica que o sistema é dissipativo,
e claramente vemos que para tempos assintéticos tanto
z(t) quanto p(t) vao a zero.

De uma maneira geral a hamiltoniana de um osci-
lador harmoénico em uma dimens&o com massa, m(t), e
frequéncia, w(t), dependentes do tempo é dada por

1
H=—— + -m(t)w?(t)z* 12
RO (12)
onde p = m(t)& é o momento candnico. Utilizando as
equagoes de Hamilton obtemos a seguinte equacao do
movimento

.. 9
— t)x = 0. 13
x+mm+w()x (13)

Para o oscilador de Caldirola-Kanai, m(t) = mge?!
e w(t) = wp e, por conseguinte, a equagdo do movi-
mento é idéntica & Eq. (10). Embora as expressoes
para z(t) e ©(t) sejam exatamente a mesma que para o
caso anterior, a expressdo para p(t) serd diferente, visto
que agora m = m(t). Nas Figs. 3(a)-(c) mostramos o
comportamento de x(t), &(t), p(t) = moi. Novamente
consideramos xg =1, v9g =0, vy =2, mg =1 e wy = 8.

Observamos que tanto z(t) quanto 4(t) oscilam com
amplitude decrescente e tendem a zero para tempos
assintéticos. Estes comportamentos sao similares aos
observados anteriormente para o caso do OH subcriti-
camente amortecido. Entretanto, observamos que p(t)
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aumenta com o passar do tempo, devido ao crescimento
exponencial da massa. Devido a isto, o diagrama de
fase x(t) vs. p(t), mostrado na Fig. 4, é diferente da-
quele mostrado na Fig. 2. Note que, & medida que x(t)
diminui, p(¢) aumenta. Mas, como veremos, é a ener-
gia e nao a hamiltoniana que vai a zero para tempos
assintoticos como esperado para sistemas dissipativos.
Assim, o diagrama de fase para sistemas cujo hamilto-
niano depende do tempo deve ser x(t) vs. ©(t), e, neste
caso idéntico a Fig. 2.
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Figura 1 - (a) Variagdo no tempo da posicdo z(t), (b) da velo-
cidade (#(t) = v(t)), e (c) do momento p(t), que neste caso é
idéntico ao comportamento de v(t) pois consideramos mgo = 1.
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Figura 2 - Diagrama de fase de um OH com amortecimento
subcritico.
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Figura 3 - (a) Variagdo no tempo da posi¢ao z(t), (b) da ve-
locidade (#(t) = v(t)), e (¢) do momento p(t) para o oscilador
CK.
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Figura 4 - Diagrama de fase z(t) vs. p(t) para o oscilador CK.

Para o oscilador de Lande-Emden, m(t) = % e
w(t) = wo, e a equagdo de movimento é dada por

i+ %x +wiz =0, (14)

que pode ser entendida como a equacao de movi-
mento de um oscilador harmonico amortecido, onde o
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parametro de amortecimento (t) = ¢ agora depende
do tempo. Nesse caso em particular, v(¢) diminui a
medida que ¢t aumenta.

A Eq. (14) com w? = 1 é a equagdo diferencial
de Lane-Emden de primeira espécie utilizada em diver-
sos problemas de fisica matematica e astrofisica, tais
como a estrutura de matéria escura e distribuicoes de
estrelas que variam de acordo com leis de poténcia [14].
Como a Eq. (14) é uma equacao diferencial de segunda
ordem com um polo simples removivel em ¢ = 0, pode-
mos resolvé-la usando o método de solugoes por série
de poténcias (Método de Frobenius) [15].

Para a = 2 a Eq. (14) torna-se

d?x  2dz

Supondo que z(t) é dado por

z(t) = i Cnt"*, (16)
n=0

~ dx(t) d?z(t) .
calculando as expressoes para —;~ € —z— € substi-

tuindo-as juntamente com a Eq. (16) na Eq. (15),
obtemos

icﬂ[(n+s)(n+3_1)+2(n+8)]t”+5_2+

n=0

wy Y Cut™ =0. (17)
n=0

Como Y Cpt"™* = Y C,_ot"™*72 a Eq. (17)
n=0

= n=2
pode ser escrita na forma

o0

ZC” (n+s)(n4s+1)t"T72 4
n=0

Wi Y Crat"™ 72 =0 (18)
n=2

Considerando os dois primeiros termos do primeiro
somatorio, obtemos

Cos(s+ 1)t 24+ Cr(s+1)(s+2)t5 1+

i[Cn (n+s)(n+s+1)+wiC, o)t" ™72 =0. (19)

n=2

Agora, para que a identidade seja estabelecida é ne-
cessario que todos os coeficientes de poténcias diferentes
de t sejam zero, assim, escolhendo Cy # 0, temos

s(s+1)=0, (20)
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que é a equacao indicial, aquela que fornece os possiveis
valores de s para Eq. (16). Da Eq. (20) encontramos
s1 =0e sy =-1. Para s = s; = 0, o segundo termo da
Eq. (19) s6 serd zero se C; = 0, e para todos os outros
valores possiveis de n, a Ultima condicao a ser satisfeita
é expressa por

2
WOCn,Q
= _LoCn-2 21
¢ n(n+1) (21)

que é uma férmula de recorréncia.
Agora, utilizando as Egs. (16) e (21), obtemos

343 545
wyt wgt _

0
1) = 22 e Y
1‘( ) th o 3! 5!
t
Co sen (wot) (22)
th
Para s = so = -1, o coeficiente C'; nao precisa ser

necessariamente zero, e a nova férmula de recorréncia
sera

/

2
Wobn—2 (23)

/—_7
Cn = n(n—1)

Utilizando as Eq. (16) e (23), temos

xQ(t)Cf/J{“’gtz ‘”51#}

t 2! 4!
] witd  wit®
Lt — 20 — .. 24
wot [wo 3 T sl (24)

Como a Eq. (24) possui duas constantes arbitrarias,
ela serd a solugao geral da equagdo para z(t). Neste
caso, z1(t) é uma solugao particular de zo(t). Sabendo
que os termos entre colchetes sao, respectivamente, as
séries de Taylor das funcoes cosseno e seno em torno de
t = 0, temos que

Co C1
x (t) = == cos (wot) + —sen(wot). (25)
t th
_ Utilizando as mesmas condigoes iniciais usadas por
Ozeren [10], a Eq. (25) torna-se

sen(wpt)

z(t) = (26)

UJQt

A velocidade #(t) e o momento canoénico p(t) sdo
dados, respectivamente, por

_ wot cos(wot) — sen(wot)

(t) ) (27)

th2
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_ wot cos(wot) — sen(wot)

p(t) = : (28)

wWo

Nas Figs. 5 (a)-(c) mostramos, respectivamente, o
comportamento de x(t), &(t) e p(t) = m(t)4 para o osci-
lador LE com « = 2. Observamos novamente que tanto
x(t) quanto @(t) oscilam com amplitude decrescente,
enquanto p(t) oscila com amplitude crescente. Observe
que a amplitude tanto de x(t) quanto de &(t) decai de
forma mais lenta em comparagao aos seus valores no
oscilador CK. Isto se deve ao fato que, para o oscilador
LE, o termo de amortecimento diminui a medida que o
tempo passa. Na Fig. 6 mostramos o diagrama de fase
x(t) vs. z(t) para o oscilador CK para o = 2. Nestas
figuras consideramos mais uma vez wy = 8.
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Figura 5 - (a) Variagdo no tempo da posigao z(t), (b) da veloci-
dade (£(t) = v(t)), e (c) do momento p(t) para o oscilador LE
com o = 2.

Comparando as Figs. (6) e (2), observamos que para
instantes de tempo iniciais (0 < ¢ < 1) uma particula
no oscilador LE com o = 2 é mais amortecida que no
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oscilador CK devido ao fato que para tempos iniciais,
o parametro de amortecimento vy (t) = ¢ > 2. A me-
dida que ¢ aumenta, y(¢) diminui fazendo com que a
dissipagao diminua. Mas, como é um sistema dissipa-
tivo, tanto x(t) quanto de #(t) tendem a zero quando
t — 00.

154
0,0

—_

o,

R 8
230

08 04 00 0.4 08
x(t)
Figura 6 - Diagrama de fase x(t) vs. #(t) para o oscilador LE
para o = 2.

A seguir, vamos comparar os osciladores LE para
a = 2 e a = 4. Primeiro, vamos achar a solugao da
Eq. (14) para a = 4, a saber

— +wix =0. (29)

(16) e a relagao > C,t"Ts =
n=0

Utilizando a Eq.

oo
> Cp_ot™ 572 obtemos

icn [(n—i—s) (n+s— 1)+4(n+s)]t”+5_2 +
n=0

Wi Y Crat™* 72 = 0. (30)
n=2

Novamente, somando os dois primeiros termos do
primeiro somatério temos

Cos(s+3)t24+C (s+1)(s+4)t° 1 +
Z (n+s)(n+s+3)+ wWiC, o)t" 72 =0. (31)

n=2

A equacao indicial é agora s(s + 3) =0, que implica
sy =0ou sy =-3. Paras=s; =0, temos C; =0, e a
relagao de recorréncia é dada por

2
WOCn—Q

C":_n(n—i—?))'

(32)

Das Eq. (16) e (32), temos
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w3t? witd
)=0Cp|1— =2 0 -
z1(t) = Co 5.5 2457

t6
546579 } (33)

Da identidade

5 t
%—ws(wot):
242 242 4,4
wjt 1_w0t n wpt ] (34)
3 2-5 2-4-5-7

obtemos a seguinte expressdo para x1(t)

3 [sen(wot)
T (t) = W |:a)0t — COS (LUOt) . (35)
Para s = s9 = -3, temos C; = 0, e a relagao de
recorréncia escreve-se
wQC -2
Cp=——0""—. 36
n(n—3) (36)

Utilizando as Egs. (16) e (36) obtemos

cos(wot)
t =
sen (wot) + ot
t? 1 w3 wit
A e (R L 38
wo {t3+2-t 9.4 (38)

finalmente encontramos

(39)

xo (t) = C()% {sen (wot) + Cos(wot)] .

W()t

Assim, a solugdo geral da Eq. (29) sera dada por
uma combinagao linear das Eqgs. (35) e (39), a saber
3Ao [sen (wot)
¢y = 0| 0
o= 20 |

wo B
(;2 0 {sen (wot) +

- cos eat)] +

cos (wot)
th '

(.dot

(40)

Utilizando as condigoes iniciais usadas por Ozeren
[10] a Eq. (40) torna-se

x(t) =

W — cos [wot]} . (41)

OJ()t
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A velocidade #(t) e o momento canodnico p(t) sdo
dados, respectivamente, por

3(w3t? — 3)sen (wot) + Ywot cos (wot)

(1) = = @)
() = 3(w3t? — 3)sen (w:})(:;t’) + Ywgtcos (wot)' (43)

Nas Figs. 7 (a)-(c) mostramos o comportamento
de z(t), z(t), p(t) = m(t)& para o oscilador LE com
a = 4. Observamos novamente que tanto z(t) quanto
Z(t) oscilam com amplitude decrescente, enquanto p(t)
oscila com amplitude crescente. Observe que a ampli-
tude tanto de x(t) quanto de &(¢) decai de forma mais
rapida em comparacao aos seus valores no oscilador LE
para a = 2. Isto se deve ao fato que para o oscilador
LE com o = 4, o termo de amortecimento é maior que
aquele no caso a = 2. Isto fica claro na Fig. 8 onde
mostramos o diagrama de fase x(t) vs. #(t). Nestas
figuras consideramos mais uma vez wy = 8.
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0,0
0,51

1,0
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1,54
2.0

251

p(t)

t

Figura 7 - (a) Variacdo no tempo da posigédo z(t), (b) da veloci-
dade (&(t) = v(t)), e (¢) do momento p(t) para o oscilador LE
com a = 2.
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Figura 8 - Diagrama de fase z(t) vs. #(t) para o oscilador LE
para o = 4.

Por fim, vamos discutir como variam a energia
(E(t)) e a hamiltoniana (H(t)) em cada caso. Como
vimos na Secao 1, da lagrangiana de Bateman dada
pela Eq. (7), Caldirola [4] e Kanai [5] construiram a
funcao hamiltoniana dada pela Eq. (9). Generalizando
o resultado de Caldirola e Kanai ndo é dificil mostrar
que se m(t) = mof(t), entdo a energia é dada por

E=f(t)'H. (44)

Para o oscilador harménico criticamente amortecido
(m = myg), f(t) =1 e a hamiltoniana é igual & energia
do sistema (veja Eq. (45)) que oscila e vai a zero para
tempos assintéticos, como mostrado na Fig. 9.

2 2
L s 9
E(t)= 557 © v [(wo + T ) sen® (wt) +

w?cos? (wt) + %sen (th)} . (45)

J4 para o oscilador CK, f(t) = ¢ e a hamiltoniana
nao mais é igual a energia do sistema que é dada pela
Eq. (45). Observamos da Fig. (10) que a hamiltoniana
oscila em torno de um valor médio.

35

30

254

20 4

E(t)

i

Figura 9 - Comportamento de F(t) para o oscilador harmonico
criticamente amortecido.
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38

36 4

34 4

H(t)

32 4

301

28 1

t

Figura 10 - Comportamento de H(t) para o oscilador CK.

Isto demonstra o fato que em sistemas com massa
dependentes do tempo (dissipativos) as expressoes para
a hamiltoniana e a energia sao diferentes. A expressao
para F(t) é a energia mecanica do sistema, que nao se
conserva.

Para o oscilador LE com a = 2, f(t) = t? as ex-
pressoes para a energia e a hamiltoniana do sistema sao,
respectivamente, dadas por

1 sen (2wot)  sen? (wpt)
Et)= —|1—- 4
®) 2t2 [ wot witz |’ (46)
1 sen (2wot)  sen? (wot)
H(t)= - |1- 4
®) 2 [ wot wat? ’ (47)

cujos comportamentos sao mostrados na Fig. 11.

35

28 4

0,8

0,61

041

H(t)

0,21

0,0

Figura 11 - Comportamento de E(t) e H(t) para o oscilador LE
com o = 2.

Aguiar e Guedes

De acordo com Ozeren [10], E(t) — 0.5 quando
t — oo. Entretanto, observamos que E(t) — 0 e
H(t) — 0.5 quando t — oo. O equivoco cometido por
Ozeren foi considerar que para sistemas dependentes do
tempo, as expressoes para a energia e a hamiltoniana
do sistema sao iguais.

De maneira andloga, para a = 4, temos f(t) = t*, e
E(t) e H(t) séo, respectivamente, dadas por

1 2 (wpt 2wt
B(t) = % { _ Bsen (wot)  3sen (2wy )_

wd wgt? wat?
9sen (2wot) 81 sen? (wot) _sen (QWOt)} (48)

644 644 442 3
wot wot wqt wpt

91 6sen? (wot) 3sen (2wpt)
Ht)=5 |~ 13 T R
wp wqt wot
9sen (2wot) 81 sen? (wot)  sen (2wot)
644 644 442 3 , (49)
wopt wot wqt wpt

cujos comportamentos sao mostrados na Fig. 12.

35

28

21

E(t)

{m
ry
r
L3

Figura 12 - Comportamento de E(t) e H(t) para o oscilador LE
com o = 4.

3. Conclusoes

Neste trabalho estudamos a solugao da equacao de mo-

vimento do oscilador de Lane-Emden, onde m(t) =

mot® e w = wy. A equagdo de movimento para este

oscilador é dada pela Eq. (14), que pode ser enten-

dida como a equacao de movimento para um oscila-

dor harmonico amortecido, com parametro de amorte-
(673

cimento dependente do tempo, () = ¢ .



Osciladores harménicos amortecidos dependentes do tempo

Comegamos por analisar solugao para a equagao de
movimento de um oscilador harmoénico com amorteci-
mento subcritico. Mostramos a variagdo com o tempo
de x(t), #(t) e p(t) = moz, além do diagrama de fase
x(t) vs. p(t). Depois, mostramos que a equagao de mo-
vimento para um oscilador harménico com m = m(¢) e
w = wo, ¢ andloga a Eq. (14) com v(t) = 2. Observa-
mos que a dissipagao surge naturalmente devido ao fato
da massa variar com o tempo. Encontramos a solucao
da equagao de movimento para o oscilador de Caldirola-
Kanai, onde m(t) = mpe?’* e w = wg. Mostramos a
variagdo com o tempo de x(t), ©(t) e p(t) = m(t)i.
Notamos que o momento candnico é dado agora por
p(t) = m(t)z. Isto faz com que p(tf) aumente com o
tempo. Mas, o sistema é dissipativo, e, como obser-
vado tanto x(t) quanto (t) tendem a zero para tempos
assintéticos. Neste caso, é melhor observarmos o dia-
grama de fase x(t) vs. &(t).

Para encontrarmos a solucao da equagao de mo-
vimento para o oscilador de Lane-Endem utilizamos
o método de Frobenius para solugao por séries de
equacoes diferenciais. Analisamos o comportamento de
z(t), z(t) e p(t) = m(t)& paraa =2 e « = 4. Ao compa-
rarmos os resultados do oscilador de Lane-Endem com
« = 2 com o oscilador de Caldirola-Kanai para v = 2,
observamos para tempos assintoticos que o primeiro é
menos amortecido, uma vez que o parametro de dis-
sipacao diminui a medida que o tempo aumenta.

Por fim, discutimos a diferenga que ocorre entre as
defini¢oes de hamiltoniana e energia mecanica para sis-
temas dependentes do tempo. A relagdo entre elas é
dada pela Eq. (44). Para sistemas independentes do
tempo, a hamiltoniana é igual & energia mecéanica do
sistema. Nos outros casos, osciladores de Lane-Endem
e Caldirola-Kanali, elas sao diferentes. Enquanto a ener-
gia tende a zero para tempos assintoticos como deve
ocorrer em sistemas dissipativos, a hamiltoniana tende
a valores constantes diferentes de zero, nao tendo as-
sim nenhuma relagdo com a energia do sistema. Estes
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resultados explicam os equivocos cometidos por Ozeren
[10] na analise da variacdo da energia mostrado em seu
trabalho.
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