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O grafeno é um material alotrépicoo do carbono, formado por uma monocamada de dtomos de carbono ar-
ranjados em uma estrutura cristalina de favo de mel (ou honeycomb), podendo ser obtido por diversos métodos
experimentais, sendo a esfoliacdo do grafite o modo mais simples. Trata-se do primeiro material verdadeiramente
bidimensional porque é constituido de um tnica camada atomica, em contraste com estruturas que se comportam
como bidimensionais, porque uma das dimensoes é muito reduzida em relacao as outras duas, mas essa dimensao
diminuta ainda assim é constituida de vérias camadas atémicas. Uma das mais espetaculares previsoes tedricas
para o grafeno, confirmada experimentalmente, é a de que os elétrons se comportam como férmions de Dirac
sem massa nos chamados pontos de Dirac, ou seja, agem efetivamente como particulas “relativisticas”sem massa
em um espago-tempo de (1+2) dimensoes, sendo uma dimensao temporal e duas espaciais. Esse comportamento
exético abre o campo para emular fisica de altas energias em matéria condensada, além de prometer uma re-
volugdo na eletronica de alta velocidade. O objetivo desse trabalho é apresentar os fundamentos da fisica de
férmions de Dirac e como surge o modelo efetivo no grafeno. Entendemos que hé pouca literatura referente ao
assunto em idioma portugués. Além disso, esse sistema fisico é muito til como introdugéo as teorias de campos
relativisticas e aos métodos de segunda quantizacao.

Palavras-chave: grafeno, equagao de Dirac, férmions de Dirac.

Graphene is an allotropic form of carbon made by a monolayer of carbon atoms arranged in a honeycomb
crystalline lattice. It can be experimentally obtained through the use of several methods, being the exfoliation
of graphite the easiest way. Graphene can be considered the first genuinely two-dimensional material, since it is
constituted of a single atomic layer, in contrast to several material structures, such as thin films, which behave
as two-dimensional ones, due to the fact that one of the three space dimensions is highly reduced in comparison
to the others, but still consisting of many atomic layers. The most striking theoretical prediction, experimentally
confirmed, is that electrons in graphene behave as massless Dirac fermions in a “relativistic” (142)-D space-time,
consisting of one temporal dimension and two space dimensions, near the so-called Dirac points, opening the
possibility of emulating high-energy physics through the use of a low-energy condensed matter system, beside
the promise to revolutionize the high-speed electronics. The aim of the present contribution is to put forward
the fundamentals of Dirac fermions, explaining how the effective model emerges in graphene. We understand
that there is a poor literature on the subject in Portuguese. Also, graphene provides a useful introduction to
relativistic field theory and to the second quantization methods.

Keywords: graphene, Dirac equation, Dirac fermions.

1. Introdugao

O grafeno é uma forma alotrépica do carbono que apre-
senta propriedades fisicas extraordinarias, devido a sua
estrutura cristalina de favo de mel e ao fato de que
toda a fisica relevante em baixas energias poder ser des-
crita através de uma teoria efetiva que emula férmions
de Dirac sem massa préximo aos chamados pontos de
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Dirac [0]. A estrutura de bandas do grafeno foi abor-
dada ainda no ano de 1947, no trabalho seminal de P.R.
Wallace [B], em que utiliza-se o modelo de tight-binding
como primeira parte da solucao das bandas de energia
do grafite, uma vez que este ultimo é meramente um
empilhamento de camadas de grafeno. O assunto da es-
trutura de bandas do grafite foi vastamente abordado
posteriormente, sendo que os parametros de algumas
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constantes fisicas relevantes no modelo de tight-binding
podem ser encontradas no trabalho de J.W. McLure,
de 1957 [B]. A conexdo da teoria de bandas da monoca-
mada de grafite, nome pelo qual o grafeno era original-
mente conhecido, com a teoria de férmions de Dirac em
(142) dimensodes estd demonstrada pelo menos desde
1984, em um trabalho de G.W. Semenoff [@]. Todavia,
foi a partir da descoberta de uma técnica experimental
simples que permitiu a obtengao inequivoca de uma mo-
nocamada de grafeno, pelos fisicos russos A. Geim e K.
Novoselov [B,8], em 2003, na Universidade de Manches-
ter, que ocorreu um aumento exponencial na produgao
cientifica referente a esse fantastico material, podendo
ser encontrados estudos das mais diversas proprieda-
des, desdes magnetismo a possibilidade de eletronica
considerando o pseudo-spin [@-B8]. No ano de 2010,
Geim e Novoselov foram agraciados com o prémio No-
bel de Fisica pelo feito [E9,B0]. O entusiasmo gerado
por essa descoberta experimental deve-se ao fato de
que trata-se do primeiro material verdadeiramente bi-
dimensional porque é constituido de um unica camada
atomica, em contraste com estruturas que se compor-
tam como bidimensionais, porque uma das dimensoes
é muito reduzida em relacao as outras duas, mas essa
dimensao diminuta ainda assim é constituida de varias
camadas atomicas. Uma das mais espetaculares pre-
visOes tedricas para o grafeno, confirmada experimen-
talmente, é a de que os elétrons se comportam como
férmions de Dirac sem massa nos chamados pontos de
Dirac, ou seja, agem efetivamente como “particulas re-
lativisticas”sem massa em um espago-tempo de (14-2)
dimensoes, sendo uma dimensao temporal e duas espa-
ciais. Esse comportamento exdtico abre o campo para
emular fisica de altas energias em matéria condensada,
além de prometer uma revolugao na eletronica de alta
velocidade. Cabe lembrar que os elétrons no grafeno
apenas sao descritos por uma matemadtica andloga a
equagao de Dirac para férmions sem massa em (142)
dimensoes, e sao “relativisticas” com a velocidade de
Fermi vp =~ ¢/300 fazendo o papel da velocidade da
luz.

Uma mera curiosidade associada ao fisico A. Geim,
um dos recebedores do Nobel pelo grafeno, é que em
2000 ele havia recebido o nada honoravel prémio IgNo-
bel de Fisica, juntamente com M. Berry, por experi-
mentos com a levitacdo magnética de uma ra [E9]. Diz
o lema do IgNobel, de acordo com a prépria pagina
eletronica [B2], que os prémios sdo destinados a “pes-
quisas que primeiro nos fazem rir e depois nos fazem
pensar”’. Excelentes trabalhos de revisao, abordando
tanto aspectos tedricos quanto experimentais, em idi-
oma inglés sao facilmente encontrados, dos quais des-
tacamos as Refs. [?,H]. Todavia, hd pouca bibliogra-
fia de revisao disponivel em idioma portugués, abor-
dando o essencial da fisica dos férmions de Dirac e suas
aplicacoes ao grafeno.

O objetivo desse trabalho é apresentar os fundamen-
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tos da fisica de férmions de Dirac e como surge o modelo
efetivo no grafeno, de forma bastante didatica, que per-
mita o uso desse sistema fisico como introdugao simpli-
ficada as teorias de campos relativisticas e aos métodos
de segunda quantizagao.

A organizacao dessa contribuigdo estd feita da se-
guinte maneira: Na Secao 2 serao discutidos os aspectos
mais relevantes da estrutura do tipo favo de mel, bem
como o modelo de tight-binding e sua solugao através de
decomposicao dos operadores de criagao e aniquilacao
em componentes de Fourier. Na Secao 3, a partir da
linearizagao da relagao de dispersao energia-momento
nas bandas de energia do grafeno vamos obter a te-
oria de Dirac para férmions sem massa e as solucoes
da equacao de Dirac expressas na forma de ondas pla-
nas uniformes, em (142) dimensoes do espago-tempo.
Na Secao 4, o campo de Dirac serd quantizado a par-
tir das regras de quantizacao canénica para férmions
e relagoes importantes entre os spinores de Dirac e as
matrizes de Dirac, bem como a introdugao do acopla-
mento ao campo eletromagnético, sdo apresentadas. Ao
término da Secao 4 alguns exercicios, como a obtengao
do propagador de Feynman, sdo propostos, com a fina-
lidade de deixar ao leitor a tarefa de aprofundamento
nos célculos. Finalmente, na tltima Secao algumas con-
clusoes e consideragoes finais sao apresentadas.

2. A estrutura favo de mel e o modelo
de tight-binding no grafeno

O grafeno constitui-se de um arranjo de atomos de car-
bono em uma rede cristalina do tipo favo de mel, con-
forme ilustrado na Fig. 1.

Y

Figura 1 - A estrutura cristalina do tipo favo de mel do grafeno,
com os vetores primitivos a; e as e as duas sub-redes A e B.

A estrutura de favo de mel forma uma rede de Bra-
vais com base de dois atomos, um deles pertencente a
uma sub-rede triangular, denotada por sub-rede A e o
outro pertencente a uma sub-rede triangular B rota-
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cionada de 180° em relacdo a rede A. Aqui é impor-
tante enfatizar que a estrutura de favo de mel somente
pode ser descrita como rede de Bravais com uma base,
uma vez que os vértices onde se encontram os dtomos
de carbono somente nao satizfazem as condig¢oes ma-
tematicas requeridas pela definicao de rede de Bravais
[63,69]. A base constitui-se de um dtomo da sub-rede A
e um atomo da sub-rede B, formando um haltéres, cuja
distancia entre os atomos de carbono vale a =1,42 A.
Para formar toda a rede bidimensional sao necessarios
dois vetores primitivos a; e as, dados por

V3ai (1)

V3a %x—l—gy 7 @)

aj

as =

onde % e g sao os vetores unitarios indicando as diregoes
no plano z, y. Observe o leitor que, alternativamente,
podemos pensar a rede favo de mel tendo por base um
hexdgono de lado a contendo 1/3 de dtomo de carbono
em cada um de seus 6 vértices. Esse hexdgono pode
ser deslocado em relacao ao seu centro por translagoes
na forma R = nja; + nsas, sendo n; = 0,+1,£2...
e ng = 0,%1,£2... quaisquer nimeros inteiros, permi-
tindo construir toda a rede.

O atomo de carbono tem uma estrutura eletrénica
do estado fundamental dada por 15%2s5%2p? e como po-
demos observar a camada de valéncia corresponde ao
nimero quantico principal n = 2, com quatro fungoes
de onda orbitais de valéncia sp, ps, py € p, cada um de-
les duplamente degenerados devido ao spin eletronico,
significando que caberiam um total de 8 elétrons na ca-
mada de valéncia, estando ela metade preenchida nesse
caso. Uma descricao simples das ligagoes quimicas
do carbono se da através da utilizagdo de orbitais
hibridos [B0] obtidos da superposi¢ao adequada dos or-
bitais atémicos. No carbono as hibridizagoes mais im-
portantes sao dos tipos sp? e sp3. A estrutura cristalina
formada na hibridizacdo do tipo sp® é o diamante, onde
todos os orbitais combinam-se linearmente para formar
novos orbitais de simetria tetraédrica, com angulo de
aproximadamente 109° entre eles, ao passo que o gra-
fite e o grafeno tem estruturas cristalinas que podem
ser entendidas de maneira simples utilizando a hibri-
dizacao do tipo sp?, onde dois orbitais do tipo p, no
caso, py € Py, se combinam com o orbital sp gerando
os seguintes orbitais hibridos

) = %<|s>+|pm>+|py>>, 3)

) = %<|s>+|pz>—2|py>>, (4)
1

) = ()= pa)) . (5)

enquanto o orbital p, nao se mistura aos demais, fi-
cando perpendicular ao plano z, y que contém os or-
bitais hibridizados sp?. Nao é dificil mostrar que as
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fungoes orbitais acima sao ortogonais entre si no espago
de Hilbert, e formam um angulo de 120° entre si no
espago real (ver Fig. 2).

orbital P,

<V

Figura 2 - Os orbitais p, e sp? do carbono. Os orbitais sp2
formam angulos de 120° entre si no plano z, y e sdo todos orto-
gonais no espago ao orbital p,, que é perpendicular ao plano z, y
e comporta dois elétrons com spins contrarios. A combinagao de
4tomos de carbono com hibridizacido sp? contidos no plano leva
automaticamente a estrutura de favo de mel.

Desse modo os atomos de carbono pode formar
ligagbes quimicas do tipo ¢ no plano z, y, que sao alta-
mente direcionais e dificeis de quebrar. Obviamente que
um atomo de carbono liga-se através dos orbitais sp?
a outros trés atomos no plano, e cada ligagao realizada
forma um angulo de 120° com as demais. Desse modo
é facil mostrar que a estrutura formada por ligacoes
sp? no plano sé pode ser uma rede favo de mel, e além
disso o panorama que um observador tem nesse plano
a partir de um dtomo de carbono é rotacionada de 180°
quando comparada a visao que teria em qualquer um
dos seus trés primeiros vizinhos. Como cada carbono
tem 4 elétrons de valéncia, trés desses ficam fortemente
localizados em algum dos orbitais sp? que associam-
se a um dos orbitais sp? de um primeiro vizinho para
formar uma ligagao do tipo o. O elétron restante fi-
card no orbital p,, perpendicular ao plano. No caso
da ligacao entre apenas dois dtomos de carbono, a in-
teracao entre os orbitais p, leva a ligacdes quimicas
conhecidas como ligagoes 7 por conta do formato do
orbital molecular resultante da combinacao linear dos
orbitais p, desses dtomos. Em uma estrutura crista-
lina do tipo favo de mel contendo um ndmero muito
grande de atomos de carbono, os orbitais p, combinam-
se para formar uma nuvem eletronica, que passa a ser
conhecida como bandas de energia 7 (menor energia) e
7* (maior energia). Os elétrons nesses orbitais 7 e 7*
sao mais fracamente ligados aos respectivos atomos de
carbono e tem fungoes de onda deslocalizadas, quando
comparadas aos elétrons nas ligagoes o no plano. Desse
modo é natural imaginar que os elétrons ¢ pouco con-
tribuem no caso da rede favo de mel para o transporte,
enquanto que toda a fisica do transporte no grafeno
deve estar contida nos elétrons ocupando as bandas 7 e
m*. Claramente nessa aproximacao cada dtomo de car-
bon contribui com um elétron apenas e como a célula
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unitaria do grafeno no espaco real contém dois dtomos
de carbono que formam a base, ha somente dois elétrons
por cela primitiva, o que permite determinar a densi-
dade eletronica facilmente. Na pratica, efeitos de im-
perfeicbes e interagao com o substrato podem alterar
grandemente essa densidade eletronica tedrica ideal.

Uma vez conhecida a rede cristalina no espago real
podemos determinar os vetores relativos entre primeiros
vizinhos e também a rede reciproca (espago dos veto-
res de onda k), que sdo tteis nos célculos que seguirdo.
Nesse caso, fica como exercicio para o leitor demonstrar
que os vetores relativos d1, 05 e d3, conectando os 3 pri-
meiros vizinhos de um carbono da sub-rede A, conforme
mostrado na Fig. 3, sao dados por

51 = ag ) (6)
a N N
(52 = 5 (\/g.’ﬂ — y) s (7)
a o N
d; = 3 (—\/?:x - y) (8)
Y
B
N 5
a
A
2, & X
(o Q@
Bl & 5 |B

Figura 3 - Os vetores 81,02 e d3 conectando os trés primeiros
vizinhos de um &tomo da sub-rede A, que pertencem & sub-rede
B. Para um atomo da sub-rede B os vetores relativos ligando-o
aos trés primeiros vizinhos da sub-rede A sdo dados por —d1, —d2
e —63.

E fécil ver ainda que para um &tomo de carbono
na sub-rede B, os vetores relativos ligando-o aos trés
primeiros vizinhos, que pertencem a sub-rede A, sdo
dados por —d1,—02 e —d3, uma vez que a sub-rede B
é rotacionada de 180° em relagdo a sub-rede A e vice-
versa. A rede reciproca é determinada obtendo os ve-
tores primitivos by e by da rede reciproca, conforme o
procedimento usual [E1, B3|

ap x £ Ar (V3. 1.
b, = or 222 (VI - 9
! 71-(a1><a2)-,2 30 \ 27 27 ©)
z 4
by = Il S (10)

(a1 X a2) -z 3a
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A partir dos vetores acima pode-se construir toda a
rede reciproca considerando um ponto como origem e
realizando translacoes desse ponto na forma Kjp =
hby + kbs, com (h, k) assumindo nimeros inteiros. A
Fig. 4 ilustra a rede reciproca obtida através desses
vetores.

Figura 4 - Rede reciproca do grafeno a partir dos vetores by, ba.
Note que trata-se de uma rede hexagonal.

Agora, utilizamos o método usual, tracando retas
entre um ponto de referéncia da rede reciproca e to-
dos os demais, e posteriormente, retas perpendicula-
res a essas primeiras no ponto médio das retas que li-
gam o ponto de referéncia aos demais pontos da rede
reciproca, para obter a primeira zona de Brillouin do
grafeno. O resultado serd dado pela menor entidade
geométrica fechada, delimitada pelo procedimento men-
cionado, e ¢ ilustrado na Fig. 5. Ha dois pontos inequi-
valentes, K = 47/(3v/3a)# ¢ K’ = —K que nao podem
ser conectados por nenhum vetor da rede reciproca. Es-
ses sdo os chamados pontos de Dirac, cujo nome ficara
mais claro mais adiante.

Figura 5 - Primeira zona de Brillouin na rede reciproca do gra-
feno. H4 dois pontos inequivalentes, K e K’ = —K que nao
podem ser conectados por nenhum vetor da rede reciproca. Es-
ses sdo os pontos de Dirac.

Uma vez que ja temos conhecimento de todos os as-
pectos geométricos da rede favo de mel, tanto no espago
real quanto no espago reciproco, podemos considerar a
descricao da fisica dos elétrons nos orbitais p, no gra-
feno, que determinam todas as propriedades de trans-
porte de carga essenciais em regime de baixos cam-
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pos aplicados, através de um modelo de tight-binding
simples, considerando a probabilidade de salto de um
elétron entre a&tomos primeiros vizinhos e segundos vizi-
nhos apenas, sendo o hamiltoniano desse modelo dado
por

H =t 3 (@l bjo + Dptir) =1 3 (Lo +
(if)o {ig))o

bjabjo) +U Z(&ITdiT&;‘r¢&i¢ + bjfbmbllbw), (11)
3

onde &w((dja) é um operador fermiénico que aniquila
(cria) um elétron de spin verdadeiro o =7, | no i-ésimo
atomo sub-rede A, lA)j,,((d;»U) é um operador fermidnico
que aniquila(cria) elétrons na sub-rede B, (ij) denota
a soma sobre os primeiros vizinhos e ((ij)) a soma
sobre os segundos vizinhos. Note que os primeiros
vizinhos de um atomo da sub-rede A sao 3 &tomos
da sub-rede B, e vice-versa, enquanto que os segun-
dos vizinhos de um dado atomo totalizam 6 e sao da
mesma sub-rede. O parametro de hopping entre pri-
meiros vizinhos t &~ 2,8 eV é pelo menos uma ordem
de magnitude maior do que entre os segundos vizi-
nhos ' < 0,1 eV, e supde-se que a repulsdo coulom-
biana U entre os elétrons, mais pronunciada se dois
elétrons de spins contrarios ocuparem os orbitais p, de
um mesmo atomo, pode ser menosprezada, em primeira
aproximagao. Desconsiderando a interagao entre segun-
dos vizinhos e a repulsao coulombiana o hamiltoniano
que descreve o sistema toma a forma mais simples

A=t @b +8,00) . (12)
(ij)o

Para diagonalizar o hamiltoniano acima, podemos de-
compor os operadores em termos de componentes de
Fourier, conforme a transformacao discreta de Fourier,
dada por

dia = = cAlkn'eik.riy (13)

i, = =Yt )
VN

I;ia = = Z Ekaeik.riv (15)

~ 1 ~ .
by = =D bl,e ™, (16)
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onde k é o vetor de onda no chamado espaco reciproco,
enquanto r; é o vetor de posicao do i-ésimo atomo na
sub-rede correspondente. Note que existem N atomos
em cada sub-rede e a transformagao leva os operadores
de criacao e aniquilacao do espaco real, onde as posigoes
correspondem ao indice i, j para o espago de momento
k = (kg, ky), j4 que estamos em duas dimensoes espaci-
ais. Nas equagoes acima, que representam transforma-
das de Fourier discretas, N é o namero de atomos total
da rede (ou de sitios). Utilizando a identidade

_ 1 +i(k—K')r;
Oxk = N Ze s (17)

onde dxx € a funcao delta de Kronecker no espaco
reciproco, e substituindo as Eqs. (IR)-(IH) na Eq. (),
fica como exercicio para o leitor demonstrar que o ha-
miltoniano de tight-binding assume a forma seguinte no
espago reciproco

H=>Y" Ul Hytio, (18)
ko

onde Hy é uma matriz e g, ¢ um pseudo-spinor na
chamada representacao de Nambu, dados por

=g 7 ) o= () 09

A funcdo f(k = —t Zi:l e~ 9 ¢ definida no modelo
de tight-binding através interagao com os primeiros vi-
zinhos, com vetores relativos §,, definidos previamente
nas Egs. (B)-(B). Um célculo explicito leva ao resultado
final

f () = —teke

g 3k,
1+ 2e~ 75k cos <\f2a>1 . (20)

H& duas solugoes para a energia do sistema, de igual
modulo e sinais contrarios, para cada valor do vetor de
onda k nesse modelo simples, que sao encontradas pela
determinacao dos autovalores da matriz H y

2

Ey (k) ==£|f(k)| = £t,|1+4cos <ﬁ51a> cos (Sk‘ya> + 4 cos? <\/§2k’3a> ) (21)

Cada uma dessas fungoes determina uma banda de
energia no grafeno, sendo F (k) a banda de maior ener-
gia e E_(k) a de menor energia, sendo simétricas em

relacao a energia linha de energia EF = 0. O potencial
quimico u(T = 0) = EF do grafeno em temperatura
nula (T = 0) passa exatamente por zero, ou seja, o
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nivel de Fermi no grafeno é exatamente zero. Essas
duas bandas de energia sao retratadas na Fig. 6, den-
tro da primeira zona de Brillouin [32]. A Fig. 7 mostra
um mapa de contorno da banda de energia denotada
por E, (ks, ky), dentro da primeira zona de Brillouin .

Figura 6 - Bandas de energia do grafeno mostradas na primeira
zona de Brillouin, obtidas a partir das fungdes (E1), em fungdo de
k = (kz,ky), lembrando que o nivel de Fermi passa exatamente
pelo plano F = 0.

Figura 7 - Mapa de Contorno da banda de maior energia do
grafeno mostradas na primeira zona de Brillouin, em funcao de
Kk = (K, ky).

Como se pode ver claramente na Fig. 6 nos vértices
da primeira zona de Brillouin as duas bandas de energia
se tocam, porque f(k = 0 nesses pontos e consequente-
mente b, = E_ = 0. E importante lembrar que nesses
pontos estd o potencial quimico do grafeno, sendo que
por esse motivo a fisica relevante em baixas energias se
desenvolve nas proximidades desses pontos. Como so-
mente ha dois pontos inequivalentes, K = 47/(3v/3a)
e K’ = —K, podemos expandir a fungao f(k em séries
de Taylor em torno desses pontos, bem como as fungoes
de energia, levando a uma teoria efetiva de férmions de
Dira sem massa. Isso serd feito em maiores detalhes na
secao seguinte.

3. A equagao de Dirac em um espaco-
tempo de (142) dimensoes

Confome mencionado acima, a fungdo f(k) anula-se
nos pontos K = 47/(3v3a)# e K' = —K. A fungio
também se anula nos outros 4 vértices do hexagono que
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representa a primeira zona de Brillouin, como pode ser
mais claramente percebido na Fig. 6. Nas proximida-
des de cada um desses pontos, as bandas formam um
duplo cone (um voltado para cima e outro para baixo,
tocando-se no ponto de energia nula, representando as
duas solugbes de energia possiveis), mas somente 1/3
de cada duplo cone estd dentro da primeira zona de
Brillouin. Como séo 6 vértices, podemos ver que exis-
tem 6 x 1/3 = 2 duplos cones, que s@o inequivalentes
e podem ser montados de forma completa a partir de
translagoes dos vértices com vetores da rede reciproca.
Isso explica porque somente dois pontos de Dirac sao
inequivalentes.

Agora, vaamos expandir a funcao f(k) em séries de
Taylor torno do ponto K = 47/(3v/3a)Z, lembrando
que f(K) =0, e portanto

3at )
fla) = f(k—K) = q- Vi [f(k) = —-la —igy] ,
k=K 2

(22)
onde o vetor q = (¢, ¢y) = k — K é corresponde a um
pequeno deslocamento no vetor de onda k em torno do
ponto K e Vi = (0/0k,,0/0k,) é o operador gradiente
em relacao as variaveis k.

A constante 3at/2 tem unidades da constante de
Planck vezes velocidade e pode ser expressa na forma
hvp, onde vp é a velocidade de Fermi para esse caso,
porque o nivel de Fermi passa exatamente pelo ponto
K, onde estamos fazendo a expansao. A velocidade de
Fermi aqui tem o mesmo papel da velocidade da luz no
vacuo, para particulas relativisticas. Utilizando os va-
lores das constantes para o grafeno, t = 2,8 eV, a = 1,42
Ae para a constante de Planck i = 6,59 x 10710 eV.s,
pode-se obter facilmente vy = 9 x 10° ~ 10° m/s. Esse
valor corresponde a aproximadamente 1/300 da veloci-
dade da luz no vécuo.

Considerando a funcéo f(q) = hvr (¢, — igy) na de-
finigdo de H y na Eq. (I9) podemos escrever o hamil-
toniano expandido em torno do ponto K na forma que
segue

2 0 qx _iq
H:h“FZ¢$o<qz+iqy 0 )wqa’ (23)
qo

onde Yq, = ( Zq" ) é um pseudo-spinor de Nambu,
qo

onde a componente aqq(bgs) corresponde a amplitude
de probabilidade de um elétron ocupar um &tomo na
sub-rede A (B) com spin verdadeiro o e momento q em
relagao ao vetor K, ou seja, o vetor de onda total seria
dado por k =K + q.

Para mostrar que o hamiltoniano acima corresponde
a descricao de um férmion de Dirac sem massa, primeiro
vamos considerar as matrizes de Pauli para um pseudo-
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spin (ou espago de isospin), na forma

().
Ty—(?B’), (25)
= (0 %) (26)

que permite escrever a Eq. (23) na forma

Tz

H= hUFZT/J(TlgT “Q¥qo (27)

qo

sendo T = (7,,7y) € T - q = Tpqy + Tyqy. Na sequéncia
vamos apelar a um truque envolvendo a fungao delta
de Kronecker, a saber: veja que > > FqGqdqq =
> q FaGq para quaisquer fungées Fq e Gg e além disso
podemos utilizar a definicao da funcao delta de Kro-
necker na forma (I[A). Fazendo isso, a Eq. (E4) toma a
forma

H = hvp Z PloT - d'Vqrobaq =

qq’c

1 i,
hvpﬁzzij‘r-q’djq/ge (a-a)r; (28)

Jj ad'o

O préximo passo é levar o somatorio sobre j ao limite
do continuum, lembrando que ¥, (r;) = Eq (G
e que o termo T - q' pode ser obtido fazendo a substi-
tuicao @' = —iV, onde V opera sobre as varidveis r no
espaco real. O resultado final é dado por

H = —ihvp ) / eyl (0)T - Viby (r), (29)

onde d’r = dxzdy corresponde a integracio das varidveis
espaciais, depois que o limite para o continuum foi to-
mado. Podemos lembrar que —ihV é o operador mo-
mentum p na mecanica quantica e as matrizes 7,7,
fazem o papel das matrizes o de Dirac, dando origem
a uma teoria de Dirac para particulas sem massa.

Se retrocedermos um pouco em nossos calculos, po-
demos diagonalizar a matriz que aparece na Eq. (E3) e
teremos os seguintes autovalores de energia

Ei(q) = +hvpl|q| = thopy/q2 + ¢2 .

Esse tipo de relagao de dispersao linear entre momento
e energia, que em duas dimensoes resulta em um duplo
cone, corresponde ao caso de particulas relativisticas
sem massa. Portanto, no grafeno os elétrons proximos
dos pontos de Dirac, comportam-se efetivamente como
férmions de Dirac sem massa, mas o papel da veloci-
dade da luz é assumido pela velocidade de Fermi vp.
Para obter as equagoes de movimento da funcao de
onda v, observe que a Eq. (E9) tem a forma de um va-
lor médio, se assumimos que 1 é uma fungdao de ondas
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cléssica, porque a média de um operador @ com relacao
a uma funcio dada é definida como (1hy|O)thy) =
[ &2yl (r)Orhy (r). O operador em questdo na Eq. (29)
é o hamiltoniano de Dirac em duas dimensoes espaci-
ais, para uma particula relativistica sem massa, ou seja,
Hp = —ibwpT -V = vpT - p- A fungdo de onda ¥, (r)
deve satisfazer a equagao de Schrédinger dependente do
tempo com esse hamiltoniano, ou seja,
Mgy
t

zha

= Hptpy = —ihvpT - Viby . (30)

Agora é conveniente adotar a notagao relativistica para
o espaco-tempo, fazendo as seguintes defini¢oes

2 = (vpt,a,y), (31)

G = diag(1,-1,-1) , (32)
0 10

’Yﬂ = Tz(lvTxaTy) = (TzaiTya _iTz) = (’Yoa’Y) 634)

onde o indice p vai de 0 até 2, sendo a componente 0
sempre associada ao tempo e 1, 2 as coordenadas espa-
ciais, " é a p-ésima componente do o vetor de coorde-
nadas no espaco-tempo em 1 + 2 dimensdes, g,, = g"”
é o tensor métrico no espago de Minkowski, diag de-
nota uma matriz diagonal com elementos da diagonal
dados entre parénteses, d, é o operador diferencial e
v = (7°,91,4?) sdo as matrizes de Dirac, que devem
satisfazer a dlgebra

{7y =AY At =291 (35)

sendo 1 a matriz identidade com a dimensionalidade
das matrizes de Dirac. No caso de considerarmos ape-
nas os férmions de Dirac em 1+ 2 dimensoes sem spin e
sem levar em conta o outro ponto K’, elas sdo matrizes
2 x 2, como ¢ claro pela sua representagao em termos
de matrizes de Pauli. Fica como exercicio para o lei-
tor demonstrar essa algebra de Dirac no espaco-tempo
de (1+42) - dimensdes. E conveniente utilizar a con-
vencao de Einstein, para soma de indices repetidos, ou
seja, Zi:o A,B* = A, B" e para subir ou descer um
indice de um vetor qualquer utiliza-se o tensor métrico,
como ¢ usual no calculo tensorial tao comumente utili-
zado na teoria da relatividade, na forma A, = g,, A"
e A# = g" A,. Pode-se facilmente demonstrar, por
exemplo, que z, = g, 2" = (vpt,—z,—y) e portanto
zhr, = v%tg — 22 — y?, enquanto kx = kyat =
wt — kyr — kyy =wt —k-r.

Utilizando a convencao de Einstein, pode-se mos-
trar sem muito esfor¢o, que a equagdo de Dirac (B0),
ap6s multiplicd-la por 7, = 40 e dividi-la por 1/(hvr),
pode ser reescrita na forma compacta

i Oby =0 . (36)

Definindo ainda um spinor adjunto na forma ¢, =
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¥I~°, podemos escrever uma fungio densidade de la-
grangiana

L= ithZEUVlLau?ﬁm (37)

de onde podemos derivar a Eq. (BO) a partir das
equagoes de Euler-Lagrange, que sao mostradas abaixo
para um campo ¢ qualquer

oL oL

— -0yl =—=0. 38

g (3%(25) 38)
Fazendo ¢ = 1, na equagdo acima leva-nos direta-

mente a equacao de Dirac. Da formulagao lagrangiana,
podemos definir uma densidade de momento canonica-
mente conjugado ao campo ¢, denotado por w, através
da equagado m = 6£/6q'5 , onde ¢ = O¢/0t. Dessa forma
obtemos para o campo 1 a densidade de momento

oL —
T=— =i°, (39)
o
enquanto que a densidade de momento canonico T, as-
sociada & 1 é exatamente zero. Uma transformacao
de Legendre permite encontrar a densidade hamilto-

niana H(¢,m,V¢) a partir da densidade lagrangiana
L(¢,0,9), na forma

H=7p—L, (40)

0 que nesse caso, lembrando que 7%y = T resulta em

H=—itvp Y 0,7 Vg = —ihvp »_iT Vi, |

(41)
cuja integracao no espaco real nos da novamente a
Eq. (E9), e assim percorremos todo o caminho até vol-
tarmos ao ponto original.

Convém discutir um ponto muito importante, as-
sociado a quiralidade no grafeno, antes que possamos
passar para a quantizacao do campo de Dirac. Na lite-
ratura corrente é comum mencionar que ha um termo
de quiralidade no grafeno. Rigorosamente falando néao
hé operador de quiralidade em dimensoes impares, por-
que ndo existe nesses casos uma matriz ¥° andloga
& matriz que aparece no espago-tempo de (1+3) di-
mensoes. A quiralidade é definida como a proprie-
dade de dois objetos que podem ser convertidos entre
si por combinagoes de translacoes, rotagoes e reflexdes
em planos especiais combinadas, mas nao por rotagoes
combinadas a translagoes somente. Matematicamente,
busca-se uma matriz 4> que é solucdo para o problema
{72, 9"} = ¥5y# + yH45 = 0, ou seja, dado um espago
com n dimensoes ha n matrizes v* distintas e busca-
se uma matriz adicional v° que anti-comuta com todas
as outras. Em (143) dimensoes essa matriz é dada
pelo produto das outras quatro matrizes de Dirac na
forma 75 = i7%v142~3 [ED]. Todavia, através da teo-
ria de grupos e do lema de Schur pode-se mostrar que

Dartora et al.

tal solugdo em dimensdes impares nao existe [B2]. Isso
significa que dois objetos inicialmente distintos podem
ser colocados em uma forma equivalente utilizando ape-
nas rotagoes e translagoes em dimensoes impares. Veja-
mos que no espago-tempo de (1+2) dimensdes terfamos
4% = iy%y142 = 1, ou seja, ndo h4a nenhuma matriz
adicional que possa ser associada a quiralidade. Na te-
oria relativistica no espago-tempo de (143) dimensdes,
o operador denominado quiralidade é exatamente a ma-
triz 7%, e existe um operador de helicidade represen-
tada por o - p, sendo o as matrizes de Pauli associadas
ao spin verdadeiro das particulas. Para particulas sem
massa, os operadores de quiralidade e helicidade tem
0s mesmos autovalores e podem ser simultaneamente
diagonalizados, no caso em que exista operador de qui-
ralidade. Costuma-se de forma equivoca chamar o ope-
rador helicidade de quiralidade, em alguns casos, sobre-
tudo em altas energias, quando a massa torna-se irrele-
vante e esses dois operadores se confundem. No grafeno,
costuma-se denominar o operador 7 - p de operador de
quiralidade, sendo as solugoes de energia autoestados
desse operador. Essa nomenclatura, rigorosamente fa-
lando, nao é a mais correta e deveria ser substituida
por operador de pseudo-helicidade, uma vez que T nao
estd associado ao spin verdadeiro, e sim ao pseudo-
spin. Assim terfamos no grafeno um operador de he-
licidade verdadeira e um de pseudo-helicidade, mas ne-
nhum operador verdadeiramente de quiralidade. Note
ainda que para férmions de Dirac em (1+1) dimensdes,
ou seja, dimensionalidade total par, novamente recupe-
rarfamos o operador de quiralidade verdadeiro, porque
poderfamos fazer vY = 7, e y! = ir, permitindo defi-
nir uma matriz de quiralidade diferente da identidade,

~v% = —4%! = 7, possuindo autovalores +1.

4. A quantizagao canonica do campo de
Dirac

Antes de apresentar a quantizacao canodnica convém
lembrar que os elétrons no grafeno possuem, além do
pseudo-spin, spin-verdadeiro o =7, , e além disso, fica
como exercicio ao leitor demonstrar que a expansao
da funcao f(k) dada na Eq. (20) em torno do ponto
K’ = —K leva a uma outra cdpia idéntica da teoria de
Dirac para férmions sem massa, com uma tinica modi-
ficacdo de sinal na matriz 7, e ', consequentemente,
porque é como se produzissemos uma inversao de coor-
denada x — —x, o que faz inverter o sinal de k, para
manter a teoria invariante. Nesse caso, é possivel es-
crever matrizes y* estendidas, bem como spinores de
Dirac ¥ contendo as 4 cépias idénticas de férmions de
Dirac, proveniente de 2 spins verdadeiros X 2 pontos de
Dirac distintos. Uma representagao explicita das ma-
trizes de Dirac levando em conta o spin verdadeiro e os
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dois pontos de Dirac sao dadas por o pseudo-spin de vale. Finalmente, quanto ao pseudo-
0 0 0 spin de sub-rede, associado as matrizes T = (7, 7y, T2),
OZ 0 0 para um elétron no ponto K com spin ¢ os autovalores
P = 0 OZ 0 , (42) de 7, correspondem a elétrons na sub-rede A ou B.
0 5 Tz Utilizando as matrizes v* dadas nas Eqs. (£2)-(E2)
. e a fungdo 1 na forma (E3) podemos escrever a lagran-
Ty ‘O 0 0 giana de Dirac numa forma compacta
1 0 4y, O 0 43
T 0 0 —ir, O @) , . R
0 0 0 i L=ivph Y > CyathaOutlea = iwphthy" 0,1 .
. 0 0 0 o=1,l a=+1,—-1
—iTy (46)
¥ o= 0 T O 0 . (44) Para utilizar a quantizagao canonica, precisamos de-
0 0 ek 0 terminar a densidade de momento canénico ao campo,
0 0 0 —ir bem como as solucdes de ondas planas uniformes para
sendo o spinor de Dirac 1) expresso na forma de um o campo livre de Dirac. Vamos obter essas solucoes
vetor coluna com 8 nimeros complexos considerando a equagao de Dirac [61,53,64]
& iV O =
¢ vy 8;/¢ =0, (47)
b=l | (45)
G que pode ainda ser escrita de forma mais explicita

1 = T4° o spinor adjunto, os spinores &, ((,) tem duas
componentes complexas, descrevendo um elétron no
ponto de Dirac K(K’) com spin verdadeiro o = (1,).

190
.077 . . :0
iy UFater Vi

Usualmente define-se um ntmero quantico conhecido Sabendo que as matrizes de Dirac sao matrizes 8 x 8
como pseudo-spin de vale a,, mencionado previamente, existem 8 solucoes distintas para a equagao acimada
correspondendo aos pontos de Dirac K(a = +1) e equagao, porém podemos utilizar o fato de haver 4
K’' = —K(a = —1), isto é, os spinores £ e ¢ correspon- copias idénticas de férmions de Dirac, para escrever as
dem aos autovalores +1 and —1, respectivamente, para solugoes de ondas planas na forma ]
P, + 0
0 » »
e I ¢18+ ek (48)
0 0
0 0
0 —ikx 0 —ikx
_= _= 4
wkT, d)k,f € ) wkl,, 0 € ; ( 9)
0 DK, —

onde ¢k o = ( gk’a ) é um pseudo-spinor de sub-rede no ponto de Dirac correspondendo a o« = +1,—1,0 = ( 8 )
(0%

e kx = wt —k -r. Nesse caso, conforme o leitor podera demonstrar, a equacao de Dirac para ¢k , toma a forma

s

. . . ko —ak, + Z]{iy Ak,a _
(koT. — tatyky + iThky) pxa = 0= ( ok + ik, ko Biw ) = 0, (50)
|
onde kg = w/vp estd associado um nimero associ- solucdo de energia positiva (kg > 0) e uma solugao de
ado a energia na forma F = hvpky. O trabalho res- energia negativa (kg < 0). Os autovetores correspon-
tante é meramente encontrar os autovalores kg e au- dentes, ja normalizados, sao
tovetores da equacao acima, que sé possui solucao se 1 )
det(koT, —iaTyks + ka‘y) =0, o que nos fornece u}ta - ﬁ ( el ) , (52)
ki — k2 — ki =0= ko= t[k|, (51) ) )
havendo, como em todo sistema relativistico, uma Uk, ﬁ( — etk ) ) (53)
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onde ulta e uy , sao0 os pseudo-spinores corresponden-
tes as solugoes de energia positivas e negativas, respec-
tivamente e o angulo ¢y é definido através da relagao
tan i = ky/ky.

Agora, o campo de Dirac ¢)(z) pode ser expandido
em componentes de Fourier, utilizando os spinores de-
terminados acima, e por uma questdao de completeza
matematica, temos que levar em conta tanto as solugoes
de energia positiva e quanto negativa, na forma

W(x) = Z [C«k7a7a7+ui—,aei(k~r7kot)_|_

k,o,«

Ckoa—U']: eilkr+lkolt) , (54)

onde kg = £|k|, Cx ¢,a,+ ¢ o coeficiente de Fourier da
onda plana de energia positiva (hvpko > 0) e momento
k no ponto de Dirac a com spin verdadeiro ¢ =1, |,
enquanto Ck g,o,— ¢ 0 coeficiente de Fourier da onda
plana de energia negativa (—hvg|ko| < 0) e momento
k.

Para proceder com a quantizagao canénica primeiro
determinamos o momento canoénico 7 (x), a partir da
lagrangiana (EO), que nos da

oL =0y
ﬂfmfzhdry =it (55)

e entao, para quantizar um campo fermionico, conver-
temos ¥ e m em operadores 1&, 7 de forma que sa-
tisfacam as relacoes de anti-comutagao a tempos iguais,
na forma [BO]

>

{(xr,1), %' 1)} = 0, (56)
} = 0’ (57)

{(r,t),7(r', 1)} = ihd*(r—1'), (58)

>
—~
=
o~
~
>
—~
-
~
~
~—

™

onde {A, B} = AB + BA, para quaisquer operadores
Ae Bed(r—1') éa funcio delta de Dirac nas duas
dimensoes espaciais. Para que 1& T sejam transforma-
dos em operadores é necessario que os coeficientes de
Fourier Cx g,0,+ € Ck,o,a,— S€jam convertidos em ope-
radores de aniquilacdo fermionicos €k a4+ € Ck,o.a,+
satisfazendo relagoes fermionicas na forma

{éi7éj} = {17 J}_O (59)
{ézﬁé}} = dij, (60)

onde ¢; aniquila um elétron com nimeros quanticos
1 = (kyo,a, %) e éj cria um elétron com numeros
quanticos dados pelo indice 4, d;; ¢ a funcao delta de
Kronecker. Fica como exercicio ao leitor demonstrar
que as relagoes (B9) e (BD) sdo consistentes com as
Egs. (B0)-(B3).

Como 1ltimo passo na quantizacao cabe reinterpre-
tar as solucoes de elétrons com carga negativa e energia
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negativa como buracos de carga positiva e energia posi-
tiva. Para tanto fazemos a troca dos operadores de ani-
quilagao Ck 4 o,— de elétrons com energia negativa por
um operador de criacao de buraco di

com energia
k,o,a,+
positiva e vetor de onda k’ =

—k, ou seja, movendo-se

no sentido contrario ao do elétron [B1,B63,6d]. Desse
modo os operadores 1/} e 1 tomam a forma
B(z) = Z [ékﬁjau]—:aei(k.r—v}rkot)_|_
k,o,«
dNLk a,ozul:,aei(k.r—i_vFlkOlt):I ) (61)
)= 3 [T e Oenerson
k,o,«
J—k,a,aﬂiaeﬁ(kﬁwlkolt)} : (62)

onde @ = ufy?. Observe que no termo de energia po-
sitiva ehmlnamos o sinal 4+ que indicava energia posi-
tiva no operador de aniquilagao de elétrons, ou seja,
Ck,0,0,+ = Ck,o,0, POrque nao ha nenhum risco de con-
fusdo com os operadores de energia negativa, que sao
reinterpretados como buracos, Ck g a,— = 1 o Uma
vez que o somatdério sobre o vetor de onda k péfcorre to-
dos os valores, no sentido positivo e negativo em relacao
a um dado eixo orientado qualquer, podemos trocar k
por —k no segundo termo, e utilizar a notagao rela-
tivistica kx = vpkot — k - r para escrever

7,ZAJ(m) S Z {ck o.allk,a€ —tkr dk - avk,aei’”} , (63)

k,o,«x

a(ﬂf) = Z [él,g’aﬂk,aeikm+dk,a,a6k,aeiikm:| ) (64)

k,o,«

onde simplificamos a notagao para uy o = ulfa € Vk,q =
Uy, = ulta. Esses tltimos passos devem ser demons-
trados pelo leitor interessado, mas a dica é notar que a
inversao do momento de k para —k corresponde a uma
rotagao de 180° dos vetores em relagao ao eixo z perpen-
dicular ao plano. Nesse caso o angulo ¢y definido por
tan(k,/k,) tranforma-se na forma ¢_x — ¢k + 180°,
levando diretamente a relacao vk, = u:k7 o= ui(" o

Ao leitor sugere-se ainda demonstrar os seguintes
resultados de traco das matrizes de Dirac na repre-
sentacao 8 x 8 aqui mostradas, no caso de 4 réplicas
idénticas dos férmions de Dirac sem massa em (1+2)
dimensoes espago-temporais, bem como dos produtos
de pseudo-spinores

, 1
;uakuak = %:U(xkvak = k 5. ) ku ) (65)
tr(y*) = 0, (66)
tr(y*9") = 8¢", (67)
tr(yy" ") = 8(g" g™ — "¢ + "7 ")

; (68)
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e além disso tr(y#+¥...y%) = 0 para um produto de n
matrizes sendo n um nimero impar, tr(...) denota o
traco.

Para introduzir o acoplamento ao campo eletro-
magnético, podemos adotar o principio de gauge [B1,63,
B4, que requer a invaridncia da lagrangiana da teoria,
a menos de uma divergéncia total, por transformacoes
de fase do grupo U(1) aplicada & funcéo 1 (x) na forma

!

(@) = eNO(a) | P (a) = Pla)e N, (69)

onde A(x) é uma funcao escalar dependente do espago-
tempo. Aqui seguimos mais de perto a notacdo e os
métodos apresentados na Ref. [B3)]. E facil perceber que
a lagrangiana de Dirac do campo livre dada na Eq. (£3)
ndo é invariante porque 9,1 = 29,1 + i(9,A)1,
fazendo com que L' # L. Isso deve-se ao fato de que as
derivadas ordindrias 0,1 nao tem a mesma lei de trans-
formacao da propria funcao . Para remediar o pro-
blema, introduzimos um potencial A, e substituimos a
derivada ordinaria d, na lagrangiana do campo livre,
por uma versao denominada derivada covariante

D, =0,—194, , (70)
onde g = e/(hvp) a carga elétrica e = 1.6 x 10712 C
¢é a constante de acoplamento no caso eletromagnético.
Observe que redefinindo o operador de derivada obte-
mos, para a aplicagio D)9 o resultado

D\ = (0, —igAl)(e™ ) = (8, —igAl, +i0,\)

permitindo definir a transformacado de gauge sobre o
campo

1
AL =A,+ EaMA , (71)
e entao

Dl =D,y (72)

seguindo a mesma regra de transformagao que a proépria
fungéo ¢, dada na Eq. (E9) e tornando a lagrangiana
invariante, conforme requer o principio de gauge. Um
termo invariante de gauge para os potenciais leva a de-
finicao do campo F),, = 9,4, — 0, A, e a introdugao de
uma lagrangiana do campo F),, livre [E]]. O resultado
final da teoria é

L= — 1 y
L =ivphpy" 0,19 — %WY”A;L?# - ZFWF“ . (73)

Podemos ainda aplicar o teorema de Noether [BH] para
encontrar a densidade de corrente elétrica no grafeno.
Tal teorema diz que para uma transformagao infinitesi-
mal de gauge, ou seja, fazendo A — 0 na Eq. (B3), te-
mos uma densidade de corrente conservada d,J*, onde
a densidade de corrente J* tem a forma [B3,BH]

oL — oL
Jh= 9 s s 74
50,0 Y 50,) (4
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onde 6 = o — o = i\, 69 = — b = —iAY e além

: oL _ ; 7, oL  _ 4
disso N0, 0) = wphypy* e 50.7) — 0. Uma vez que A é
arbitrario, devemos dividir J* por A e multiplicar pela
carga do elétron para obtemos a densidade de corrente

elétrica nas unidades apropriadas
JH = —epyty .

E importante ressaltar que no grafeno o acopla-
mento dos elétrons com o potencial eletromagnético A,
deve possuir alguns termos adicionais, do tipo Chern-
Simmons, porque de fato o grafeno é um material de
duas dimensoes espaciais embutido em um espago de
trés dimensoes, diferentemente de um problema onde o
espaco é puramente bidimensional [B].

Para finalizar deixamos alguns exercicios ao leitor
interessado, a saber: i) a obtencdo da densidade de
hamiltoniana da teoria dos férmions de Dirac livres,
bem como a hamiltoniana de segunda quantizagao, in-
tegrando a densidade sobre as variaveis z, y, tendo como
resultado

H= Z[Eké;r(’o-,aék,a,a + Eydy , odi.o.0] -

koo

(75)

(76)

onde Fy = hvpk é a energia de um elétron ou um bu-
raco. Pede-se também que o leitor demonstre que o
operador de carga elétrica Q = [ d*r.J%(r,t) resulta em

Q =—¢ Z[é;a,aékﬁo’a - dI{,O’,OLdk7Uaa] ’

koo

(77)

apds ja haver eliminado o termo de véacuo quantico
Qo = D koo I = 00. ii) Obter o propagador de Feyn-
man Sg(z — '), que corresponde a

Sp(x —a') = (O[T () d(’)]|0) ,

onde T é o operador de ordenamento temporal, e |0) é
o vacuo quantico. O resultado devera ser da forma

1 - 2 Tk ik(z—z'
k 2 ik(z—a')

(27)3 /_Oodko/d ke — K2 +ic.
(79)

onde ¢ — 0 é um numero infinitesimal positivo para
garantir a convergencia.

(78)

Sp(x—2') =

5. Conclusoes

Sumarizando, neste trabalho apresentamos um pano-
rama geral da teoria de férmions de Dirac sem massa e
suas conexoes com o material bidimensional conhecido
como grafeno. A emergéncia da teoria de férmions de
Dirac no grafeno foi detalhadamente discutida através
do modelo de tight-binding, cuja solucao préximo aos
pontos de Dirac em uma rede do tipo favo de mel leva
a descricao de férmions de Dirac sem massa em (1+2)
dimensoes. Na sequéncia apresentamos o roteiro tradi-
cional de quantizacao canonica da teoria de Dirac em
(142) dimensoes, ji tendo em conta o fato de que no
grafeno ha 4 cépias dos férmions de Dirac sem massa,
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devido a existéncia do spin verdadeiro, que é dupla-
mente degenerado em termos de energia na auséncia
de campos magnéticos, vezes dois pontos de Dirac ine-
quivalentes na primeira zona de Brillouin. As matrizes
de Dirac, que para um tnico tipo de férmion de Di-
rac sem massa, tem dimensao minima 2 x 2, tomam a
forma de matrizes 8 x 8. Apds a introdugao do poten-
cial eletromagnético e seu acoplamento ao campo de Di-
rac, alguns exercicios sdo propostos. Consideramos que
a presente contribuicao pode ser ttil no ensino tanto
da teoria bésica do grafeno, quanto da teoria quantica
de campos. Restringindo a um tnico férmion de Di-
rac sem massa, ou seja, No caso em que as matrizes
de Dirac sao obtidas a partir de matrizes de Pauli em
(142) dimensdes, o trabalho de dlgebra essencialmente
é a multiplicacao de matrizes de Pauli, o qual estu-
dantes de fisica em nivel de pds-graduagao ja devem
estar habituados, sendo muito mais simples do que o
caso de (143) dimensoées do espago-tempo nas teorias
do modelo padrao. Além disso, a analise de teorias de
férmions relativisticos em dimensoes distintas daquela
usualmente considerada em livros introdutorios da te-
oria quantica de campos e fisica das particulas elemen-
tares permite compreender alguns aspectos essenciais
dessas teorias, como quiralidade e helicidade, que sao
de fato distintas, mas muitas vezes tratadas como sendo
a mesma propriedade fisica. Alguns outros topicos re-
levantes, como a solu¢ao do problema dos férmions de
Dirac na presenca de um campo magnético perpendi-
cular ao plano, foram deixados de lado para nao tornar
a leitura muito extensa e cansativa.
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