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Em geral, os artigos na area de ensino sobre propagacao de pulsos ou de ondas estacionarias utilizam
fios ou arames muito leves, cujos pesos sao despreziveis diante das tensoes aplicadas. Essa aproximagao
simplifica tanto a equagao de onda, tornando-a linear, como a relagao entre a tensao e a velocidade da onda.
Entretanto, esse procedimento restringe os experimentos e exige o uso de sensores e/ou equipamentos
mais caros para extrair dados confidveis. Diferentemente, o objetivo deste trabalho foi criar e analisar
um experimento diddtico barato e eficiente para a obtengdo da relagdo entre a velocidade e a tensao de
um pulso e da densidade linear de uma corda, cuja massa nao fosse desprezivel. Nessa situacédo, a corda
nao fica em linha reta, mas pende devido ao seu proprio peso formando uma curva chamada catenaria.
Para a coleta de dados, foram empregados somente uma cadmera de filmagem de um smartphone e um
software gratuito de videoanalise. Os diferentes modelos tedricos aplicados na interpretagao dos resultados
permitiram uma compreensao mais ampla e profunda do experimento. A andlise dos resultados revelou
uma variagado da acuracia e precisao de acordo com os modelos matematicos adotados. Isso possibilitou
uma interessante visualizagdo de que o trabalho experimental ndo depende somente dos equipamentos
empregados, mas € indissociavelmente entrelacado com as respectivas teorias. Além disso, as diferentes
formas de modelar um mesmo fenémeno, com uma gradacao de complexidade, proporcionam abordagens
ajustadas para os niveis médio e superior, bem como para os diversos cursos de graduacao.
Palavras-chave: ensino de fisica, videoandlise, velocidade da onda, catenéria.

In general, the articles in the teaching area on pulses propagation or standing waves use very light
wires or whose weights are negligible compared to the applied tensions. This approach both simplifies
the wave equation making it linear as the relationship between the tension and the speed of the wave.
However, this procedure restricts the experiments and requires the use of sensors and/or more expensive
equipments to extract reliable data. In contrast, the aim of this work was to create and analyze a cheap
and efficient educational experiment to obtain the relationship between the speed and the tension of
a pulse and the linear density of a rope, whose mass was not negligible. In this situation, the rope
is not straight, but hangs due to its own weight forming a curve called catenary. For data collection
were employed only a camera of a smartphone and a free video analysis software. Different theoretical
models applied in interpreting the results enabled a wide and deeper understanding of the experiment.
The results showed a variation in the accuracy and precision according to the mathematical models
adopted. This provided an interesting view, that is, the experimental work depends not only on the
equipment used, but is entangled with the respective theories. Also, the different ways of modeling the
same phenomenon, with a gradation of complexity, provide approaches adjusted to the high school and
superior levels as well as for the various undergraduate courses.
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1. Introducao

Recentemente foram publicados alguns artigos na
area de ensino sobre ondas em uma corda. O mais an-
tigo usa sensores magnéticos acoplados a um compu-
tador com um programa simulando um osciloscopio.
Seus objetivos sao mostrar a relagdo entre tensao
e velocidade de propagacdo de um pulso em um
arame metalico tensionado por massas calibradas,
bem como obter a sua densidade linear [1]. O se-
gundo artigo utiliza a técnica de videoandlise no
contexto de ondas estacionérias. Porém, essas cir-
cunstancias exigem cameras mais sofisticadas que
filmem com 300 fps (frames per second), para forne-
cer resultados acurados da frequéncia e como con-
sequéncia da velocidade de onda e da densidade
linear do fio [2]. Os dois artigos seguintes abordam
especificamente cordas de violdo ou guitarra e estu-
dam alguns parametros fisicos e geométricos, usando
também ondas estaciondrias [3,4].

Todos esses trabalhos tém em comum o uso de
fios muito leves, cujos pesos sdo despreziveis diante
das tensoes aplicadas. Diferentemente, o objetivo
deste trabalho foi criar e analisar um experimento
didatico barato e eficiente para a obtenc¢ao da relagao
entre a velocidade e a tensdao de um pulso e da
densidade linear de uma corda, cuja massa nao fosse
desprezivel. Nessa situacdo, a corda nao fica em
linha reta, mas pende devido ao seu préprio peso
formando uma curva bem conhecida, dentro e fora
da matematica, chamada catenéria.

A catendria (do latim, catena significa corrente)
tem uma histoéria instigante. Em 1638, Galileu propos
que uma corrente suspensa pelas extremidades, sob
a acdo da forca da gravidade, teria a forma de
uma parabola. Contudo, Christiaan Huygens mos-
trou, sem provar, que essa curva nao poderia ser a
parabola. Em 1669, Joachim Jungius demonstrou
que a catendria nao era a parabola. Em 1690, Jakob
Bernoulli langou como desafio aos matemaéticos de-
terminar a equacgao da catenaria. No ano seguinte,
Christiaan Huygens, Gottfried Leibniz e Johann
Bernoulli, usando técnicas distintas resolveram defi-
nitivamente o problema da catendria [5]. Um exem-
plo da curva catendaria na engenharia é o de pontes
suspensas simples, feitas de cordas e tabuas. Na ar-
quitetura, ¢ muito empregada a catenaria invertida,
como por exemplo, no arco de sustentacdo da estagdo
de trens Keleti, em Budapeste e nos intimeros arcos
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que apoiam o telhado da casa Mila projetada por
Antoni Gaudi, em Barcelona [6].

Para a realizacdo do experimento, foi escolhida
uma corrente feita com anéis rigidos de material
plastico, por ser de um material menos denso que
o metal, de facil transporte e acesso. A corrente
foi pendurada, em cada extremidade, em dois di-
namoémetros comuns usados em laboratorios didaticos.
O pulso foi gerado aplicando-se com uma régua de
madeira uma pancada rapida, numa das extremida-
des da corrente. A propagacao do pulso foi filmada
com uma camera simples de smartphone fixa em um
tripé. Os videos foram analisados usando o software
livre Tracker [7-9].

Para analisar os resultados do experimento foram
criados dois modelos tedricos distintos. O primeiro é
0 mais simples e consiste em supor que a curvatura
da corrente de plastico causada pelo seu préprio
peso é desprezivel. Logo, a corrente pode ser tra-
tada como uma corda eldstica horizontal presa nas
extremidades. Pela sua simplicidade, esse modelo
¢ adequado para turmas de ensino médio, visto
que a énfase é estabelecer relactes funcionais entre
grandezas, especificamente a tensao e a velocidade.
O segundo modelo se aproxima mais da realidade,
pois considera a curvatura da corda causada pelo
seu peso, o que modifica as medidas de distancia
e de tensdo. Esse modelo é mais refinado, preciso
e acurado, com enfoque para turmas de nivel su-
perior, tanto pela modelagem tedrica quanto pelo
procedimento experimental, que s&o um pouco mais
complexos.

Uma questao pertinente é se os resultados expe-
rimentais sdo consistentes com a modelagem ma-
temaética da catenaria. A resposta dessa questao
nao é uma mera curiosidade, pois fornece um modo
de executar a experiéncia, que combina a precisao
e acuracia do segundo modelo, dispensando o uso
do dinamémetro. De fato, esse procedimento ma-
temético permite eliminar simultaneamente duas
medidas necessarias nos modelos anteriores e que
sdo as maiores fontes de incertezas: a tensdo e o
angulo com referéncia ao plano horizontal. Além
disso, se os valores obtidos pela modelagem da ca-
tenaria forem compativeis, dentro da margem de
incerteza, com os valores medidos de tensao pelos di-
namometros, teremos uma verificagdo experimental
de que a curva produzida no experimento é real-
mente uma catenaria.
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2. Modelo tedrico

A Fig. la exibe o diagrama das forcas que atuam
sobre um elemento genérico de massa dm, em uma
corda de massa m e comprimento L, em repouso,
presa em suas extremidades. A corda é parame-
trizada por s, que representa a distancia de um
ponto qualquer da corda até a origem arbitraria. O
angulo 6(s) é formado pelo vetor da forga de tensao
variavel T'(s), suposta sempre tangente a corda em
cada ponto, com o eixo x. Observando o diagrama de
corpo livre (Fig. 1b) constata-se que a componente
horizontal T, é constante. Porém, a componente
vertical T'y(s) varia, aumentando com o angulo, e
o somatério das forcas de tensdo e peso no eixo y
também devem ser nulo.
A equagdo cartesiana geral da catendria é [10]:

_ I Y
y(z) = ugCOSh (Tg::r + Cl) + Cy (1)

sendo,

w=r. (2)

T,=T(s) cos(0(s)), (3)

g ¢é a aceleracao da gravidade e C7 e Cy sdo cons-
tantes que dependem das condigdes de contorno.

A equacéo cartesiana padrao de uma onda unidi-
mensional em um meio ndo dispersivo é:
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v = — (5)

A Eq. s0 é valida para pequenas oscilagoes or-
togonais a dire¢ao de propagacdo da onda e supondo
que a forca peso da prépria corda seja desprezivel em
comparac¢ao com a tensao a que ela estd submetida.

Para descrever pequenas oscilagbes em uma ca-
tendria é necessario levar em conta o peso da corda,
gerando um sistema de equacdes nao lineares aco-
pladas, bem mais complicadas do que a equagao de
onda padrao. Para resolver esse sistema, pode-se
considerar que o pulso foi produzido a partir da
catenaria estatica e usar a suposicdo de que pe-
quenas oscilagoes podem ser aproximadas por uma
sucessao de configuracoes estaticas, pois as extre-
midades tém um deslocamento muito pequeno. Sob
essas condicOes, € possivel obter solugdes numéricas,
bem como a seguinte expressao para a velocidade
de propagacdo da onda numa catendria [10]

2
o2(s) = Lz, 1 4 9] (6)
u 7

O parametro s foi assumido como sendo nulo no
meio da corda (chamada de parametriza¢ao afim).
Alguns aspectos interessantes emergem da andlise
dessa equacao. O primeiro é o valor da tensdo, que na
Eq. é a tensao total, mas na Eq. @ é somente a
componente x da tensdo. A razdo dessa discrepancia
é que a Eq. supbe uma modelo unidimensional,
isto é uma aproximacao onde a corda é totalmente
horizontal. Nesse caso, a componente = da tensdo é

Py 1% ivalente & propria tensdo, sendo substituida pel
5% = 2 oa (4)  equivalente & propria tensdo, sendo substituida pela
Oz v ot ultima. Contudo, esse procedimento gera uma con-
sendo, fusdo, ao ndo deixar claro que a grandeza relevante
So
ﬁs) T ()
{é"@
ﬁ/ <« H—>=
T (s-ds) T, (s-ds) T (s)
?v(s-ds)
7
(1b)

(1a)

Figura 1: A figura 1a mostra o diagrama das trés forcas que atuam em um elemento genérico de massa dm, em uma
corrente de massa m e comprimento L, em repouso, presa em suas extremidades. A figura 1b mostra a forca peso e as
componentes horizontal e vertical das forcas de tens3o que atuam em um elemento de massa da corrente.
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na velocidade de propagacao de qualquer onda numa
corda é a apenas a componente da tensao paralela
a dire¢ado de propagacao.

O segundo aspecto é que, diferentemente da Eq.
que presume que a tensdo e a velocidade de pro-
pagacao do pulso sao constantes, a Eq. @ revela
que uma pequena perturbac¢io na catendria se pro-
paga com uma velocidade variavel, que é maxima
nas extremidades e minima no centro da corrente.
Por fim, o ultimo aspecto é a parametrizacdao da ca-
tenaria que nédo corresponde ao eixo x. Isso acarreta
que a velocidade de propagacao do pulso deve ser
calculada usando distancias medidas sobre a curva.

No caso de cordas submetidas a tensoes bem su-
periores ao seu préprio peso, o termo ugs/T, =
(P/Ty) (s/L) << 1 ja que sempre s/L < 0,5. Logo,
a Eq. (@ pode ser expandida em série de Taylor e o
valor da velocidade de uma onda na catendria até
segunda ordem, torna-se:

I I [T - A U S
u P T A

T

2= Lo |y 4 1o (pgs)* @)

Para estimar o efeito que os termos de primeira e
segunda ordens provocam na medida de velocidade
considere o seguinte exemplo com valores tipicos dos
parametros e grandezas envolvidos no experimento:
o valor minimo de tenséo foi T, = 8,2 N. O valor
experimental da densidade linear, obtido dividindo-
se a massa da corda pelo seu comprimento é m =
0,1462 kg/m. A aceleragao da gravidade local é
g = 9,78777 m/s? e o valor mdximo do pardmetro é
Smaz = 2,30@) m. Usando esses valores na Eq. @ 0s
termos de primeira e segunda ordem podem ser des-
prezados. Nessa situagdo, a curvatura da catenaria é
desprezivel, logo pode-se considerar T, =T e a Eq.
se reduz a Eq. . Essa aproximacao acarreta
um erro tedrico percentual na velocidade que varia
de 0%, no meio da corda para aproximadamente
7,7%, apenas nos pontos mais extremos. A medida
que a tensdao aumenta, a catendria se aproxima de
uma linha horizontal, acarretando na diminuicdo do
erro tedrico.

3. Procedimento experimental

Uma corrente com anéis de material plastico de
massa m = 0,77267 kg e comprimento L = 5,285
m foi escolhida por ser menos densa do que uma
corda, mais simples de conectar aos dinamometros
e, principalmente, mais ficil de visualizar a frente
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de onda na analise quadro a quadro do video. Cada
extremidade da corrente foi conectada em dois di-
namometros metalicos em paralelo, previamente
calibrados com massas de prova. A escala do di-
namometro estava em unidade de massa e o fundo
de escala era 1,00 kg (equivalente a 9,7877 N, na gra-
vidade local). Os dinamo6metros foram presos a duas
hastes metalicas verticais rigidas, encaixadas em
pesadas bases de ferro e dispostos sobre superficies
horizontais (Figura 2).

Abaixo da corrente foi colocada uma régua padrao
de 1,00 m com a finalidade de servir de escala para
a realizacdo da videoandlise. A régua foi colocada
no mesmo plano da corrente para evitar o efeito
de paralaxe que provoca um erro sistematico na
construcao da escala através do video. Depois a

mTmeE D s 66

Figura 2: Captura de tela do Tracker, mostrando o aparato
experimental, a corrente estatica e a marcagdo dos pontos
usados para fazer o ajuste teérico da catenaria. Abaixo
da corrente, no mesmo plano, estad uma régua de compri-
mento 100 cm apoiada em dois suportes (foto superior).
A corrente de plastico estd presa nas suas extremidades
por dois dinamd&metros conectados em paralelo em hastes
metélicas verticais formando um angulo 6 com a horizontal
(foto central). Detalhe do movimento do pulso transversal
mostrando a frente de onda representada pelo anel nitido a
frente dos aneis borrados (foto inferior).
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corrente foi presa aos dinamdmetros e ficou pendente
no ar, submetida uma tensao baixa. Foram extraidos
alguns anéis em ambas as extremidades até atingir
a tensao minima desejada, tomando o cuidado para
que os valores marcados nos quatro dinamometros
fossem coincidentes entre si.

Uma questao técnica importante é sobre a uti-
lizagdo dos dinamoémetros. Esses instrumentos foram
projetados para funcionar em posicao vertical. Con-
sequentemente as suas escalas ndo sao apropriadas
para medidas com angulos de inclinacdo préximos a
direcao horizontal. Essas medidas apresentam um
erro sistematico causado por uma elongacao defici-
ente da mola e fornecem resultados sempre abaixo
dos valores reais. Para corrigir esse problema foi ne-
cessario fazer uma nova calibracdo do dinamémetro.

No nosso experimento, os dinamoémetros variam
de um angulo de 25 graus para a menor tensao até
12 graus para a maior tensao, em relacdo a diregao
horizontal. Utilizando um conjunto de massas de
prova, os dinamémetros foram submetidos as mes-
mas condi¢oes do experimento, de tensao e angulo.
Todos os resultados revelaram um erro sistematico
negativo de, aproximadamente, 0,4 N, que foi incor-
porado as medidas.

Além disso, quando os dinamémetros sdo usados
fora das suas especificagoes, a mola interna arrasta
no interior do tubo produzindo uma forca de atrito
estatico que interfere na medida. Por exemplo, com
os dinamoémetros inclinados em relagdo ao eixo hori-
zontal, a mesma massa de prova, nao corresponde
a um valor inico na escala do dinamoémetro, mas
pode ser equilibrada dentro de uma faixa de valo-
res, que varia com o angulo. Esse intervalo deve
ser considerado como a incerteza efetiva do instru-
mento, ao invés da incerteza da escala do apare-
lho. Convertendo-se as incertezas para unidade de
forca, essa faixa de imprecisao varia de acordo com a
tensao e o dngulo, entre 0,3 N (menor tensao e maior
angulo) e 0,8 N (maior tensao e menor angulo).

Foram escolhidos seis valores diferentes de tenséo,
marcados em todos os dinamoémetros em unidades
de massa, entre 920 gramas e 1.880 gramas (equi-
valente ao intervalo de 9,0 N e 18,4 N). O critério
de escolha da faixa de valores da tensao foi a pra-
ticidade. Para valores inferiores, a corrente ficava
muito frouxa e o valor méaximo de fundo de escala do
conjunto (2.000 gramas) foi evitado, por precaucio.
As diferentes tensoes foram ajustadas afastando-se
uma base de ferro da outra, o que acarreta na dimi-
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nuicao do dngulo do dinamémetro com a horizontal
e o aumento da tensao.

Uma medida bastante sensivel é o angulo inicial
que a corrente faz com a direcdo horizontal nas
suas extremidades. Através desse angulo, sdo obti-
dos os valores das projecoes ortogonais da tensao.
A componente x da tensdo estd relacionada com a
velocidade de propagacdo da onda e a componente
y deve equilibrar a metade do peso. O melhor pro-
cedimento para a medida desses angulos é utilizar
o sistema de coordenadas disponivel no programa
Tracker e gird-lo até que um de seus eixos esteja
paralelo ao dinamometro. A incerteza dessa medida
foi estimada em apenas 1 grau. Dificilmente essa
incerteza seria tdo pequena caso se optasse pelo uso
de um transferidor.

A filmagem foi realizada com um smartphone
Samsung Galazy S4 modelo GT-19515 configurado
com uma taxa de aquisi¢do 30 quadros por segundo,
full HD e resolucao de 1920x1080 pixels. O aparelho
foi fixado em um tripé e posicionado com vista fron-
tal ao plano da catendria, a uma distancia de apro-
ximadamente 5 metros. Os videos da propagacao
dos pulsos foram transferidos para o computador e
analisados utilizando o software livre Tracker.

Para cada valor de tensdo, foi aplicada na parte
inferior da extremidade esquerda da corda, uma pan-
cada seca e rapida, com a face mais estreita de uma
régua de madeira, transversal a corrente. Os pulsos
gerados tinham baixa amplitude quando compara-
dos ao comprimento da corrente, mas podiam ser
facilmente identificados. Apenas o trecho do movi-
mento antes da reflexdo na outra extremidade foi
utilizado na videoanalise.

Para medir a posi¢ao do pulso se propagando e
minimizar o efeito de perda de nitidez do zoom do
video, foi considerado como frente de onda, o anel da
corrente que estava nitido, imediatamente adiante
do anel que estava borrado devido ao deslocamento
vertical, provocado pela passagem do pulso. A figura
2 ilustra a captura de tela do Tracker, mostrando
os pontos que marcam a posi¢cdo do pulso sobre
a corrente. A incerteza da posicio foi obtida por
estimativa, de forma conservadora, como sendo de
um anel da corrente, o que equivale a + 5 cm.

4. Andlise de resultados

Do ponto de vista didatico, foram elaborados dois
modelos tedricos diferentes para analisar os resul-
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tados do experimento. Em ambos os modelos, as
medidas das posicoes e tempo do movimento do
pulso geradas pelo Tracker foram tabuladas e trata-
das no programa de graficos Origin. Como previsto
teoricamente, a variacdo da velocidade do pulso
ao longo da catenéaria foi muito pequena e os pon-
tos experimentais foram ajustados através de uma
tendéncia linear.

As velocidades de propagacao do pulso para di-
ferentes tensoes foram obtidas extraindo-se o co-
eficiente angular dos ajustes e as suas incertezas
foram obtidas pelo método dos minimos quadrados.
A Tabela 1 resume as medidas de velocidade usando
os pontos experimentais sobre a catenaria (v) e as
medidas de velocidade utilizando as posi¢oes dos
pontos experimentais sobre o eixo x (v,), bem como
as incertezas associadas. Quanto maior a tensao,
mais esticada fica a corrente e, portanto os valores
de v e v, se aproximam até coincidirem, dentro da
margem de incerteza.

A velocidade total v foi calculada considerando os
modulos dos deslocamentos horizontal e vertical da
frente de onda, ao longo da corrente. A velocidade v,
foi obtida apenas considerando a posi¢ao da frente de
onda no eixo x, como se a corrente tivesse totalmente
na horizontal. Essa tltima situagao é a aproximagao
de massa desprezivel, empregada nos livros didaticos
de ensino médio e superior.

4.1. Primeiro modelo

Modelo mais simples que consiste em supor que a
tensdo na corrente serd constante ao longo de todos
os seus anéis e igual a fornecida por um dinamoémetro
preso a uma de suas extremidades. Logo, a cor-
rente pode ser tratada como uma corda horizontal
presa nas extremidades. A velocidade de propagacao
do pulso é considerada constante, por defini¢do. A
tensdo é suposta atuar na direcdo horizontal, em

Tabela 1: Valores das velocidades de propagacdo do pulso
usando os pontos experimentais sobre a catenéaria (v) e
as posicdes dos pontos sobre o eixo x (v, ) e as incertezas
associadas.

TN) o> (m/s)> 6v? (m/s)> o2 (m/s)® vz (m/s)?
9,0 60,3 0,8 58 0,8

11,0 70,9 0,7 69 0,7

12,9 89 1 88 1

14,9 107 2 107 2

16,8 121 2 121 2

18,4 131 2 130 2
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todos os pontos. A parametrizagao das distancias
na corda ¢é simplesmente a projecao horizontal da
sua posi¢ao (o parametro é a prépria coordenada
x). Esse modelo é 1itil como primeira aproximagao
e também satisfatéorio para turmas cuja énfase é
estabelecer correlacoes entre as grandezas, sem a
preocupagio com a acuracia.

A Tabela 2 contém os resultados das medidas de
angulo dos dinamoémetros com a dire¢ao horizon-
tal, tensdo total e suas componentes e respectivas
incertezas.

A descricao das incertezas de dngulo e tensao estd
no procedimento experimental. Por outro lado, as
incertezas das componentes cartesianas da tensao,
foram obtidas por propagacao de incertezas. Percebe-
se que os moédulos de T, se mantém constantes,
dentro da margem de incerteza. Isso ocorre porque
estamos calculando a componente vertical da tensao
nas extremidades, cujo valor deve ser fixo e igual a
metade do peso da corrente.

A figura 3 mostra o grafico da tensao total me-
dida pelos dinamoémetros versus o quadrado da ve-
locidade de propagacdo do pulso, considerando as
posigdes sobre o eixo x. O grafico contém os dados
de tensdo da Tabela 2 e de v, da Tabela 1.

O coeficiente angular do gréafico na figura 3 fornece
a densidade linear da corrente fic.p = 0,124 kg/m.
Consideramos como valor de referéncia aquele calcu-
lado diretamente pela razao entre a massa e o com-
primento da corrente, que vale lgireto = 0,1462
kg/m. A comparagdo entre eles fornece um erro
relativo percentual de -15,2%.

Podemos concluir que o primeiro modelo tem éxito
em mostrar a relacdo linear entre tensdo e quadrado
da velocidade. Contudo, o resultado experimental
da densidade linear da corrente é pouco acurado. O
custo beneficio do modelo é bom, porque as medidas
sdo simples, os resultados qualitativos sdo confidveis
e 0os quantitativos sdo aceitaveis. Esse modelo é ideal
para turmas de ensino médio.

4.2. Segundo modelo

Este modelo é mais realista, pois leva em conta a
curvatura da corda causada pelo seu peso. Essa abor-
dagem incorpora dois aspectos relevantes no modelo
tedrico. O primeiro é que a tensdo é variavel e tan-
gente a corda em cada ponto e a sua componente
vertical deve equilibrar o peso de um elemento de
massa (anel) da corrente. Consequentemente, ape-
nas a componente horizontal constante da tenséo
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Tabela 2: Valores dos angulos dos dinamémetros com a direcdo horizontal, tensdes totais e as suas componentes e as

incertezas associadas.

Angulo (0) 00 Tensao T (N) 0T (N) T, (N) 0T (N) T, (N) 0Ty (N)
257 1° 9,0 0,3 8,2 0,2 3,8 0,1
220 1° 11,0 0,4 10,2 0,4 4,1 0,2
17° 10 12,9 0,5 12,4 0,5 38 0,2
16° 1° 14,9 0,6 14,3 0,5 41 0,2
14° 1° 16,8 0,8 16,3 0,8 4,1 0,3
12° 10 18,4 0,8 18,0 0,8 3,8 0,3
20 -
] Equation y=a+bX
4 Adj. R-Square 0,99049 J
18 b Value | Standard Error —
7] C Intercept 1,9307 0,43419
_ C Slope 0,1237 0,00542
1 —
16 1 l
] 1
14
g ]
- 124 H,,, = 0,124(5) kg/m
0 ] By, = 0,1462(1) kg/m
E = Erro (%) = ( “exp " Miireto )/ Hireto = -15’2%
8
6 T
50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
2 2, 2
V. (m?/s”)

Figura 3: Grafico da tens3o total medida pelos dinamdémetros em fun¢3do do quadrado da velocidade do pulso no eixo x,

isto é, considerando a corrente horizontal.

deve ser considerada no calculo da velocidade de pro-
pagacao do pulso. O segundo é que as distdncias na
corda sao calculadas usando um parametro ao longo
da catendria (pardmetro s), tornando o tratamento
de dados um pouco mais complicado.

Na pratica, as distancias ao longo da catenéaria
sao calculadas pelo teorema de Pitadgoras aplicado
as componentes horizontal e vertical de um deslo-
camento infinitesimal. Depois, cada deslocamento
resultante é adicionado ao valor do deslocamento
anterior. Todo o procedimento é feito automatica-
mente por um programa de planilha eletronica, a
partir dos dados de posicao importados do Tracker.

A figura 4 exibe o grafico da componente hori-
zontal da tensdo total medida pelos dinamo6metros
versus o quadrado da velocidade de propagacgdo do
pulso, considerando apenas as posi¢oes dos pontos
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experimentais sobre a catendaria. O grafico foi gerado
com os dados de T, da Tabela 2 e de v da Tabela 1.

A densidade linear da corrente no segundo mo-
delo é piegp = 0,135@ kg/m e o seu erro relativo
percentual ao valor de referéncia é de -7,7%. Compa-
rando com o primeiro modelo, houve uma redugao
do erro relativo percentual quase pela metade. Isso
demonstra como é relevante o efeito da massa da
corrente nos resultados provenientes da modelagem
tedrica. Esse modelo é mais apropriado para turmas
de ensino superior.

Existe uma alternativa para simplificar o aparato
experimental que dispensa o uso dos dinamoémetros.
Nesse caso, a componente horizontal da tensdo é ob-
tida indiretamente através da componente vertical
na extremidade, que é igual a metade do peso total
da corrente. Na verdade, a componente vertical varia
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Figura 4: Grafico da componente horizontal da tensdo total medida pelos dinamémetros em fung¢do do quadrado da
velocidade total, isto é, considerando que a corrente faz uma catenéria.

em cada ponto da corda, portanto, essa aproximacao
val acarretar numa perda de acuracia semelhante
ao primeiro modelo. Uma desvantagem adicional é
que as componentes da tensdo se relacionam através
da funcéo tangente, cuja derivada é muito acentu-
ada. Entao, mesmo a pequena incerteza de 1 grau
na medida do dngulo vai acarretar numa incerteza
elevada da componente horizontal da tensao. Na
soma dos efeitos, esse é a pior escolha, tanto em
precisao quanto em acuracia. A sua Unica virtude é
simplificar consideravelmente a experiéncia.

O peso total da corrente é P = 7,5627(1) N),
logo a componente vertical da tensdo total nas suas
extremidades é T, = 3,78135(5) N). Considerando
os angulos descritos na Tabela 2, é possivel obter os
valores de T}, a partir da seguinte equacao:

Ty

T, =—.
T tgh

(8)

A figura 5 exibe o gréfico da componente horizon-
tal da tensdo obtida pela Eq. versus o quadrado
da velocidade de propagacao do pulso, considerando
apenas as posi¢oes dos pontos experimentais sobre
a catenaria.

A densidade linear da corrente obtida sem o uso
dos dinamoémetros é fiezp = 0,123(9) kg/m e o seu
erro relativo percentual ao valor de referéncia é de
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-15,9%. Comparado ao primeiro modelo, a acuricia
é equivalente, mas a incerteza é maior. Sem duivida,
ele é indicado apenas quando néao se dispoe de di-
namometros.

5. Relacao entre as medidas experimen-
tais e equacao da catenaria

A forma cartesiana da catendria, Eq. , contém trés
parametros fisicos e duas constantes fixadas pelas
condicées de contorno. Entdo, através de um ajuste
tedrico das medidas de posi¢cdo da corda obtidas pelo
Tracker pode-se extrair matematicamente a compo-
nente horizontal da tracdo, sem a necessidade de
medir a forga diretamente. Esse refinamento tedrico
possibilita a eliminacdo das medidas de tenséo e
angulo, que sdo as causas das maiores incertezas do
experimento.

A configuracdo da catendria estatica foi mapeada
no Tracker, que gerou automaticamente uma tabela
de pares ordenados de posi¢ao nos eixos x e y. Os
dados foram exportados para o programa Origin,
onde foi feito um gréafico impondo o ajuste a Eq. .
Os valores da aceleragao da gravidade e da densidade
linear foram inseridos para que as outras constantes
sejam calculadas, tais como a componente horizontal
da tensdo. Esse procedimento foi repetido para os
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Figura 5: Grafico da componente horizontal da tens3o total, obtida indiretamente por medida do peso total da corrente,
em fun¢do do quadrado da velocidade total, isto é, considerando que a corrente forma uma catenéria.

seis valores de tensao. Embora seja aparentemente
trabalhoso, esse método é mais rapido e simples do
que calibrar dinamémetros, fazer medidas de tensdo
e angulo e propagar incertezas.

Na Tabela 3 estao os resultados da componente
x da tensdo obtidos pelo ajuste matemético da ca-
tenéaria, bem como de suas respectivas incertezas.
A incerteza da componente horizontal da tensio
estd na segunda casa decimal, sendo uma ordem
de grandeza melhor do que os modelos anteriores.
Como comparacdo, também estao arrolados os valo-
res da componente x da tensdao obtidos através das
medidas de tensao pelos dinamémetros e de angulo.
Existe uma superposicao dos valores entre os dois
modelos, dentro da margem de incerteza. Esse fato
pode ser considerado uma confirmagao experimental
de que o ajuste matematico foi bem sucedido, isto é,
a curva feita pela corrente sob a agdo do seu préprio
peso é realmente uma catenaria.

A figura 6 exibe o gréfico da componente horizon-
tal da tensao total obtida pelo ajuste matematico da
catenaria versus o quadrado da velocidade de pro-
pagacdo do pulso, considerando apenas as posicoes
dos pontos experimentais sobre a catenaria. O gréfico
foi gerado com os dados de T, da Tabela 3 e de v
da Tabela 1.

Nesse caso, a densidade linear da corrente ¢ fieqp
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= 0,137@ kg/m e o seu erro relativo percentual ao
valor de referéncia é de -6,3%, a menor diferenca,
como era esperado. Uma dificuldade, que pode ser
convertida em uma interessante discussao em sala
de aula, é que esse ajuste exige o conhecimento de
algumas propriedades da catendria, incluindo a sua
equagdo cartesiana. Por esse motivo, indicamos esse
procedimento apenas para turmas de graduacdo em
fisica e engenharias.

6. Consideracoes finais

Em geral, as atividades didaticas experimentais so-
bre pulsos e ondas em cordas estdo baseadas na
validade da hip6tese de um fio horizontal, cujo peso
é desprezivel em relagdo as forcas de tensao. Essa
aproximacao simplifica tanto a equacdo de onda,
tornando-a linear, como a relagdo entre a tensdo e a
velocidade da onda. Entretanto, esse procedimento
restringe severamente os experimentos e frequente-
mente exige o uso de sensores e/ou equipamentos
mais caros para extrair dados confidveis.

O diferencial deste trabalho foi sair do lugar co-
mum e fazer uma experiéncia de baixo custo e ficil
acesso, mas com resultados de boa qualidade sobre
a propagacao de um pulso em uma corrente plastica,
que se deforma sob a acdo do préprio peso, formando
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Tabela 3: Valores das componentes horizontais da tensdo e as incertezas associadas, obtidas pelo ajuste matemético da

catenéaria e pela medida de dinam6metro e angulo.

T, (N) Catendria 6T, (N) Catendria

T, (N) Dinamometro

0T, (N) Dinamometro

8,09 0,01 8,2 0,2
10,01 0,02 10,2 0,4
12,23 0,03 12,4 0,5
14,48 0,03 14,3 0,5
16,54 0,04 16,3 0,8
17,89 0,06 18,0 0,8
20 +
: Equation y=a+b*
. Adj. R-Square 0,9892
1 Value Standard Error
18 __ C Intercept 0,08499 0,48919 pﬁ%
i C Slope 0,13675 0,00638 //'
16 el
] 7
14 e
z ] e
12 L =0,137(6) kg/m
10 o My = 0,1462(1) kg/m
] e
: /'// Erro (0/0) = ( p'exp - udirem ) / “direto = -6’3%
8 ]
6 +——"r—"———T— T
50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
vz(mzlsz)

Figura 6: Grafico da componente horizontal da tens3o total, obtida indiretamente pelo ajuste matematico da equacgdo da
catendria em funcdo do quadrado da velocidade total, isto é, considerando que a corrente forma uma catendria.

a conhecida forma geométrica da funcao catenéaria.
De fato, usando uma camera de filmagem comum
de um smartphone e as ferramentas de um software
gratuito de videoandlise, é possivel realizar uma ex-
periéncia sobre a velocidade de propagacao de um
pulso em uma catenaria, bem como extrair a sua
densidade linear.

Os dois modelos tedricos aplicados na interpretacio
dos resultados permitiram uma compreensao mais
ampla e profunda do experimento. Além disso, o
desenvolvimento de diferentes formas de modelar
um mesmo fenémeno, com uma gradag¢ao de com-
plexidade, proporciona abordagens ajustadas tanto
para o nivel médio quanto para diversos cursos de
graduacdo. A andlise dos resultados revelou uma va-
riagcdo da acurécia e precisdo de acordo com os dois
modelos matematicos adotados. Isso possibilitou
uma interessante visualizacdo de que o trabalho ex-
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perimental ndo depende somente dos equipamentos
empregados, mas é indissociavelmente entrelacado
com as respectivas teorias.
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