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Neste trabalho, nés consideramos um modelo derivado da densidade de um gas de Fermi em um
estado superfluido BCS, aprisionado por uma rede éptica quase periédica unidimensional. Reduzindo a
equacao em 3D para 1D, construimos familias de gaps sélitons estéveis (GSs) utilizando aproximagoes
variacionais. No limite linear a aproximacao variacional prediz exatamente a posi¢cao da banda de Bloch
que separam os primeiros gaps. Através da aproximacao variacional, mostramos a possibilidade de que
a nao linearidade efetiva atuando em combinagdo com o potencial de uma rede quase periédica em
uma dimensao, permite o surgimento de gaps sélitons iluminados. Variando a amplitude da rede 6ptica,
analisamos a existéncia e estabilidade dos gaps sélitons iluminados usando um ansatz gaussiano. Os
gaps solitons sao estaveis diante de pequenas variagoes da rede Optica quase periédica. Este artigo pode
ser utilizado como um guia de aprendizagem no estudo de atomos frios; estudantes sao incentivados a
realizarem os calculos para outros valores de amplitude da rede 6ptica.

Palavras-chave: Redes 6pticas, Gds de Fermi Degenerado, Aproximagao Variacional (AV).

In this work, we consider a model derived from energy density for a Fermi gas in the Bardeen-
Cooper-Schrieffer (BCS) superfluid state, trapped in a quasiperiodic one-dimensional optical lattice
(OL). Reducing the equation to the 3D to 1D form, we construct families of stable 1D gap solitons (GSs)
by the variational approximation (VA). In the linear limit, the VA predicts almost exact positions of
narrow Bloch bands that separate the first gaps. Through the variational approximation, we show the
possibility that the nonlinearity coefficient acting in a combination with the potential of the quasiperiodic
one-dimensional optical lattice, allows one dimensional bright gap solitons to arise. Varying the amplitude
of the optical lattice, we analyze the existence and stability of bright gap solitons using a gaussian ansatz.
GSs are stable against small variations of the quasiperiodic optical lattice. This paper can be used as a
learning guide in the study of cold atoms. Students are encouraged to perform variational calculations
for other amplitude values of optical lattices.

Keywords: Optical lattice, Degenerate Fermi Gas, Variational Approximation (VA).

1. Introducao

As interpretagoes sobre a condensacdo de Bose-
Einstein podem ser encontradas em livros-textos
de mecanica estatistica, e em artigos publicados na
Revista Brasileira de Ensino de Fisica [1]. Por outro

*Endereco de correspondéncia: aragao60@hotmail.com.

Copyright by Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

lado, o estudo tedrico de gases fermionicos frios em
um estado superfluido aprisionados por lasers sao
uma minoria, e poucos envolvem campos adicionais
de aprisionamento como as redes Opticas e suas pro-
priedades [2]. Neste ponto é importante ressaltar
que a falta de materiais didaticos, monografias e
teses, criam barreiras que impedem ou dificultam o
desempenho de alunos de pés-graduacdo de ciéncias
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exatas frente a aprendizagem de novos conceitos
cientificos, como o comportamento de sistemas ga-
S0so0s interagentes na presenca de um campo de luz.

Nas ementas de alguns cursos de ciéncias exatas, a
abordagem dos principios variacionais e formalismo
lagrangeano sdo realizados através da mecénica
classica, entretanto, pouco do seu conteido é apli-
cado nos estudos que envolvem a formagao de sélitons
em meio aquoso, solitons em sistemas moleculares ou
em fibras épticas [3]. Diante do exposto, este artigo
apresenta uma forma vidvel de contornar essas difi-
culdades dentro de um contexto didatico, servindo,
inclusive, como preparagao para o aprendizado da
mecanica classica aplicada a sistemas dindmicos
em gases quanticos, de grande importancia para
o estudo de sistemas de particulas e aplicagdo em
computacao quantica [4].

De certa forma, a nossa percepcao sobre as in-
teragoes em sistemas fermidnicos fortemente ou fra-
camente interagentes ainda é superficial, em partes
devido & imposicao de uma funcio de onda antis-
simétrica para muitos férmions, e, o resultado de
suas interacoes [5]. No que concerne as interagoes
atomicas, investigacdes tedricas e experimentais nos
ultimos anos tem se concentrado em estudar atomos
frios utilizando redes 6pticas, sendo capazes de forne-
cer novas informagoes sobre os fenémenos de muitos
corpos, como a supercondutividade em alta tem-
peratura [6], e processos de interagoes envolvendo
moléculas fermionicas 23Na®K [7]. Inclui-se den-
tro desse contexto, os testes experimentais envol-
vendo as teorias de férmions fortemente interagentes
[5,8]. Em particular, férmions aprisionados em re-
des Opticas podem simular a fisica de elétrons em
um soélido cristalino, abrindo as portas para novos
fendmenos fisicos em materiais, envolvendo princi-
palmente a correlacdo de elétrons [9].

A partir da interacao de feixes de lasers contra-
propagantes, surge uma rede 6ptica, que nada mais é
do que uma onda de luz estaciondria onde os atomos
sdo aprisionados nos nodos e antinodos pela forga
de dipolo [10]. Devido a sua forma periédica e efei-
tos nao lineares, a formacao de sélitons iluminados,
também definidos como gaps sélitons iluminados fo-
ram estudados experimentalmente em condensados
atomicos de (DLi [11],8%)Rb [12] e em moléculas de
UK e (OLi [13].

Neste trabalho nés consideramos um modelo hi-
drodindmico de um gas de Fermi em um estado
superfluido aprisionado por um potencial de uma
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rede 6ptica quase periédica unidimensional. O mo-
delo é baseado em uma equagao de parametro de
ordem (funcao de onda) derivado da densidade de
energia de um superfluido BCS (Bardeen-Cooper-
Chrieffer) acoplado fracamente. Ou seja, ao contrario
dos gases bosbnicos em baixas temperaturas, os ga-
ses fermidnicos nao sofrem uma transicao de fase,
apenas passam de um regime classico para quantico.
De fato, como j constatado experimentalmente [14],
devido as interagoes atrativas, e, na presenca de uma
armadilha magneto éptica, um gas de duas compo-
nentes com uma mesma energia de Fermi passa para
um sistema superfluido.

Utilizando aproximagao variacional (AV) para re-
solvermos a equagao hidrodindmica que descreve o
sistema de gases fermidnicos aprisionados, propo-
mos e exploramos uma nova possibilidade de que
a nao linearidade efetiva para férmions atuando
em combinac¢do com um potencial da rede éptica
quase periédica em 1D permite o surgimento de gap
solitons fundamentais unidimensionais. Estudos uti-
lizando métodos variacionais e numéricos obtiveram
sucesso em demonstrar que gases fermidnicos apri-
sionados por uma rede 6ptica simples permitem o
surgimento de gap sélitons estaveis [15], assim como
métodos quanticos e numéricos estudaram e destaca-
ram as propriedades de energia e momento de gases
bosénicos aprisionados por uma rede quase peridédica
unidimensional [16]. A eficiéncia de uma rede quase
periddica em confinar atomos foi testada através
da variacdo do ntimero de lasers de aprisionamento,
ou seja, as evidéncias experimentais utilizando uma
rede quase periddica em 3D criada pela interferéncia
de quatro, cinco ou seis lasers, exploraram a tempe-
ratura e expansdo balistica dos dtomos aprisionados,
demonstrando que seis feixes de lasers sdo mais efi-
cientes para capturar atomos [17]. De certa forma,
varias propriedades fisicas foram exploradas utili-
zando gases bosonicos aprisionados por redes épticas
simples ou com dupla periodicidade, entretanto, o
estudo de gases fermidnicos aprisionados por uma
rede Optica quase periddica utilizando métodos va-
riacionais é inovador, uma vez que podem fornecer
novas informacdes sobre a estabilidade de sistemas
fermionicos. Diante do exposto, procuraremos por
solucgoes variacionais para a equacao hidrodindmica
utilizando um ansatz (funcao teste) Gaussiano ¢(z)
unidimensional.

O trabalho estd organizado como segue. Na secao 2
faremos uma breve introducdo tedrica sobre sélitons,
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e posteriormente abordaremos os principios fisicos
envolvidos na obten¢do de uma rede 6ptica quase
periddica e formacgao de gaps sélitons iluminados. Na
secdo 3 nés apresentaremos o modelo hidrodindmico
proposto e procuraremos por gaps soélitons ilumi-
nados estiveis em 1D por meio da aproximacao
variacional para trés valores de amplitudes de rede.
Na sec¢ao 4, apresentamos os resultados obtidos como
consequéncia da aproximagdo variacional para gaps
s6litons iluminados em 1D. A secdo 5 consta com a
conclusao dos resultados obtidos e algumas sugestoes
para trabalhos futuros, como também incentivamos
ao leitor realizar os calculos variacionais para outros
valores de amplitudes da rede 6ptica quase periddica
para estudar a estabilidade dos gaps sélitons forma-
dos.

2. Sélitons e o potencial de uma rede
optica unidimensional

John Scott Russel em 1834 foi um dos pioneiros
em estudar qualitativamente a propagacdo de ondas
aquéaticas no canal de Edinburgo-Glasgow. Poste-
riormente em 1895 a dedugao matematica de tais
fendmenos aquaticos foram obtidas por D.J. Kor-
teweg e G. de Vries. Porém, foi em 1965 que Zabusky
e M. Kruskal estudando as solugoes de D.J. Kor-
teweg e G. de Vries definiram tal efeito como soélitons
ou ondas solitarias, onde on denomina particulas,
como fétons, elétrons e etc [Ref.3, B.A. Malomed,
2006]. Os sdlitons correspondem as solugdes particu-
lares de algumas equagoes nao lineares, descrevendo
a propagacao de excitacbes em meios continuos en-
volvendo efeitos de dispersao e nao linearidade. Ge-
ralmente existem dois tipos de sélitons: os sdélitons
iluminados ou brilhantes, que sdo pacotes de ondas
localizados que nao perdem a sua forma durante a
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propagacao, isto é, a sua amplitude de distribuicao
(¢(x,t)[?) mantem-se constante durante um longo
tempo de evolugao temporal (T) e espacial (X) (Fig.1
(a)); e os escuros, que sdo buracos se movendo em
um fundo de matéria (Fig.1 (b)), neste caso, a sua
amplitude de distribuicdo também mantem-se cons-
tante durante uma evolugao temporal e espacial.
Os dois exemplos de solitons apresentados na Fig.1
sdo meramente ilustrativos, entretanto, a fungao de
distribuicao (|¢(x,t)|?) pode ser a solucdo de uma
equacao nao linear do tipo Schrodinger aplicada a
sistemas gasosos ou fibras 6pticas. Em nosso traba-
lho, inicialmente consideraremos na préxima secao
uma equacao nao linear dependente do tempo tri-
dimensional, entretanto, mediante a imposicao de
algumas consideragoes fisicas, a referida equacdo em
3D serd transformada em uma equacao unidimensi-
onal e independente do tempo.

Dependendo do fenémeno e das condigoes fisicas,
os sélitons sao denominados de gaps sélitons. Na
fisica do estado sélido, denominados de gaps a des-
continuidade no espectro de energia de elétrons livres
em um cristal sujeito a um potencial periédico, ou
seja, regides espectrais onde nédo existe a propagacgao
de ondas. Entretanto, quando a nao linearidade per-
mite a localizagdo de ondas dentro de uma banda de
gaps linear, formam-se gaps sélitons iluminados. Os
gaps sélitons, estdo presentes em outros fendmenos
como em fibras Opticas e guias de ondas, sendo a
interagdo de dispersao cromatica (dominio tempo-
ral) ou difragao (sélitons espaciais) de ondas eletro-
magnéticas e nao linearidade cubica, responsaveis
pelo seu surgimento.

A equagao de Schrodinger com um termo nao
linear ctbico na presenca de um potencial éptico
periddico possui solugdes do tipo sdlitons ilumina-
dos quando as interagbes atomicas sao atrativas,

Figura 1: Exemplo ilustrativo de um séliton iluminado (a) e um séliton escuro (b).
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e quando as interacoes sdo repulsivas, as solucoes
sdo solitons escuros. Experimentalmente, um poten-
cial periédico unidimensional de aprisionamento de
atomos frios é obtido utilizando a interagao de dois
lasers, neste caso, similar ao que ocorre na fisica
do estado sélido, fun¢des de ondas localizadas to-
mam a forma de sélitons iluminados dentro de gaps
proibidos do espectro da banda de gap linear, sendo
também denominados de gaps sélitons iluminados
[2].

Um dos mais comuns potenciais de aprisiona-
mento de dipolo é a rede 6ptica. Obtém-se uma
rede éptica quase periddica unidimensional a partir
da interacdo de dois feixes de lasers contra - propa-
gantes sintonizados com a mesma frequéncia (w; e
wg) e intensidades. Entretanto, ambos os lasers pos-
suem polarizagoes circulares opostas e uma pequena
diferenga de fase [16,18]. Um padrao de interferéncia
é produzido devido a interagdo, restringindo o movi-
mento os atomos nos nodos e antinodos pela forca
de dipolo. Para ser mais preciso, o campo elétrico
oscilante do laser induz um momento de dipolo no
atomo, o qual entdo interage com o campo de luz.
Deste modo, um potencial de aprisionamento é cri-
ado e os 4tomos sdo aprisionados. A Fig.2 ilustra o
processo de interacao entre dois lasers.

Os dois feixes de lasers possuindo diferentes ntimeros

de ondas K e K9 geram potenciais periddicos ao
longo de x. A partir da Fig.2 observamos que Ko
varia com o angulo 6, desde que Kro = K gserC0s0,
e d trata-se do espacamento da rede. Apéds algumas
manipulagoes mateméticas conforme as Refs. [16,
18], o potencial da rede quase periédica pode ser
escrito como:

V(z) = ei1(cos(2K 12 + ¢)) + e2(cos(2K 2z)) (1)

criada pela

Rede 6ptica unidimensional
interseccdo de dois feixes de lasers na dire¢do x, com vetores
de ondas K1 e Ky, e frequéncias wy e wo. O pardmetro
€ é a profundidade ou amplitude e d espacamento da rede,
0 refere-se ao angulo de interseccdo dos lasers.

Figura 2:
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onde ¢ refere-se a fase relativa entre as duas ondas
estaciondrias, €1 e €9 sdo as amplitudes ou profun-
didades da rede, podendo ser ajustadas experimen-
talmente variando a intensidade dos lasers. Teorica-
mente ao considerarmos K71 =1e a = Ko/ Ki1
o potencial descrito na Eq. torna-se

V() = ei(cos(z + ¢)) + ea(cos(ax))  (2)

Seeg=eg=¢,a Eq. transforma-se em:

V(x) = e[cos(x + ¢) + cos(ax)]. (3)
Um exemplo da forma de um potencial de rede
Optica quase periddica que estudaremos nesse tra-
balho estd exposto na Fig. 3, onde adotamos ¢ = 1
e a = 0.5 [16], e consideramos que ambos os cose-
nos possuem a mesma amplitude ;= 9= ¢ = 1.
Desta forma, a partir da Eq. , a0 variarmos a
amplitude € podemos obter outros tipos de redes
quase periddicas que também serdo explorados nesse
trabalho nas préximas se¢ées. A Eq. nao envolve
a parte temporal.

3. O modelo tedérico considerado

Nesta seccdo, a partir da densidade Lagrangeana, ob-
teremos a equacao Euler-Lagrange. Para obtermos
um Fermi superfluido, é necessario considerarmos
duas particulas (dtomos alcalinos em dois estados
hiperfinos diferentes) com spins 1/2 e massas m,
aprisionados pelo potencial do laser e um campo
magnético, que faz com que os férmions emparelhem-
se, similar aos pares de elétrons que produzem a
supercondutividade, conhecidos como pares de Coo-
per. Embora os férmions ndo possuam cargas para
formar a supercondutividade, ao estarem em pares
implica em uma interagcao, ou seja, o emparelha-
mento de onda - s (I = 0) entre duas componen-
tes do gas atbmico acarreta em uma superfluidez.
Como realizado nos estudos teéricos [15], atomos
fermidnicos formam um superfluido BCS de pares
de Cooper devido a interagao fraca entre férmions
com spins de orientagbes opostas, desta forma, para
obtermos uma equacao efetiva para o pardmetro de
ordem do superfluido basta lembrar que em 3D a
densidade de energia de um superfluido é dada pela
expressao [19]

esp = (3/5)psper (4)
onde ep = (hkp)? /(2m) é a energia de Fermi, hkp
é o momento de Fermi e p3p ¢é a densidade atémica,
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Figura 3: Potencial de uma rede éptica quase periddica unidimensional obtida a partir da Eq. considerando ¢ = 1,

o=1ea=0.5.

levando em consideracao a paridade de Cooper, a
densidade total de 4tomos é escrita como

od 2mep\>/?
/ srk k:—32(h2 ) (5)

A partir da Eq., a densidade de energia repre-
sentada pela Eq. torna-se.

3(3m)%3 53

€3D = g P3D (6)

De acordo com a teoria de Ginzburg-Landau, to-
das as caracteristicas e propriedades do fenémeno
da supercondutividade provém de uma funcio ter-
modinamica chamada densidade de energia livre
[20]. A partir dessa consideracgao, o superfluido BCS
é descrito por um parametro de ordem complexo
¥ (r,t), no qual psp = |¢(r, t)|2. Ou seja, ©(r, t) esta
relacionada diretamente com a densidade atomica,
quanto maior o seu valor, maior serd a densidade
atOmica e consequentemente maior serd o efeito de
superfluidez. A equagdo de evolugao para ) (r,t)
pode ser obtida a partir da correspondente densi-
dade lagrangeana,

ihf o 0U(nt)
(g 200

ﬁ2 2 2
_ (2 ) V() = V() [ )]
Mef

—E&3D (7)

L oy (1)

- 11[}(7‘7 t) ot

que ao substituirmos a Eq. @ na Eq.(7), e levarmos
em consideracao psp = |(r, t)|%, obtemos a equagio
de Euler-Lagrange
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o(r,t) K2 2/3
ih ot 2mef { -V (37T3)
<o (r )| [ g+ V() 1) (8)

onde mery ~ 2m ¢é a massa efetiva associada ao
parametro de ordem do superfluido, V'(r) é o poten-
cial de aprisionamento, V? é o Laplaciano em 3D
(operador energia cinética). A Eq.(8) estd sujeita a
condi¢do de normalizagdo N = [ [i(r,t)?| dedydz
e estados estacionarios podem ser obtidos ao con-
siderarmos ¥ (r,t) = ¢(r)exp(—iut/h), onde u é
o potencial quimico ep(r) é uma funcao real que
satisfaz a equacao,

2
Hor) = 3o =2 + (322263 (1)] o(r)

+V(r)o(r) (9)

Em alguns trabalhos tedéricos, é comum além de
considerarmos o potencial da rede éptica (V(x))
acrescentarmos o potencial de confinamento harmonico
extra de uma armadilha 6ptica ou magnética (Vans
(y,2)), ou seja, o potencial de aprisionamento tri-
dimensional passa a ser escrito como V(r) =
Vanm (y, 2)+V (z), onde o primeiro termo Vaps(y, z) =
(1/2)mw? (y? + 22) refere-se ao potencial extra do
tipo oscilador harménico em 2D (na forma de cha-
ruto) que representa o potencial de aprisionamento
magnético experimental, sendo m a massa atomica e
w, ¢é a frequéncia do laser de aprisionamento trans-
versal (ou frequéncia do confinamento harmonico), e
o segundo termo V (z) trata-se do potencial da rede
optica descrito pela Eq.3.
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Assumiremos nesse trabalho, que o potencial de
aprisionamento harmoénico extra do tipo charuto ca-
racterizado pela frequéncia de aprisionamento w, ao
longo da direcao axial é fraco, isso equivale que
seu efeito sobre os estados estaciondrios do con-
densado na rede 6ptica é pequeno. Mediante tais
consideragdes o potencial de aprisionamento extra é
desprezado nos calculos, e a Eq.@ pode ser reduzida
para o caso unidimensional (como considerado nas
Refs. [2,21]). E interessante enfatizarmos ao leitor
que mesmo na presenca de um potencial extra do
tipo charuto, a Eq. e (9), podem ser reduzidas
para o caso unidimensional sob a condi¢ao de que
as distancias entre os niveis de energias no poten-
cial transverso (hw] ) é muito menor que a energia
de Fermi (ep). Isso implica que a energia de Fermi
corresponde a um estado excitado do potencial de
confinamento transverso.

4. Aproximacao variacional para sélitons
em um gas de férmions em uma
dimensao.

A partir das consideragdes impostas na seccao 2 e 3,
a Eq. @ em trés dimensoes pode ser transformada
em uma equag¢do unidimensional ao considerarmos
a relagao

(ﬁ(%,@/, Z) = (I)(.%') (I)(ya Z)
= @) exp (—(y* +2%)/24},)

onde o segundo termo da Eq. aproxima-se dos
estados excitados do oscilador harmoénico transver-
sal, sendo ap, = v/h/(mw, ) o tamanho do potencial
de aprisionamento harmoénico oscilatério, e w | é a
respectiva frequéncia harmonica.

A substituicdo da Eq. e a insercdo do po-
tencial da rede éptica quase periddica (Eq) na
Eq.(9), apés multiplicagdo por @ (y, z)e integracio
em relacdo a y e z, produz uma equacao de Euler-
Lagrange em 1D para férmions aprisionados por um
potencial da éptica quase periddica unidimensional
escrita como segue,

(10)

W2 d20(z)
O(z) = —
() 2mey  da?

2 10mey

—¢ [cos(x + ¢) + cos(ax)] ®(x)

(@(x))"/?

(11)
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Na Eq. @ existe um conjunto de constantes descri-
tas em um sistema de coordenadas tridimensionais,
e que ao passarmos para o caso unidimensional se
transforma em outro conjunto no novo sistema. Di-
ante da problemaética, devemos reescrever as relacoes
entre as novas e antigas constantes. Para isso, deve-
mos identificar as dimensdes das varidveis envolvidas
no problema, como a massa efetiva (m.y), o espaco
(L) e constantes significativas como exemplo w? e
u. A Eq. , por sua vez pode ser escalonada

assumindo,
2N _4 -
O(z) =y T%hl o(x),
o= Mmef A H o7 ’

Que apds escalonamento passa a ser escrita como

2 X
po(x) = —;ddgi(g ) 91D (¢($))7/3

—Vo [cos(z + ¢) + cos(ax)] ¢(z).

(12)

A partir da Eq. escalonada obtemos alguns
pardmetros importantes no nosso estudo, como a
quantidade fisica g1p = (3m.s/10m)(3\2N/8ma2,)?/?
denominada de for¢a efetiva de nao linearidade para
férmions em 1D, lembrando que a,%o = h/mw, trata-
se do comprimento do oscilador harmonico, IV trata-
se do niimero de dtomos, A é o comprimento de
onda do laser. A varidvel Vo = emes(\/2mh)? é
proporcional & amplitude da rede . Ou seja, ao
variarmos Vy ao longo do nosso trabalho, estamos
nos referindo a variacao de €. A Eq.12 é utilizada
para estudar férmions e inclui um termo nao linear
repulsivo \(Z)(:L')\4/3 ¢(z) [15]. Este termo nédo consi-
dera as colisbes entre atomos, porém ¢ indiretamente
induzido pelo principio de Pauli através da distri-
buicado de Fermi dos atomos. A Eq. estd sujeita
& normalizacio [ |p(z)]> dx = 1.

As solugbes para a Eq. s&o obtidas como se-
gue; primeiramente assumiremos no decorrer desse
trabalho que ¢ = 1 e a = 0.5, posteriormente, con-
sideraremos que solugdes variacionais sdo obtidas
ao utilizarmos um ansatz (fungdo teste) variacional
para soélitons em 1D na forma Gaussiana dada por
22),

VM z?
¢w) = a2 P <_2W2> (13)
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sendo M (norma) e W (largura) os pardmetros va-
riacionais do séliton em 1D. De acordo com Vi-
tor M. Perez Garcia [22], a ideia de utilizarmos
o método variacional e considerarmos uma funcao
teste (ansatz gaussiano) com uma forma fixa e al-
guns parametros livres é que podemos reduzir um
problema de equacoes diferenciais parciais, a uma
equacao diferencial ordinédria de segunda ordem tipo
Newton. A escolha desse tipo de funcao de onda é jus-
tificavel primeiramente em decorréncia de o ansatz
gaussiano ser utilizado como soluc¢do em varios estu-
dos de condensados bosdnicos e fermibnicos [2,15],
inclusive na Ref. [22] foram deduzidas as equagoes
para quatorze parametros da gaussiana, parametros
estes que predizem resultados como colapsos, lar-
gura da nuvem, estabilidade e niimero de atomos
em condensados e etc. A segunda justificativa é que
os resultados (solugoes) obtidos utilizando ansatz
gaussiano sdo préximos aos resultados numeéricos
[15,22,23], desta forma, ansatz gaussianos e métodos
numeéricos sdo equivalentes em prever o comporta-
mento de soélitons.

Para encontrarmos as equacoes que fornecem a
evolugao de todos os pardmetros variacionais, deve-
mos calcular a lagrangeana efetiva através da den-
sidade lagrangeana no espaco de coordenadas utili-
zando a relagéo.

o0

Lper={(Lp)= / [Lp]dx

— 00

A partir da substitui¢do do anzatz (Eq. ) na
lagrangeana (Eq. (12)) e realiza¢do dos calculos im-
postos pela Eq., obtemos uma lagrangeana efe-
tiva para férmions aprisionados por uma rede 6ptica
quase periddica, escrita em termos dos pardmetros
da funcao de onda da gaussiana,

(14)

M 3\ 5/2 Wk
Ly =M -1 -7 () 2

ATW2 5 T1/3(W)2/3

5
+V <670.062V2 +0.54 670,25V2) M (15)

A seguir, as equagdes de evolugdo dos parametros
i, g1p, M e Wexplicitos na Eq. (15]), sdo obtidas
ao resolvermos as equagoes de Euler-Lagrange

d (0L 0Ly
dt \ 9 g dq;

(16)

onde adotamos a notacao representada por ¢; = {u,
M, W}.
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A primeira equacao variacional é obtida a partir
da lagrangeana efetiva (Eq. (15))), assim, dLey/Opp =
0 produz como esperado M= 1, que sera substituido
nas outras equagoes variacionais abaixo. Desenvol-
vendo os célculos OL.r/OW = 0, teremos a relagao
entre a largura do séliton (W) e o coeficiente de nao
linearidade (g1p) conforme explicito abaixo,

4g1pW*/3
5rl/3
—0.54V} W4e—o.25w2

1+ — 0.248 Vj We—0-062W2

(17)

Considerando OL.¢/0M =0 obtemos p (potencial
quimico) em fungdo da largura do séliton (W) e do
coeficiente de nao linearidade para férmions (g1p):

1 n 91D B
4AW2 7.‘.1/3(1/[/)2/3

—0.54V, e02W? L.

Vo 6—0.062W2

(18)

As solugoes das Egs. e produzem uma de-
pendéncia do coeficiente de nao linearidade (g1p) em
funcgao do potencial quimico (up) para gaps sélitons
iluminados em 1D. Estando de posse da expressao
da nao linearidade em func¢do do potencial quimico,
devemos procurar o valor de W que minimiza esta
expressao. Os dois sistemas de Eq. e sao
equivalentes; nesse caso, toda solucdo de qualquer
um dos sistemas também é solug¢ao do outro. Uma
solucdo de um sistema é uma sequéncia de niimeros
(valores dos pardmetros variacionais) que satisfaz as
equagoes simultadneas. Uma alternativa para resolver-
mos um sistema de equacoes lineares é utilizarmos o
método de Gauss-Seidel (método de iteragao), ou ou-
tros métodos abordados extensamente e disponiveis
em livros-texto de fisica computacional e métodos
numéricos.

Para averiguarmos a estabilidade dos gap sélitons
formados, variamos nas Eq. e a amplitude
da rede quase periddica, considerando inicialmente
trés casos em estudo, Vy = 1, 5 e 10, mantendo
parametros como ¢ = 1 e a = 0.5 fixos. A préxima
seccao destaca os resultados obtidos a partir de tais
consideragoes.

5. Resultados obtidos a partir da
aproximacao variacional.

Ao resolvermos as equagdes variacionais (Eq.
- 18), obtemos a forga efetiva de nao linearidade
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(¢1p) para férmions em func¢do do potencial quimico
(1) para o caso unidimensional (Fig.4). E interes-
sante destacarmos que em um limite linear, quando
gip = 0, a solugao variacional prediz os valores
para o potencial quimico, o qual coincide (equivale)
ao valor (localizagao) da primeira borda esquerda
na primeira banda de gap; para a Fig.4(a) temos
p(Vo=1)~ —1.12; Fig.4(b): u (Vo =5) ~ —6.73 e
na Fig.4(c): u (Vo = 10) = —14.02. Procedimentos
similares para encontrar as primeiras bandas foram
realizados nas Refs. [2,15]. Na Fig.4, as barras verti-
cais representam as bandas de Bloch que separam
os gaps. Outros calculos foram realizados variando
os valores degip e Vy conforme veremos ao longo do
texto.

As familias de gap sélitons fundamentais para um
gas de férmions sdo encontradas na primeira banda
de gap do potencial periédico V(z) = V[cos(z +
¢) + cos(ax)] conforme Fig.4. Embora as solugoes
variacionais predizerem familias de gap sélitons fun-
damentais na primeira banda de gap e continuam
através da segunda banda de gap, elas nao sentem a
presenca das bandas de Bloch que separam as banda
de gap, comportamento este, similar ao encontrado
por outros tipos de rede dpticas [14,16].

Os respectivos aumentos de gip(p) podem ser
observados a medida que nos afastamos da borda
da primeira banda de gap (Veja Fig. 4), ou seja, é
evidente que familias de gaps sélitons iluminados em
gases fermidnicos originam do fundo da banda de
gap. Isto é, ndo linearidade fraca (pequenos valores
para N), acarreta em estados de gaps sélitons ilumi-
nados que surgem proximos das bordas inferiores das

Método variacional aplicado ao estudo de um géas de atomos de Fermi...

bandas de gap linear. Como o potencial quimico esta
aumentando, o namero de 4tomos no gap também
aumenta. Os gaps sélitons iluminados em condensa-
dos repulsivos surgem do fundo da banda devido a
instabilidade modulacional de ondas de Bloch [24],
0 mesmo ocorre para o gas de Fermi aprisionado por
uma rede 6ptica quase periédica unidimensional.
Familias de gaps sélitons iluminados sao localiza-
das em um tunico sitio da rede dptica para pequenos
valores do coeficiente de nao linearidade [2,15,24,25].
Em vista disso, é possivel obtermos varios tipos
de gaps solitons estaveis com distintos valores de p
préximos das bordas das bandas de gap. Como na
Fig. 4 existem varias familias de gaps sélitons ilumi-
nados, podemos observar as suas formas utilizando
a gaussiana dada pela Eq. que possui largura
(W), no qual seus valores sao obtidos através da
solucao da Eq. . A Fig. 5 mostra nove exemplos
de gaps sélitons iluminados pertencentes a primeira
banda de gap do espectro em 1D, contendo os valo-
res das amplitudes da rede 6ptica quase periddica,
coeficientes de nao linearidades e potencias quimicos.
Na Fig.5, analisando os pardametros obtidos ao
considerarmos a amplitude da rede quase periddica
Vo = 1, obtemos; pp = —0.81(g1p = 0.5), p = —0.53
(ip = 1) e p = —0.28 (¢1p = 1.5). Para a am-
plitude de rede Vy = 5; u = —6.3(¢g1p = 0.5),
w = =59 (gup = 1) e p = =55 (1p = 1.5).
Ao consideramos a amplitude da rede V5 = 10, te-
mos; 4= —13.5(¢g1ip =0.5), u=—-13 (gaip=1) e
= —12.6 (g1p = 1.5). Os trés valores de amplitu-
des considerados revelam que existe um aumento
significativo nos valores do potencial quimico e nao

8- 18- 30 .
71 @ =l . 16- (b) ¥,=5 - ©) V=10
6 5 14, 2]

5. . 12 201
04 . -~ 15,
> u - 8' o "
3 ' ° "
[ 6' " 10’ L]
2 \ [] 44 ..l 5 l“‘f
1 ol L 1~
0"‘ ) - T ) 04 .\ T T T 1 0 - T ’ ; .
1 0 1 2 6 -4 0 2 4 15 10 -5 0 5

Figura 4: Resultados variacionais para o coeficiente de n3o linearidade efetiva g1p para férmions versus o potencial
quimico p em 1D (Eq.17). As linhas pontilhadas s3o obtidas para as amplitudes: (a) Vo = 1; (b) Vo =5 e (b) Vo =
10. Valores dos potenciais quimicos para a familia de gap séliton na primeira banda de gap do potencial quase periédico
V(z) = e [cos(z + ¢) + cos(ax)]. As barras verticais representam as bandas de Bloch que separam os gaps, obtidas quando
g1p = 0.
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Figura 5: Formas tipicas de gap sélitons fundamentais para um gas de férmions em 1D. Exemplo de nove picos estaveis
para gaps sélitons na forma Gaussiana obtidos através da Eq. e pertencente a primeira banda de gap do espectro da
Fig.4. Nos graficos constam os valores da amplitude das redes éptica (Vo = 1, 5 e 10), os coeficientes de n&o linearidades
(g1p)e potenciais quimicos (u) para o caso de uma rede quase periddica.

linearidade. Nesses casos, quando analisamos os com-
portamentos das gaussianas, observamos pequenos
aumentos nas larguras e uma diminuicdo de sua am-
plitude a medida que ocorre uma variacdo crescente
nos valores de nao linearidade e potencial quimico.

Os resultados apresentados na Fig.5 podem ser
interpretados de outra forma, através da Fig.6 que
destaca o comportamento do potencial quimico (u)
versus a variacdo da amplitude da rede éptica (onde
consideramos: 1 < Vp < 10), revelando que, com o au-
mento da amplitude da rede 6ptica quase periddica,
o potencial quimico torna-se cada vez mais nega-
tivo. Ou seja, ao observamos a Fig.5 ou Fig.6, e
considerarmos os resultados contendo apenas os
valores para a nao linearidade gip = 0.5; obte-
mos pu(Vp = 1) =~ —0.81, e u(Vp = 5) =~ —6.3 ¢
uw(Vp = 10) =~ —13.5. Quando consideramos a nao
linearidade g1p = 1; temos pu(Vp = 1) =~ —0.53,

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2016-0061

p(Vo = 5) = —5.9, e u(Vp = 10) ~ —13. E para
a nao linearidade g1p = 1.5; u(Vp = 1) =~ —0.28,
(Vo = 5) ~ —5.5, u(Vp = 10) ~ —12.6. Como po-
demos observar na Fig. 5, a gaussiana diminui a sua
largura e sofre um aumento de sua amplitude, evi-
denciando que gaps solitons sdo estaveis para valores
préximos a borda da banda, mesmo quando ocorre
uma pequena variacao da amplitude da rede quase
periédica. Um comportamento similar ao obtido na
Fig.6, também foi observado nos resultados obtidos
para um gas de férmions aprisionados em uma rede
6ptica simples unidimensional [2,15].

Os resultados obtidos através do ansatz Gaussi-
ano utilizando aproximagoes variacionais confirmam
a existéncia de gaps sdlitons fundamentais, que sur-
gem devido a atuacdo da nao linearidade efetiva
para férmions em combinagdo com um potencial
da rede 6ptica quase periddica em 1D. O compor-
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Figura 6: Potencial quimico () versus amplitude da rede
6ptica (Vp) quase periddica. Consideramos a amplitude da
rede 6ptica dentro do intervalo: 1 < V; < 10

tamento das gaussianas (Fig.5) reflete de maneira
eficaz a estabilidade dos gaps sdélitons iluminados
(Fig.4), diante das variagbes da amplitude da rede
6ptica quase periddica (Fig.6) e da nao linearidade.
Na literatura existem trabalhos que estudam a de-
pendéncia de N (norma, proporcional ao ntimero
de atomos) em funcdo do potencial quimico [23,24],
potencial quimico em func¢ao da amplitude da rede
duplamente periédica ou rede Optica simples [24].
Porém, nao encontramos trabalhos teéricos que uti-
lizam métodos variacionais que exploram o papel do
coeficiente de nao linearidade em funcao do poten-
cial quimico para o caso de uma rede Optica quase
periddica. A aplicagdo de gaussianas como solugoes
de equagbes que descrevem o comportamento de
gases aprisionados tem obtido sucesso em auxiliar
pesquisadores nas interpretagoes de varios resulta-
dos experimentais [26]. E interessante ressaltarmos
que alguns valores adotados em nosso trabalho, sdo
provenientes de amplitudes de uma rede duplamente
periédica ou rede simples V = 5 [2,15], entretanto,
outros valores podem ser utilizados.

6. Conclusao

Né6s mostramos que a aproximacao variacional é
adequada para descrever e prever familias de gap
solitons fundamentais formadas a partir do poten-
cial de aprisionamento de uma rede 6ptica quase
peridédica em 1D para um Fermi superfluido. Como
observado no caso para 1D, a aproximacado vari-
acional revelou que familias de gap solitons sao
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estaveis, mesmo variando a amplitude da rede quase
periédica, entretanto, ultrapassam as bandas de
Bloch. Um comportamento semelhante foi observado
em um gas de bésons e férmions na Ref. [2,15,24].

Os resultados apresentados neste artigo abrem
portas para a realizacdo de futuros trabalhos, como
o estudo tedrico de gaps solitons iluminados em ou-
tras dimensoes confinados por potenciais de redes
Opticas quase periddicas para um gas de férmions em
um regime BSC; transicao de gaps sélitons em um
regime estavel para instavel através do movimento
da rede 6ptica quase periddica; efeitos colisionais
entre sélitons. O mesmo procedimento pode ser re-
alizado experimentalmente, porém é necessaria a
introducao de tais potenciais de confinamentos.

O comportamento dos gaps sélitons iluminados
obtidos ao variarmos as amplitudes da rede épticas
quase periddicas mostraram que eles sao estaveis.
Como a amplitude do potencial peridédico de uma
rede Optica quase periédico unidimensional depende
de alguns pardmetros como a amplitude (Eq. 5),
incentivamos o leitor realizar os cdlculos variacionais
para outros valores de amplitude da rede dptica.
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