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Neste trabalho pretende-se analisar elementos eldsticos com respostas linear e nao linear. Foi realizado
o estudo comparativo entre trés molas helicoidais, sendo uma linear e duas nao lineares, e um tubo de
latex. O estudo envolveu o levantamento das curvas de forga versus distancia e seus respectivos ajustes
matemadticos para cada elemento eldstico. A proposta é apresentar diferentes formas de abordar o tema
elasticidade nas aulas de fisica, visando chamar a atencao do aluno de que a linearidade que trata a
lei de Hooke aplica-se apenas para uma pequena faixa de valores de for¢a e que em varias situacoes os
elementos eldsticos tem um comportamento nao linear, sendo necessario lancar mao de outras relagoes
matematicas que se ajustem aos dados experimentais.
Palavras-chave: lei de Hooke, mola, nao linear.

This paper aims to analyze elastic elements with linear and nonlinear responses. A comparative study
was conducted of three helical springs, one linear and two nonlinear, and a latex tourniquet. The study
involved a survey of force versus distance curves and their mathematical adjustments for each elastic
element. The proposal is to present different ways of approaching the subject elasticity in physics classes,
aiming to draw the attention of the student that the linearity is Hooke’s law applies only to a small
band of force values and that in many situations the elastic elements have a non-linear behavior, being

necessary to use other mathematical relationships that fit the experimental data.

Keywords: Hooke’s law, spring, nonlinear.

1. Introducao

Os materiais elasticos tém uma ampla faixa de
aplicacOes praticas, fazendo parte de diferentes dis-
positivos e produtos. De uma forma geral todos os
materiais apresentam algum tipo de flexibilidade
ou regiao elastica, quando submetidos a solicitagao
de uma forca seja ela compressiva ou de tracao.
Um elemento tipico com essas caracteristicas é a
mola, que geralmente apresenta uma flexibilidade
elastica relativamente alta, ou seja, apresenta gran-
des deformagoes quando solicitada em compressao
ou tracdo. As molas podem ser classificadas segundo
seu comportamento sob carregamento, em lineares
e nao-lineares [1].
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Neste trabalho foram investigados os resultados
de forca vs elongacdo, sendo dada énfase ao afasta-
mento da linearidade do comportamento elastico de
diferentes molas. Para efeito de comparacao foi anali-
sado o comportamento de quatro materiais elasticos,
sendo o de uma mola helicoidal de resposta linear,
duas molas helicoidais com perfil ndo linear e de um
polimero (tubo de latex), popularmente denominado
de tripa de mico.

1.1. Mola linear

Uma mola é dita linear quando as deformacgdes sofri-
das sdo diretamente proporcionais a for¢a (ou carga)
a que ela é submetida. Neste caso ela obedece a
Lei de Hooke [2] e o grafico da forga aplicada em
funcao da deformagao da mola (seja esta deformacao
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extensiva ou compressiva) é linear, correspondendo
a inclinagdo da reta a constante eldstica da mola, co-
mumente denominada de constante elastica k. Esta
constante corresponde a rigidez da mola, quanto
maior seu valor, mais rigida sera a mola, e vice-versa.
O que se encontra nos livros texto [2 — 5], quando
se discute materiais elasticos, é a apresentacao da
Lei de Hooke para molas, definindo a forga elastica
como sendo

Fel = —k.Ax (1)

onde k ¢ a rigidez da mola, denominada de constante
eléstica, e Az corresponde a diferenga no compri-
mento da mola a medida que é comprimida ou tra-
cionada. Esta diferenca é denominada de elongacdo,
ou seja, corresponde a coordenada que denota o
afastamento de uma particula ou de um corpo em
relacdo a uma posicdo de equilibrio. Como a forca
é um vetor, o sinal negativo é utilizado para indi-
car que a forca elastica é sempre contraria a forca
aplicada sobre a mola.

No caso de corpos solidos sdo apresentados nos
livros texto [6, 7, 8] os conceitos de tensdo o, também
denominada de tensdo de engenharia, dada pela
relagdo (2), e de deformagao ¢ definida pela relacao

(3).

F
=4 (2)
€= ﬂ (3)
lo

onde F' corresponde a forga (de tragdo ou com-
pressao) aplicada sobre o corpo de prova, Ay sua
area inicial da secdo reta, Al = [ — [y, sendo [ o
comprimento instantaneo do corpo de prova e [y seu
comprimento inicial sem carga aplicada.

Todo material apresenta uma regido com compor-
tamento elastico e quando uma for¢a compressiva ou
de estiramento é aplicada sobre ele, este se deforma
elasticamente, retornando ao seu tamanho inicial
quando a forca é retirada. Esta deformacao eldstica
pode ser mais ou menos proeminente dependo do
tipo e estrutura do material em teste. De uma forma
geral os metais apresentam uma regiao eldstica maior
do que a observada em ceramicas e vidros. Neste
caso a parte linear da curva de tensao versus de-
formacgao dada pela relagcdo ¢ = FE.e, obedece a
lei de Hooke, sendo F o médulo de elasticidade do
material (ou médulo de Young) [6, 7, 8.
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Abordagens mais praticas geralmente nao sao dis-
cutidas nos livros texto, em particular com relacao a
corpos nao lineares. Isso pode dar a falsa impressao
ao aluno de que as molas (ou corpos elasticos) se
deformam sempre linearmente com a aplicagao de
uma forga, ou seja, de que s6 existem molas lineares
e que a ndo linearidade seria apenas em casos muito
especificos. Porém, o que se observa no dia a dia é
a existéncia de molas ndo lineares, que apresentam
comportamento distinto em relagdo as lineares.

A Fig.1 ilustra qualitativamente o comportamento
de trés tipos de molas, linear e nao linear. No caso
linear a constante ké obtida segundo a relacao:

F

F= (4)

1.2. Mola nao linear

As molas néo lineares apresentam diferentes valores
de k dependendo da forca aplicada. O termo mola
de um unico elemento ndo linear corresponde a um
dispositivo elastico que se comporta de forma nao li-
near sem a necessidade da interacdo de um elemento
externo. Normalmente, uma mola se comporta de
forma linear, mas existem meios para influenciar o
seu comportamento de forma que funcione néao line-
armente. A rigidez da mola depende do seu niimero
de espiras e do seu comprimento. Para uma mola
helicoidal, a rigidez k (ou constante da mola) é cal-
culada da seguinte forma [1].

4GJ
k= — 5
nemw DY 5)
F  Mola
nao-linear
dura

Mola linear

X Mola
nao-linear
macia

0 X

Figura 1: Curvas de deformacdo para diferentes tipos de
mola. [9]
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onde G é o médulo de cisalhamento, Dy o didmetro
médio da bobina, n. representa o nimero de espiras,
e J é o momento de inércia de tor¢ao. Para uma
mola de fio redondo, J é dado por
T4
J = 55do (6)
onde d, é o didmetro do fio.

A nao linearidade pode ser conseguida através
da variacdo do numero de espiras, n., quando a
mola deflete. Isso é facilmente realizado em uma
mola helicoidal conica (Fig. 2B). A medida que a
forca de compressao é aplicada, as bobinas de menor
didmetro e mais proximas da base vao se encaixando
dentro das espiras maiores. Este movimento equivale
a uma diminui¢do do nimero de espiras, provocando
um aumento na rigidez da mola [1].

As molas helicoidais sdo frequentemente utilizadas
em sistemas mecénicos. Elas podem ser projetadas
de modo a apresentar um comportamento linear
ou nao linear dependendo da necessidade do pro-
jeto. No caso de mola nao linear a rigidez nao é
constante, mas depende da sua compressdo. Este
comportamento ndo linear ocorre quando o niimero
de espiras diminui ou aumenta com a variacdo da
compressio aplicada. O comportamento nao linear
de uma mola pode ser conseguido através da va-
riagdo: do didmetro da espira, do espacamento entre
as espiras e do didmetro médio da mola na direcao
axial. Combinagtes dessas trés opc¢oes também po-
dem ser utilizadas [1].

Uma mola é qualquer dispositivo elastico criado
com a finalidade de converter em trabalho mecénico

(A) (B)

Figura 2: Mola helicoidal com perfil cilindrico (A) e cbnico
(B). [10, 11]
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Figura 3: Modelo de mola n3o linear projetada por Michael
Levi [14].

energia potencial e reconverté-lo de volta em energia
mecénica [12]. H4 uma grande variedade de dispositi-
vos de mola, tais como compressao helicoidal, molas
de tor¢ao, molas helicoidais submetidas a tensao de
flexdo na forma de folha, molas planas, molas na
forma de barra de tor¢do e molas em forma de disco.
As molas sdo feitas a partir de uma ampla variedade
de materiais. Na sua forma mais simples, a maio-
ria dessas molas desloca linearmente com a carga
aplicada, mas ha também molas submetidas a forca
constante e molas nao lineares (Fig. 2). As molas sao
muitas vezes utilizadas devido a sua robustez sob
condicoes de carga dindmica, mas as condigdes de
carga também podem ser estaticas a temperaturas
normais, estdtica a temperatura elevada, oscilantes,
ou com carga de fadiga de stress com ciclos de ampli-
tude varidvel. Esta variabilidade faz com que a mola
seja adequada para armazenamento de energia.

Existem molas néo lineares em muitas formas
e com uma ampla variedade de aplicagoes. Uma
mola nao linear pode endurecer ou tornar-se mais
rigida, com a sua deflexdo, ou pode amaciar e tornar-
se menos rigida. Vehar [13] descreve a fungao de
forca-deslocamento de uma mola nao linear por trés
fatores, a funcao forma, faixa de carga e alcance de
deslocamento.

Um exemplo de aplicagdo de mola nao-linear é
o balango da varanda inventado por Levi [14]. A
mola de Levi tem o formato de barril (Fig. 3), com
um didmetro maximo da espira no meio da mola
o qual vai diminuindo & medida que aproxima das
suas extremidades. Uma vez que a rigidez é inversa-
mente proporcional ao cubo do didmetro da espira,
espiras com didmetro grande proporcionam uma
rigidez relativamente baixa, enquanto que as espiras
de pequeno diametro resultam em elevada rigidez.
As espiras menores das extremidades da mola nao
esticarao significativamente até que as espiras maio-
res, posicionadas na parte central da mola, tenham
sido submetidas a um elevado grau de elongacao.
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A mola projetada por Levi apresenta duas ou mais
zonas distintas, em que a primeira zona da mola
proporciona uma rigidez relativamente baixa, uma
zona subsequente surge quando as espiras médias
sdo suficientemente esticadas para permitir que as
espiras de menor didmetro (mais duras) comecem a
se esticar. A medida que a carga aplicada aumenta,
a rigidez da mola aumenta.

O martelo do piano é outro exemplo comum de
mola nao-linear. No piano o martelo de madeira,
coberto por um feltro, atinge as cordas de tal forma
que a sua rigidez nao linear proporciona uma riqueza
especifica de qualidade do som. Esta nao linearidade
foi modelada matematicamente pela primeira vez
por Ghosh [15], segundo a relagao

F=KuP (7)

sendo F' é a forca exercida pelo martelo, Ké um
fator de escala, u é o deslocamento como uma me-
dida da compactacao do feltro, e p é um expoente
relacionado a nao-linearidade [15]. Stulov comparou
a equacao (7) para a modelagem empirica de um
martelo de piano e sugeriu que um modelo tedrico
adequado teria que levar em conta a histerese e a
velocidade do martelo [16].

Outro dispositivo nao linear muito utilizado em
equipamentos rotativos como bombas centrifugas,
compressores, misturadores e ventiladores industri-
ais, € o selo mecanico, Fig. 4. Este tipo de dispositivo
consiste de uma mola nao linear comumente alo-
cada dentro de um recipiente de vedag¢do. Em uma
bomba centrifuga, assim como em outros equipa-
mentos, o selo mecanico tem como fungdo promover
a selagem do dispositivo, evitando que o fluido seja
liberado para o meio externo. Na maioria dos casos
utilizam-se selos mecanicos por apresentarem muitas
vantagens em relacio as gaxetas. Além disso, sdo in-
dicados para casos onde os retentores convencionais
(gaxetas) nao podem ser aplicados, especialmente
em casos de alta pressdo, temperatura, velocidade e
presencas de sélidos em suspensao.

1.3. Equacao de Duffing

A Equagao de Duffing [18], em homenagem ao en-
genheiro elétrico alemao Georg Duffing, tem sido
amplamente utilizada na fisica, economia, engenha-
ria, e muitos outros fendomenos naturais. Dada a
sua caracteristica de oscilacdo e da natureza cadtica,
muitos cientistas sao inspirados por esta equacao di-
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Figura 4: Selo mecénico comercial utilizado em bombas
rotativas. [17]

ferencial ndo-linear, dada a sua natureza semelhante
a muitos sistemas dindmicos naturais. Esta equagao,
juntamente com a equacao de Van der Pol, tornou-
se um dos exemplos mais comuns de oscilagcdo nao
linear em livros e artigos de pesquisa [18]. A equacao
de Duffing normalmente se refere ao oscilador de
Duffing escrito da forma

&+ 0k + B + ax® = F cos(wt) (8)

Os termos associados a sistemas descritos por esta
equacao sao representados a seguir:

I + B - refere-se ao oscilador harmdénico simples

04 - refere-se ao amortecimento no sistema

ax? - corresponde & primeira aproximacdo nao
linear do oscilador

F cos (wt) - refere-se a forga externa oscilante im-
posta ao sistema

Este é um oscilador for¢ado (como uma mola nao

linear) com uma forca de restauragdo dada por

F = —fz — az® 9)

Diferentes valores de a podem modelar uma mola
com endurecimento proporcional & elongagao (onde
a > 0) ou uma mola com suavizagao (onde a < 0).
Diferentes valores de § também podem alterar a
dindmica do sistema. Para valores de 5 < 0, o osci-
lador de Duffing exibe movimento caético, criando
um potencial de pogo duplo (Fig. 5A).

Os modos de oscilagao, incluindo os cadticos, fo-
ram extensivamente estudados na literatura [18, 19].
Dado que uma mola metalica exibe sempre uma
forca restauradora, o potencial associado é do tipo
pogo. Quando nao ha amortecimento (§ = 0), a
equacao de Duffing [20] pode ser integrada resul-
tando no potencial V(x) = 1/2 (x")? + 1/2 Bx2 +
1/4 ax* + const, visto na Fig. 5A. Este formato de
potencial explica o comportamento restaurador das

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2016-0102



Aranha et al.

(A) 5=0 8>0

B<0

Plo<0
T i | (softening)

o>01%
(hardening) |

Figura 5: Pogo de potencial do sistema oscilante (A) e a
forga restauradora (B). [19]

forgas de tracdo e compressio contrarias ao sentido
de elongagdo das molas. O termo nao linear aparece
nas situacoes em que a mola estd com uma elongagao
acentuada. Os casos estudados neste trabalho cor-
respondem a situagdo em que o > 0 (molas que
endurecem com a elongacao) e f > 0 (parametro
linear analogo a constante de elasticidade da lei de
Hooke), vistos na Figura 5B.

1.4. Elastomeros

Elastomeros sdo polimeros naturais ou sintéticos
que tem como caracteristica apresentarem grande
deformacao elastica quando tracionados. Esta de-
formagao pode superar 200% de seu comprimento
quando uma tensdo é aplicada. Dentro dessa classe
de polimeros destacamos a borracha, pneus de au-
tomoveis, anéis de vedagdo, mangueiras e isolamento
para fios e cabos elétricos [6,7,8]. Devido a estrutura
dos elastomeros e dos polimeros de uma forma geral,
a curva de foca versus estiramento (ou tensdao versus
deformagao) quando o material é submetido a uma
carga geralmente apresenta um perfil ndo linear.
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Os termoplasticos, por exemplo, apresentam um
comportamento ndo-newtoniano (quando a relagao
entre a tensao cisalhante e a taxa de deformacao cisa-
lhante nao é linear) e viscoeldstico (comportamento
que ocorre quando uma tensdo externa é aplicada
ao polimero termoplastico deformando-o eléstica e
plasticamente ao mesmo tempo) [6,7,8].

A forma da relacdo tensdo-deformacdo de bor-
rachas foi objeto de investigacOes nas quais uma
equagao empirica foi desenvolvida por Martin, Roth,
e Stiehler [21] em 1956 para descrever o compor-
tamento de um vulcanizado tipico. Nesse artigo
mostraram que a relagdo proposta é valida para até
200% de alongamento de borrachas naturais, bor-
rachas de estireno-butadieno (SBR), borrachas de
butilo (IIR) e borrachas de cloropreno (CR). Mar-
tin et al [21, 22] desenvolveram a seguinte equacao
empirica para representar a relacdo normalizada
(até L = 3).

o/M = (L*l - L*Q) exp (A (L - L*l)) (10)

em que o é dado pela equagao (2) (em Pa), M é o
moédulo de Young, L = x/x( (estiramento relativo)
e A é um pardmetro igual a cerca de 0,38. O menor
valor relatado foi 0,32 e o mais alto 0,42 pelos autores
citados.

A proposta deste trabalho é comparar quatro ma-
teriais elasticos diferentes. Trés molas helicoidais,
sendo uma linear e duas nao lineares com perfil he-
licoidal distinto. Por fim, um elastémero comercial,
popularmente denominado de tripa de mico. O ob-
jetivo é discutir o perfil dos graficos de forca versus
elongacado e os possiveis ajustes matemaéticos que
podem ser realizados. Pretende-se que os resultados
discutidos neste artigo possam ser reproduzidos em
laboratorios de fisica, tanto do ensino médio quanto
do ensino superior, enriquecendo a discussao sobre
materiais elasticos e ampliando a visdo do aluno
sobre as molas nao lineares que nao sao abordadas
nos livros texto.

2. Materiais e método

Para este estudo foram utilizadas trés molas, he-
licoidais apresentadas na Fig. 6, e um elastomero
denominado popularmente de tripa de mico.

Os valores das dimensbes das molas e da tripa de
mico sdo apresentados na Tabela 1. A linear é uma
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mola comum utilizada em mecanismo de impressora
a laser.

As duas molas néo lineares foram retiradas de
selos mecéanicos de bombas rotativas. Ambas sado
helicoidais, porém, uma delas tem espiras achatadas
e onduladas como pode ser visto na Fig. 7, que deno-
minamos mola trelicada. As molas foram submetidas
a compressao utilizando a montagem apresentada
na Fig. 8.

As massas utilizadas como carga foram medidas
em balanca analitica com precisdo de centésimo; as
varia¢oes no comprimento das molas foram medi-
das com um relégio comparador digital. A tripa de
mico foi tracionada e seu comprimento medido com
auxilio de uma régua milimetrada.

3. Resultados e Discussao

No gréfico de forca vs elongacao para a mola helicoi-
dal, apresentado na Fig. 9, pode-se observar o perfil
linear dos dados experimentais.

Figura 8: Montagem utilizada para medida da compressdo
das molas. (A) mola, (B) régua, (C) suporte para fixagdo e
(D) massas.

Ajustou-se a partir dos pontos experimentais a
funcao linear y = a + bz, obtendo-se os seguintes
valores para os parametros a =0,4062 e b =0,8211.
Comparando este ajuste linear com a funcdo (1)
nota-se que o parametro b corresponde a constante
elastica da mola, cujo valor fica sendo k& = 0,821

Figura 6: Molas helicoidais: linear (A), n3o linear com espira N/mm (821 N/m). O pardmetro a =0,4062 N, neste
circular (B), ndo linear com espira achatada e ondulada (C)

e tripa de mico (D).

s Mola linear
\ \ ¥
J ; :_xpenmental /"
justes o
3 /
z
[
1 /-/'
0
0 1 2 3 4 5 6
x (mm)

Figura 7: Selo mecanico (A) e molas n3o lineares com Figura 9: Curva de forga vs elongagdo para a mola linear
espira circular (B) e com espira achatada (C). da Fig. 6A.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 4, e4305, 2016 DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2016-0102



Aranha et al.

e4305-7

Tabela 1: Pardmetros das molas e da tripa de mico apresentadas na Fig. 6.

Mola N° de espiras Didmetro Externo Didmetro do fio (mm)
(mm)
A 8 18,78 + 0,02 0,78 £+ 0,02
B 3 26,18 £ 0,02 1,80 £ 0,02
C 3 27,38 £+ 0,02 * 40,02
Didmetro Interno (mm)
D 11,50 + 0,02 6,00 £ 0,02
*

Mola trelicada
50
20| ° e.xperimental b
— ajustes C/
30
z f/
w20 =
A
10
0

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

x (mm)

Figura 10: Curva de forca vs elongagdo para mola helicoidal
nao linear da Fig. 6B.

caso, corresponde ao peso da montagem experimen-
tal (Fig. 6) para acoplar as demais massas a mola.

Na Fig. 10 é apresentada a curva de forca vs
distancia para a mola helicoidal nao linear de espi-
ras circulares. Analisando o grafico observa-se cla-
ramente que para este tipo de mola nao é possivel
fazer um ajuste linear ao longo de todos os pontos
obtidos experimentalmente. Por outro lado, nota-
se que para pequenas regioes do grafico é possivel
ajustar uma reta, seguindo a Lei de Hooke, como se
tivéssemos um valor de k para cada regiao da curva.
Sendo assim, optamos por dividir o grafico em trés
regides distintas (A, B e C). Para cada regiao foi
possivel ajustar uma reta obtendo-se trés valores
para a constante eldstica. O ajuste da reta A gerou
a fungdo F4 =-0,3010 + 7,2864.x, com k4 =7.286,4
N/m; para areta B, Fg =-18,0964 + 15,1125.2, com
kp =15.112,5 N/m; e a reta C gerou a funcao Fr =-
101,9853 + 41,6486.x, com ko =41.648,6 N/m. Os
valores do parametro a para todos os trés ajustes
realizados, que se apresentam com sinal negativo,
podem ser desprezados pois sao extrapolacoes das
retas ajustadas e acabam nao tem um sentido fisico
neste caso.
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mola feita com chapa de ago com 0,28mm de espessura por 2,54mm de largura.

Mola nao linear
60

® experimental

50 —— ajustes

A
10/
0

X (mm)

Figura 11: Curva de for¢a vs elongagdo para mola ndo
linear trelicada da figura 6C.

Analise semelhante foi realizada para a mola néo
linear trelicada, cujo grafico de forca vs distdncia é
apresentado na Fig. 11.

Para essa mola que também apresenta resposta
nao linear, dividiu-se o grafico em trés regices linea-
res distintas (A, B e C). O ajuste da reta A gerou
a funcdo F4 =-0,7940 4+ 9,1512x, com ka4 =9.151,2
N/m; para o ajuste B, Fp =-23,7202 + 20,7567.z,
com kp =20.756,7 N/m; e o ajuste C gerou a funcao
Fo =-33,9946 + 25,2608.x, com k¢ =25.260,8 N/m.

Neste caso os valores referentes ao pardmetro a
também sdo nimeros negativos, podendo ser despre-
zados nessa andlise visto que nos interessa apenas
os valores da constante elastica da mola em cada
faixa de for¢a aplicada.

Uma analise mais detalhada sobre o comporta-
mento nao linear das duas molas helicoidais (Fig.
7), referentes as curvas das Figuras 10 e 11, pode
ser realizada utilizando-se a Equacao de Duffing
apresentada no item 1.3. Nas Figuras 12 e 13 sao
apresentados os graficos de forga vs distancia com os
pontos experimentais e o respectivo ajuste segundo
a Equacdo de Duffing. No caso da mola helicoidal de
fio circular da Fig. 6B, a Fun¢ao de Duffing (9) se

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 4, e4305, 2016
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Mola trelicada
50

® experimental °

40— __ ajustes .

30

20 -
10 //
,0/.)
0/
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

F(N)

X (mm)

Figura 12: Curva de forca vs elongacdo para mola helicoidal
ndo linear da Fig. 6B.
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60
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Figura 13: Curva de for¢a vs elongagdo para mola trelicada
da Fig. 6C.

ajustou muito bem aos pontos experimentais (Fig.
12), fornecendo o seguinte resultado:

F = -5,8565.1075 + 6,5685.x + 0,7890.x>

Neste caso os parametros obtidos do ajuste acima
sdo interpretados da seguinte forma:

(-5,8565.1075) — corresponderia ao valor da forga
quando a mola esta relaxada, além disso é muito
pequeno e negativo podendo, portanto, ser despre-
zado.

(6,5685) — refere-se ao termo linear f = 6.568,5
N/m, andlogo & constante eldstica da mola.

(0,7890) — este pardmetro é o o = 789,0 N/m?
da equacdo de Duffing, que é o termo néo linear e
positivo correspondendo ao endurecimento da mola.

A divergéncia observada no ajuste aos trés ultimos
pontos da curva provavelmente deve-se ao fato da
mola ja estar no limite de sua compressao, quase no
ponto de contato entre suas espiras, provocando um
endurecimento mais acentuado.
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Para a mola de perfil nao linear com espiras re-
tangulares e onduladas (denominada nesse trabalho
como mola trelicada), o ajuste da Equacao de Duf-
fing aos pontos experimentais do grafico da Fig. 13
foi:

F = 0,8454 + 5,0075.x + 0,4313.x3

Neste caso também a andlise é a mesma que foi
realizada para o ajuste da Fig. 12. O valor de 0,8454
corresponderia ao peso do aparato da montagem
utilizado para prender as massas na mola durante a
tomada das medidas. Pode ser desconsiderado nesta
analise, pois o foco do trabalho é a discussao do
comportamento elastico da mola. Para esta mola
obteve-se 3 = 5007,5 N/m e o = 431,3 N/m3.

Para os resultados da tripa de mico, seguiu-se
o que geralmente se faz nas aulas de laboratério,
que é construir o grafico de forga vs elongacao (Al),
apresentado na Fig. 14, como foi realizado para as
molas discutidas nesse artigo. A equacao (10) foi
entdo reescrita na seguinte forma

F=AM(L™' - L) exp(A(L — L7Y)) (11)
onde Ag é a drea da seccao reta da tripa de mico, que
neste caso corresponde a um anel cujos didmetros
interno e externo estao apresentados na Tabela 1. O
ajuste aos pontos experimentais segundo a funcao
(11) resultou em

F = —0,62507 4 83,0207(L"' — L™?)
X expl0,4038(L — L™1)]
Tripa de mico
40 |
35 ® experi tal
g e —
e
25 e

|

= 20
o /
15

10 /
5

/

0
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14 0,16

X (m)

Figura 14: Curva de forga vs elongacdo para elastico (tripa
de mico) da Fig. 6D.
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onde L =1/l
0,4038.

Utilizando os valores dos didmetros da tripa de
mico apresentados na Tabela 1, tem-se que a area
Ay é calculada da seguinte forma:

lo = 0,165m, AgM = 83,0207 ¢ A =

Ay = % (D2 — d2) - % (11,52 — 62)

Ay = 75,57Tmm?

A partir do valor de Ay calculado acima obtemos
o médulo de elasticidade M (ou médulo de Young):

83,0207

M="2""
75,57

= 1,098593N/mm?

Fazendo a conversdo da area Ay de mm? para
m?, tem-se finalmente o médulo de Young dado
por M = 1098593 Pa, ou M = 1,1 x 10% Pa, que
estd em concordincia com os valores descritos na
literatura [23]. Outro valor importante é o referente
ao pardmetro A da funcao (11), que também estd
em concordancia com os resultados da literatura
[23].

4. Conclusoes

Similar aos casos geralmente discutidos nos livros
texto, a mola helicoidal com 8 espiras, tratada neste
trabalho, também apresentou perfil linear ao longo
de toda sua compressao. Neste caso a analise foi a
utilizada tradicionalmente nas aulas, seja de teoria
ou de laboratorio, onde é discutido o perfil linear
do grafico de forga vs elongacdo, e a relagao entre a
inclinacdo da reta e o valor da constante elastica da
mola. A funcéo linear gerada pelo software Excel,
utilizado neste trabalho, se ajustou muito bem aos
dados experimentais, fornecendo o valor da cons-
tante eldstica k = 820 N/m.

Para o estudo das molas e da tripa de mico, que
apresentam um perfil ndo linear, foi proposto neste
trabalho dois tipos de abordagem, uma discreta,
dividindo os gréaficos em trés regioes lineares dis-
tintas, obtendo-se deste modo trés valores para a
constante elastica; e uma analise mais completa onde
se propds o uso de fungdes que levem em conta a
nao linearidade dos elementos elasticos e que melhor
se ajustassem aos pontos experimentais.

Dividir um gréfico em regides lineares, desde que
seja possivel, ¢ uma abordagem comum e simples em
vérias situacgoes praticas. Dependendo da situacao,
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Tabela 2: Resumo dos valores da constante elastica kdas
molas n3o lineares, dos pardmetros « e 3, do médulo de
Young e do pardmetro exponencial A da tripa de mico.

Constante Mola B (N/m) Mola C (N/m)
Eléstica

ka 7.286,4 9.151,2

ks 15.112,5 20.756,7

kc 41.648,6 25.260,8
B(N/m) 6.568,5 5.007,5
a(N/m?) 789,0 431,3

Tripa de M (Pa) A

Mico 1098593 0,4038

talvez a mola seja solicitada em apenas uma determi-
nada faixa de forca aplicada e, neste caso, um ajuste
linear da curva seja suficiente para a determinagao
da sua constante eldstica.

Respostas de sistemas nao lineares podem ser
tratadas matematicamente utilizando, por exemplo,
fungbes polinomiais ou exponenciais, que geralmente
se ajustam bem aos pontos experimentais. Porém,
0 mero ajuste matematico ndo necessariamente tem
como base o conceito fisico do fenémeno estudado.
Nossa preocupacado é chamar a atencao para a uti-
lizacao de ajustes que correspondam ao fenémeno
fisico estudado, particularmente nos laboratoérios
onde se busca encontrar a funcdo correspondente
ao problema analisado. Neste sentido, a funcao de
Duffing, utilizada para o caso das molas nao lineares,
e a de Martin et al, em polimeros, se prestam para
ilustrar essa situacao.

A Tabela 2 apresenta o resumo dos valores da
constante eldstica k obtidos do ajuste linear de cada
regiao da curva para as duas molas nao lineares, os
valores dos coeficientes o e 3 referentes ao ajuste
nao linear, bem como os pardmetros A e M da tripa
de mico.

Este trabalho procurou mostrar que é importante
enfatizar que o comportamento elastico ndo é ne-
cessariamente apenas linear como apresentado nos
livros texto, dando talvez a falsa impressao ao aluno
que todos os materiais elasticos sao lineares, se-
guindo deste modo a lei de Hooke. Assim, o estudo
de modelos teoéricos mais adequados permite enri-
quecer a pratica experimental, fornecendo ajustes
mais condizentes com a realidade, além do que in-
troduz novos conceitos como a tensao de engenharia
o, cujo valor encontrado no ajuste correspondeu aos
apresentados na literatura.
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