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Nesse trabalho utilizamos o Método das Relagoes de Recorréncia (MRR) para estudar o comportamento de um
elétron na presenca de um campo magnético uniforme aplicado ao longo do eixo z de um sistema de referéncia
estabelecido. Encontramos que as fungdes de autocorrelagdo temporais nas dire¢des x e y, respectivamente Cx(t) e
Cy (%), oscilam periodicamente no tempo, enquanto na dire¢do z, a fungdo de autocorrelagdo temporal, C,(t), tem
valor constante e igual a um, corroborando o resultado esperado de que o spin do elétron precessa em torno da
direg¢do de aplicagdo do campo magnético uniforme e independente do tempo.

Palavras-chave: Dindmica de Spins, Método das Relac¢des de Recorréncia.

We use the Method of Recurrence Relations (MRR) to study the behavior of a single electron in the presence of
a uniform magnetic field along the z-direction. We find that the time-dependent autocorrelation functions in the x-
and y-directions, Cx(t) and Cy(t), respectively, oscillate periodically in time, while in the z-direction the temporal
autocorrelation function C,(t) has a constant value, corroborating the expected result that the spin precesses

about the direction of the applied magnetic field.

Keywords: Spin Dynamics, Method of Recurrence Relations.

1. Introducao

Materiais magnéticos estao presentes no nosso dia a dia
desde as aplicagoes mais simples como, por exemplo, os
imas de geladeira até as mais sofisticadas como armaze-
namento de informagoes em computadores. Atualmente,
uma quantidade significativa de informagoes esta gravada
magneticamente em discos rigidos de computadores. A
gravacao das informagoes é feita utilizando-se o cédigo
binério (0 ou 1). Magneticamente, 0 poderia ser repre-
sentado como spin orientado para baixo e 1 por spin
orientado para cima em relagdo a algum sistema de re-
feréncia. Hoje em dia, muitos pesquisadores trabalham
na spintronica (ou eletronica de spins) [1] que visa con-
trolar a corrente num dispositivo eletrénico, ndo somente
pela carga do elétron, mas também pelo seu spin. Os
objetivos principais sdo o de se aumentar a velocidade de
processamento de informacoes e diminuir as perdas de
energia nas transmissoes de informacdo. Além disso, em
Medicina, por exemplo, temos métodos de diagnédstico
baseados em ressondncia de spins, tanto eletronicos (Es-
pectroscopia de Ressonidncia Paramagnética Eletronica)
quanto nucleares (Ressonancia Magnética Nuclear) [2,3].
Vé-se, por tudo isso, a importancia do estudo de sistemas
de spins.
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Existem muitas técnicas analiticas ou numéricas [4]
para a obtencao de solugdes exatas ou aproximadas para
modelos de spins. Dentre essas técnicas temos o Método
das Relagdes de Recorréncia (MRR) [5,6,7], que é bas-
tante util na obtencao da dindmica de sistemas de muitos
corpos quanticos. Esse método permite obter informagoes
apuradas para propriedades do sistema como, funcoes
correlagdo, fungdes espectrais e correntes de spins, den-
tre outras. O MRR utiliza o processo Grarn-Schmidt
de ortogonalizagdo, o qual é bastante geral e permite a
construgao de um conjunto completo de vetores ortogo-
nalizados do espaco de Hilbert. O método de relagoes
de recorréncia foi formulado por Howard Lee [8,9], como
uma generalizagdo do formalismo desenvolvido, dentre
outros, por Mori [10,11].

2. Spin do elétron e elétron em campo
magnético constante e uniforme

2.1. Spin do elétron

Entre 1921 e 1922, Otto Stern e Walther Gerlach rea-
lizaram um experimento que visava observar se havia
quantizacao espacial do momento angular orbital dos
elétrons em dtomos [12]. O experimento basicamente con-
sistia em fazer um feixe de atomos, inicialmente de prata,
passar por um campo magnético nao homogéneo ao longo
de um eixo (escolhido como eixo z em relacdo ao referen-
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cial do laboratério) produzido por um imé e entdo medir
a distribuicao desses &tomos em um anteparo na saida do
ima. Eles observaram que, aproximadamente metade dos
atomos colidia com uma extremidade da placa e a outra
metade na posicdo simetricamente oposta, ndo regis-
trando praticamente nenhum atomo em qualquer posi¢ao
intermediaria. A fisica cldssica nao explicava tal resul-
tado, uma vez que, submetido a um campo magnético,
um momento magnético classico exibe um espectro con-
tinuo de valores. Em 1927 Phipps e Taylor repetiram o
experimento de Stern e Gerlach com atomos neutros e
com momento angular orbital nulo. Era esperado que
tais atomos passassem pela regido de campo magnético
nao homogéneo sem sofrerem nenhuma deflexdo. No en-
tanto, eles observaram que o feixe também se dividia
em dois ao passar pela regido com campo magnético.
Esses experimentos indicavam que os atomos possuiam
uma espécie de momento magnético intrinseco (M) que
nao estava relacionado ao momento orbital dos elétrons.
Portanto, deveria existir também um momento angular
intrinseco, que foi chamado de spin e representado pelo
vetor S. A relacdo entre o momento magnético intrinseco
e o momento angular intrinseco é dada por:

M = g4S. (1)

A constante de proporcionalidade, g, é chamada razao
giromagnética. O spin do elétron é um momento angular
que existe independentemente do estado de movimento
no qual a particula se encontra. Cada particula elementar
tem um spin imutavel associado a ela. Por exemplo, o
spin do elétron é 1/2; o spin dos f6tons é 1 e o spin dos
gravitons é 2. Vale lembrar que particulas com spins semi-
inteiros sdo ditas férmions [12] e obedecem ao principio
de exclusao de Pauli. Ja particulas com valores de spins
inteiros sd@o chamadas de bésons [12] e ndo precisam
obedecer ao principio de exclusao de Pauli.

Wolfgang Pauli postulou que um elétron podia ser
modelado por um vetor bidimensional complexo e criou
uma teoria de momento angular que atuasse neste espago.
O estado mais geral que pode ser associando a uma
particula de spin 1/2 , pode ser expresso como uma
matriz coluna de dois elementos.

5=(2)=a&+6€, (2)

em que o indice + representa uma matriz que des-
creve um spin apontando para cima (1) em relagdo a
algum sistema de referéncia e o indice — representa o spin
apontando para baixo ({). Ou seja,

e=(o)=m ce=(g)-1 ©

representam os estados acessiveis para o spin de uma
particula quéntica. No que diz respeito ao estado de
spin de uma particula, sdo necessarios dois niimeros para
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caracterizar completamente o estado, sdo os ntmeros
quanticos m (associado ao momento magnético) e o
ntimero quantico s (associado ao spin) que fornece a
orientacdo espacial do momento magnético, ou seja, nos
se informa se o spin aponta para cima ou para baixo em
um dado sistema de referéncia. Para o elétron, s=1/2 e
my = +1/2, (1), enquanto m_ =-1/2, ({).

Na descricao de Pauli, as componentes do momento
angular de spin sdo dadas por

h h h
Sy = §O'Ia Sy = iay e S,= 50—27 (4)
onde & é a constante de Planck, h, dividida por 27.
As matrizes oy, oye 0, sdo ditas matrizes de Pauli
com os seguintes valores:

e (28) (1)
o oz:(é _01) (5)

Além disso, temos as seguintes relagoes de comutacao
para as componentes do momento angular:

Sy, S, = ihS. [S,,S.] =ihS, [S.,S,] = ihS,
Sy, Sy] = —ihS. [S.,S,] = —ihS, [Sa,S:] = —ihS,
(6)

2.2. Eletron em campo magnético externo
constante e uniforme

Vimos anteriormente que os elétrons possuem momento
magnético intrinseco (M) relacionado ao seu momento
angular intrinseco (S).

— —

M=gS=g(Sﬁ+Sy3+Szl%). (7)

Quando um dipolo magnético é posicionado em um
campo magnético B, o seu momento magnético tende a se
alinhar com o campo e a menor energia de configuracao do
sistema ocorre quando o momento angular da particula
alinha-se com o campo externo.

No sistema estudado temos um elétron em repouso
em um campo magnético uniforme que aponta para a
direcao z, ou seja,

B = Byk. (8)

A energia associada & interagéo do elétron com o campo
é, entao, dada pelo hamiltoniano:

H=-M-B=—g (Sﬁ + Syj' + SZ/A€> - Bok = —gByS..
(9)

A forma matricial do hamiltoniano é obtida via matri-
zes de Pauli,
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H = =98, = ~gBago. =Bz (o °) ).
(10)
Sabemos que os autovetores (estados) e autovalores
(no caso, energias) podem ser obtidos por

H¢ =FE &y e HE=E ¢ . (11)
Os autovetores e autovalores sdo, entao
1 gBoh

f-‘r:(()) coimn E+:_< 20)7 (12)
Boh

52((1)) com Ez—l—(g;). (13)

A solugao da equacgao de onda que descreve o sistema
pode ser expressa em termos de estados estacionérios:

Bt B 1 osor
E()=abe™ ™ +pe T =a( o )"t

0 _ igBot aeiggot
2 — .
/8 1 € /667 19]230t .

Para calcular as constantes o e 8 lembramos que a
solucao deve ser normalizada para qualquer tempo t e,
em t=0, temos

(14)

(15)

A condicdo de normalizagdo nos diz que

€O e =1 (o 5)(5)=1 o

Logo |af? + |82 = 1 e

azcos(i) e ﬁ:sen<g)7

em que 6 é um angulo fixo.

Logo, temos que a solugdo da equag@ao de onda depen-
dente do tempo, para uma particula de spin 1/2 em um
campo magnético uniforme:

. gBgt
cosgel 2

_ .gBot .
senge L)

Calculando o valor esperado do vetor momento angular
de spin S, como uma fungao de tempo nés podemos obter
informagoes tteis sobre a dindmica desse sistema. O valor
esperado de <S >¢é definido como

(17)

§(t) = (18)

(S) = (848,07 + (50 k, (19)

com
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(Sz) = (€(B)[S2IE()), (Sy) = (€@)SyIE(#))
e (5:) = {€(B)S:[¢))

Para a componente x, teremos

O que leva a

(Sz) = Zsen (0) cos (gBot) - (22)
Analogamente,
(Sy) = —gsen (0) sen (9Bot) e (S,) = gcos (0). (23)

Observamos entao que as componentes x e y do mo-
mento angular de spin variam periodicamente no tempo,
enquanto a componente z tem um valor constante. Re-
presentando o valor esperado de <S >em um sistema
de coordenadas cartesiano, notamos que <S >esta in-
clinado de um angulo constante 6 em relanio ao eixo z
e precessiona em torno desse eixo com uma frequéncia
w = g By. Essa frequéncia ¢ a conhecida frequéncia de
Larmor. Na Figura 1 apresentamos um diagrama do com-
portamento do vetor momento magnético de spin, S, do
elétron numa regiao do espago com campo magnético
uniforme e independente do tempo.

3. Método das relacoes de recorréncia

Para estudarmos a dindmica de um operador hermiti-
ano (possui autovalores reais) em um determinado sis-
tema fisico, nés usaremos o Método das Relagoes de Re-
corréncia (MRR). Esse método utiliza o processo Grarn-
Schmidt de ortogonalizacdo para a construgdo de uma
base vetorial no espago de Hilbert d dimensional.

Figura 1: Precessdo do momento angular total de spin S em
torno da direcao de aplicagdo do campo magnético externo
uniforme. O 4ngulo formado entre o vetor S e o eixo z é igual a
0.
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Neste trabalho estamos interessados no célculo das

fungoes de autocorrelacao temporais das varidveis dinamicas

Ox, Oy € 0y, Ou seja, queremos saber como as fungdes
de autocorrelagao das matrizes de Pauli comportam-se
quando a particula é submetida a um campo externo.
Para obtermos essas informacdes utilizaremos o MRR, o
qual é descrito abaixo.

Seja A um operador correspondente a um observavel
e H o hamiltoniano que descreve o sistema. Na repre-
sentacdo de Heisenberg, a dependéncia temporal estd no
operador e, ndo na fung¢ao de onda. Portanto, o operador
A na descricao de Heisenberg toma a seguinte forma

A(t) = et A(0)e Y, (24)

na qual se fez i =1 por questoes de simplicidade.
A evolugao temporal de A é governada pela equagao
de Liouville

d
—A(t) =iLA(t). (25)
dt
Na Eq. 25, L é o operador de Liouvile, que é definido
como

LA(t)=[H A(t)] = HA(t)— A(t)H.  (26)

No método das relagdes de recorréncia, A(t) é conside-
rado um vetor definido em um espaco de Hilbert, S, de
dimensao d. A dimensionalidade do sistema dependera do
sistema tratado, bem como da varidvel dindmica que se
pretende estudar. O produto escalar (ou produto interno)
em S ¢é definido por meio do produto de Kubo,

(XaY) =

| =

B
/dA (XNYT) —(X){Y"), (27
0

onde X e Y sao vetores, definidos no espago de Hilbert e
os simbolos <>representam médias térmicas no ensem-
ble canénico. Além disso, 5 = 1/(kgT), em que T é a
temperatura e kg € a constante de Boltzmann. As médias
térmicas no ensemble candnico sdo tomadas da seguinte
maneira:

Tre PHEX
X)=———. 28
(xX)="C (28)
Na representacdo de Heisenberg,
X (\) =M Xe M, (29)

No limite de altas temperaturas (T — 00), o produto
escalar (X,Y) reduz-se a

Tr XYt
Tr1
em que Trl é o ntmero de estados do sistema.
A quantidade de interesse A(t) é dada como uma ex-
pansdo em termos de vetores de uma base ortogonalizada,
ndo normalizada, {f, }no espago de Hilbert S,

(X,Y) = (30)

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n® 3, e3308, 2018

Método das Relacbes de Recorréncia aplicado no problema do elétron em campo magnético constante e uniforme

d—1
A0 =3 (1) fu. (31)
v=0
Sabemos que (Eq. 25),

Ly

dt = iLA(t)];—o = iLA(0). (32)

t=0

Para verificar a relacdo de recorréncia que gera a base
de vetores f,,, comecamos definindo o primeiro vetor de
base (v = 0) como

1) =L 1) = | 550 0) (53)

t=0

Os vetores devem ser ortogonais, entdo os produtos
escalares entre vetores diferentes deverao ser nulos. Por-
tanto, <fo|fo>=<f;|f3>=0. O segundo vetor pode ser
escrito como:

|f2) = iL|f1) +|x) - (34)

Aplicando as condig¢des de ortogonalidade teremos,

(fol f2) = (foliL| f1) + (folz) = 0. (35)

Como

(foliL = (f1], (36)

obtemos,

—(filfiy+{folx)=0 (37)

De maneira anéloga,

(filf2) = (AlL|f1) + (filz) = 0= (fi]z) = 0. (38)

Vamos supor que

x = cfp. (39)
Levando a Eq. (39) na Eq.(37), vemos que,
—(fil fi)+(folcfo) =0 (40)
e ainda,
(Al
= Thy A" )

Portanto o segundo vetor da base (Eq. 34) fica dado
por

|f2) = iL|f1) + A1 lfo) - (42)

Os outros vetores da base sdo construidos maneira
analoga, observando-se a ortogonalidade entre os mesmos.
Os vetores f, podem ser construidos sistematicamente e
satisfazem a seguinte relacdo de recorréncia, dita Relacdo
de Recorréncia I (RRI),
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fos1=14Lf, + AL fu1 0<v<d-1, (43)

em que
(fl/’ fl/)
A, = ———— 44
(fl/—].? fl/—l) ( )
com as seguintes defini¢oes,
f-1=0 e Ag=1. (45)

Podemos fazer uma escolha arbitraria para o primeiro
vetor de base fy. Em geral, escolhe-se fy =A(0) e assim
as condigdes iniciais impdem que ag(0)=1 e a, (0)=0 para
valores de v maiores ou iguais a 1.

Isso pode ser verificado facilmente, pois

A(t)=uao(t) fo+ai (t) fi + ... + ag—1 (t) fa—1. (46)

E quando t = 0, temos,

A(0) = ao (0) fo+ a1 (0) f1 + ... + ag—1(0) fa—1 = fo.
(47)
A funcédo ag(t) representa a funcgdo de relaxacdo da
teoria de resposta linear. No limite de altas temperaturas,
ag(t) é simplesmente a funcdo de autocorrelacao depen-
dente do tempo ag(t)=C(t). A fungdo de autocorrelagdo
temporal para o operador A(t) nos informa sobre a cor-
relagdo do operador consigo mesmo em relagdo ao tempo
t=0:

L JAWAD)\  (A®), A©)
o) = <A<0> A<o>> = @0, a0y @

Expandindo A(t) na base de vetores apropriada, vemos
que

_ (A(t), A(0))
)= ), 40)
(o) fo +(;;’<%1 T Jo) ey, (a9)

Como a expansdo de A(t) em termos dos vetores de
base f, satisfaz a equagao de Liouville, o uso da relagao
de recorréncia da origem a uma segunda relacao de re-
corréncia para os a,(t), dita Relagdo de Recorréncia IT
(RRII):

ial, (t) + ap—1 (t)

0<v<d-—1
dt =V= ’

(50)

Aptrap4 (t) = —

em que a_1 (t) = 0.

Note que os A, sdo os Unicos elementos que entram
na construcao dos a, (t), os quais determinam completa-
mente a evolugao temporal do operador.
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Uma consequéncia de RRII é que a fungdo de autocor-
relagdo temporal a,(t) tem derivada nula na origem, isto
é,

d

a0 (0] =0, (51)

o que impede, por exemplo, decaimento exponencial sim-
ples como solucio exata para a,(t).
Da relacao de recorréncia RRII, vemos que

d
A1a1 = —ﬁao (t) . (52)

Vamos aplicar agora a transformada de Laplace a Eq.
52

v=>0

oo oo

/e_Zt Ajay (t) dt = —/e_Zt(m;it(t)dt. (53)
0 0

Integrando por partes o lado direito da equagao, obte-
mos

Ajay (z) =1—zap(2). (54)

Repetindo o processo, ou seja, aplicando a transfor-
mada de Laplace aos termos com v = 1, 2, 3, obtemos

Apti1ap41(2) =ayp-1(2) —za, (2) v>1 (55)

Partindo das relagdes de recorréncia RRI e RRII, pode-
mos escrever ag(z) na forma de uma fracdo continuada:

ao (2) = ——&— (56)

A funcio de autocorrelagdo temporal, agp(t), é determi-
nada aplicando-se a transformada de Laplace inversa em

a()(Z).

ao (t) = L™ (ap (2)) . (57)

Quando utilizamos o método das relagoes de recorréncia,
calculamos primeiro os vetores da base e, a seguir, os
deltas. Vimos acima que os deltas determinam ag(z) e,
por conseguinte, a funcdo de autocorrelagao temporal.

4. Aplicagcao do Método das Relacoes de
Recorréncia no problema do elétron
em um campo magnético externo
uniforme

Pretendemos obter o comportamento dindmico das com-
ponentes do momento angular do spin de um elétron
imerso em um campo magnético uniforme que aponta na
direcao z de um sistema de coordenadas.
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4.1. Funcgao de autocorrelagcao temporal na
direcao y

A principio obteremos os vetores da base e os deltas para
posteriormente calcularmos as fungdes de autocorrelagao
temporais. Para o cédlculo da fungao de autocorrelagao
temporal na direcdo y, escolhemos

fo=oy. (58)

A relagdo de recorréncia RRI nos diz como proceder
para encontrar o segundo vetor da base fi:

Ji=iLfo+ Aof-1 =iLfy=1i[H, fo] =i[H,0,], (59)

Jé que f_1 =0e Ao =0.
Como vimos na secao 2, o hamiltoniano para este
problema é dado por:

9B,
2 7
Na qual se fez & =1 por uma questao de coeréncia com
o MRR.
Logo,

H = (60)

.| 9Bo .9Bo
fi=i|—"F—0,0y| = =17

2 2 [027 O’y} =

B
—1970 (—2i0,) = —gBooy.  (61)

Para o calculo de Ay, utilizamos

A = (f1, f1) _ (—9Boos, —gBoo.) — (gBo)®. (62)

(fo, fo) (oy,0y)

Para calcular o préximo vetor da base, devemos fazer
v = 1na RRI:

B,
fo=iLlfi+Aifo=1i —92700:“ —gBgoy| +
(930)2 Oy = — (930)2 oy + (930)2 oy =0. (63)

Como consequéncia,

_ (faf2)
Ay = (s F1) = 0. (64)

Pode-se mostrar utilizando-se RRI que f3 =f; =...=
fg—1 =0. Além disso, Az = Ay—...—Agq_1 =0.
Logo podemos calcular o valor de a(z),

G()=— == (5)

S e

A funcéo de autocorrelacao temporal é entao obtida
tomando-se a transforma de Laplace inversa de ay(z),
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ag (t) = L™ 'ag () = cos (ggot> =Cy(t). (66)

Portanto, ag(t) pode assumir valores no intervalo de
-1 a 1 na direcao do eixo y.

4.2. Funcao de autocorrelacao temporal na
diregao x

O problema na dire¢do x é simétrico ao problema em y.
Para se fazer os cilculos basta seguir a mesma sequéncia
apresentada na secdo 4.1. Pode-se mostrar que, para
fO = Ox,

ag (t) = L™ ag (2) = cos (QQBOt) =C; (). (67)

4.3. Funcao de autocorrelagiao temporal na
direcao z

Para direcdo z, escolhemos o primeiro vetor da base como

fO =0z, (68)
o que leva a
_ ;| _9Bo _ ;9B _ ;9B ¢ =
fl—z{ 5 JZ,UZ]— = [0.,0.] = —i 5 (0)=0
(69)
e Al =0. Além diSSO, fg :fg =...= fd—l =0 e AQ =
As_..._Aq_1 =0.
Portanto,
1
a0 () =7, (70)

com tranfomada de Laplace inversa,

1
wo-1 () =1-c.0. @
ou seja, a fungdo de autocorrelacao temporal na diregao
de aplicagdo do campo apresenta valor constante. O
momento angular de spin S, estd sempre positivamente
correlacionado consigo mesmo, para todo tempo t.

5. Consideracgoes finais

Com a aplicagdo do método de relagao de recorréncia
(MRR), conseguimos obter o comportamento dindmico
em trés dimensdes do spin do elétron quando submetido
ao campo magnético uniforme. Verificamos que na direcdo
do campo (eixo z) a componente do spin, S,, possui uma
fungdo de autocorrelacdo temporal com valor constante
e igual a 1, ou seja, C,(t)=1. Porém, nos eixos x ey,
verificou-se que essas funcdes oscilam periodicamente no
tempo e podem assumir valores que vao desde -1 a 1.
Este resultado era esperado, pois como vimos no calculo
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dos valores esperados dos spins, Sx e S, s@o fungoes
periddicas do tempo, enquanto S, apresenta um valor
constante, ou seja, a componente z do spin esta sempre
positiva e integralmente correlacionada consigo mesma.
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