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Neste trabalho, nés consideramos um modelo tridimensional dindmico de um gés de férmions em um estado
superfluido de Bardeen-Cooper-Schrieffer aprisionado por uma rede éptica quase periédica unidimensional e
na presenca de um potencial externo em forma de charuto. Através da aproximacio variacional, estudamos a
possibilidade de que o coeficiente de ndo linearidade atuando em uma combinag¢ido com o potencial da rede éptica
quase periddica e potencial em forma de charuto permite o surgimento de sélitons tridimensionais iluminados. As
familias de gaps sélitons fundamentais tridimensionais sdo estéveis para pequenos valores de amplitude da rede
6ptica quase periddica. O manuscrito apresentado pode tornar-se um guia de ensino e aprendizagem em estudos
envolvendo gases fermibnicos aprisionados por laser. Os alunos sdo incentivados a realizar calculos variacionais
para a equacao hidrodindmica em uma dimensao.

Palavras-chave: Redes 6pticas quase-periddicas, Superfluido de Fermi, Aproximacao variacional (AV).

In this work, we consider a dynamical three-dimensional model of a Bardeen-Cooper-Schrieffer superfluid Fermi
gas trapped in a unidimensional quasiperiodic optical lattice and in the presence of a tight cigar-shaped trapping
potential. By variational approximation, we study the possibility that the nonlinearity coefficient acting in a
combination with the potential of the quasiperiodic optical lattice and cigar-shaped trapping potential, allows
three dimensional bright gap solitons to arise. Families of three-dimensional fundamental gap soliton are stable for
small values of amplitude of the quasiperiodic optical lattice. The manuscript presented may become a teaching
and learning guide in studies involving fermionic gases trapped by light fields. Students are encouraged to perform

variational calculations for the hydrodynamic equation in one dimension.
Keywords: Quasiperiodic optical lattice, Fermi superfluid, variational approximation (VA).

1. Introducao

Proposta em 1925 a partir dos trabalhos tedricos de Al-
bert Einstein e do fisico indiano Satyendra Nath Bose,
o condensado de Bose-Einstein trata-se de uma fase da
matéria obtida quando atomos bosénicos estao a bai-
xas temperaturas. Entretanto, a condensacao de atomos
bosonicos a baixas temperaturas somente foi comprovada
experimentalmente em 1995, gracas a utilizagdo de lasers
que criam potenciais de aprisionamentos que confinam os
dtomos [1]. Deste entdo, tem crescido o desejo de estudar
as propriedades nao lineares de fené6menos que envolvem
atomos ultrafrios. Atualmente é possivel confinar experi-
mentalmente dtomos fermionicos utilizando lasers e criar
potenciais adicionais como as redes Opticas periddicas
[2, 3]. Na presenca de uma rede 6ptica, a&tomos sdo cap-
turados nos maximos ou minimos de intensidade de um
campo de luz de ondas estacionérias devido as forcas de
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dipolos, permitindo aumentar a compreensao de varios
fendmenos de muitos corpos; tal como a superconduti-
vidade em alta temperatura, superfluidez e isolantes de
Mott [4-6].

Os estudos tedricos da dindmica de condensados sdo
realizados através da equagao de Gross-Pitaevskii, que
possui como solugdo uma funcdo de onda macroscépica
que descreve o sistema de gases frios aprisionados. Tais
funcoes de ondas possibilitam compreendermos experi-
mentalmente as questoes fundamentais de fendmenos que
surgem em atomos frios e estao associados a fisica de es-
tado sélido assim como as oscilagoes de Bloch e processos
colisionais de sélitons [7-9]. Utilizando a estrutura peri6-
dica de uma rede 6ptica é possivel controlarmos algumas
propriedades de um condensado, como a estabilidade de
excitagoes nao lineares localizadas com potenciais quimi-
cos dentro das bandas [10, 11] e a formagao de sélitons
iluminados (denominados de gaps sélitons iluminados)
[12]. E a partir do controle de uma rede éptica que cada
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sitio da rede passa a ser ocupado por apenas um atomo
em seu estado fundamental; dessa forma, condensados
revelam-se promissores como registros para computacio
quéntica [13, 14].

Embora nao possamos medir uma fun¢do de onda de
um condensado, uma vez que a resolugao 6ptica de um
sistema de imagem nao pode detectar atomos individuais,
a distribuicao do momento pode ser medida através do
tempo de vdo dos atomos e interpretada teoricamente
através de fungoes de ondas na forma gaussianas. Méto-
dos variacionais tém obtido sucesso ao utilizar fung¢oes
de ondas gaussianas como solugoes da equacdo de Gross-
Pitaevskii (1D, 2D e 3D) que representa gases bosonicos
ou fermibnicos aprisionados por redes 6pticas simples
unidimensionais, bidimensionais ou tridimensionais. Mé-
todos variacionais possuem a mesma precisdao que alguns
métodos numéricos [15, 16], e permitem estudar a esta-
bilidade de gaps sélitons formados a partir das vérias
geometrias de aprisionamentos [15, 16].

Abordagens didaticas sobre a teoria de condensados
de Bose-Einstein sem dar énfase aos calculos numéricos
e considerando apenas potenciais harmonicos simples po-
dem ser encontradas em alguns livros-texto de mecéanica
estatistica e em artigos publicados em revistas de ensino
[17-21]. Entretanto, durante alguns cursos de graduagio
em fisica, ndo existe uma cultura de ensinar as novas for-
mas tecnolégicas e tedricas de aprisionamentos de gases
quanticos. Outra caréncia de ensino e aprendizagem que
podemos destacar estd voltada ao estudo da formacéo
de sélitons, gaps e bandas de energias que surgem em
gases quanticos aprisionados. De fato, existe uma carén-
cia em ensinarmos para os alunos de graduacao ou até
mesmo de pdés-graduacao dos cursos de ciéncias exatas,
que é possivel a formacao de sélitons e gaps de energia
em condensados de Bose-Einstein ou gases fermionicos
aprisionados por potenciais criados por lasers. Apesar de
principios variacionais e formalismo lagrangiano serem
abordados na disciplina de mecénica classica nos cursos
de graduacao de fisica ou engenharias, nao existe apli-
cacoes de tais métodos variacionais voltados a solucao
da equacao de Gross-Pitaevskii, que nao deixa de ser
uma equacao de Schrodinger nao linear e que descreve a
dindmica de gases quénticos aprisionados.

Na tentativa de suprir em partes algumas das neces-
sidades citadas acima como a falta de livros didéticos
ou outros materiais pedagogicos, alguns trabalhos tém
sido publicados na Revista Brasileira de Ensino de Fi-
sica, enfatizando a utilizagdo de métodos variacionais e
método de Monte Carlo aplicado ao oscilador harmoénico
unidimensional [22], ou destacando o uso do formalismo
de supersimetria em mecanica quantica aliado ao método
variacional [23]. Artigos com o propdésito de apresentar
a aplicagdo dos métodos variacionais como solucao das
equagoes hidrodinamicas de campo médio tridimensional
e unidimensional, demonstraram que é possivel a forma-
¢ao de gaps sélitons iluminados em um gas de bdsons
ou em um gas de férmions degenerados confinados por
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um potencial harmoénico e uma rede éptica unidimensio-
nal [24]. Por outro lado, estudos variacionais envolvendo
atomos bosoénicos aprisionados por redes simples ou du-
plamente periddicas unidimensionais, comprovaram ana-
liticamente que é possivel criar gaps sélitons iluminados
sem a presenca de um potencial harmonico [25]. Soma-se
a esta seqiiéncia de trabalhos publicados a solucao da
equacao hidrodindmica de campo médio que representa
um gas de férmions unidimensional aprisionados por uma
rede quase periédica, permitindo também a formacao
de sélitons iluminados [26]. Em decorréncia de grandes
esforcos na busca de melhoria do processo de divulgacéo
cientifica e de ensino, assim como da falta de abordagens
didaticas envolvendo véarios tipos de potenciais de redes
Opticas, somos motivados a estudar a estabilidade espa-
cial de atomos fermionicos aprisionados por redes épticas
nao periddicas, ou também denominadas de redes quase
periddicas utilizando métodos variacionais.

Com o intuito de contribuirmos para a divulgacao do
ensino e aprendizagem, o presente trabalho apresenta
uma abordagem utilizando a aproximacao variacional
como solugoes de uma equagao hidrodindmica de campo
médio em trés dimensdes que representa gases fermidnicos
aprisionados por campos de luz. O objetivo foi estudar a
formacao de gaps sélitons iluminados em um gas de fér-
mions degenerado confinados por uma rede 6ptica quase
peridédica unidimensional e na presenca de um potencial
transversal bidimensionais na forma de charuto. Através
da aproximacgao variacional nés estudamos a possibili-
dade de que a nao linearidade efetiva para férmions em
um regime fraco atuando em combinagdo com o potencial
de rede 6ptica quase periddica permitisse o surgimento de
gaps sélitons fundamentais em trés dimensées. Em face
do exposto, o trabalho proposto é um complemento dos
estudos citados nas referéncias [24-26] e propoe solugoes
variacionais para as equagoes hidrodindmicas de campo
médio tridimensional utilizando uma funcdo gaussiana
tridimensional.

Este manuscrito esta organizado como segue. Na secao
2 faremos uma abordagem sobre sélitons e redes épticas,
destacando os conceitos fisicos fundamentais envolvidos
na formagao de gaps sélitons fundamentais em conden-
sados de Bose-Einstein. Na se¢do 3 nds apresentaremos
a equacao hidrodindmica para Férmions ou equacao de
densidade funcional que representa um sistema de ga-
ses fermibnicos aprisionados por uma rede éptica quase
peridédica unidimensional e um potencial externo bidi-
mensional. A se¢do 4 refere-se aos resultados obtidos
como conseqiiéncia da aproximagao variacional para gaps
solitons iluminados em 3D. Na secao 5 sdo apresentadas
as conclusodes dos resultados obtidos e sugestoes para
trabalhos futuros, também incentivamos o leitor a rea-
lizar os calculos variacionais para outras dimensoes de
aprisionamentos.
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2. Uma breve abordagem sobre Sélitons
e redes Opticas.

Um dos grandes precursores do estudo da propagacao de
ondas em meios aquaticos foi John Scott Russell em 1834,
que ao observar a propagacao de ondas aquéticas no ca-
nal de Eddinburgh-Glasgow notou que uma massa de
agua se propagava com velocidade constante sem perder
a sua forma. Para uma definicao mais precisa, o nome
séliton surgiu da expressao em inglés “solitary wave”
(onda solitdria). Uma simples ilustracdo de uma onda
solitaria propagando-se em um meio (canal) pode ser
visualizada na Fig.1 abaixo. A onda estd confinada pelas
extremidades de uma caixa retangular de profundidade-
H, comprimento-X, e largura-Y. Na Fig. 1, observa-se que
a onda aquatica se propaga ao longo da caixa retangular
na diregdo X sem mudar a sua forma, tal comportamento
também ocorre em guias dielétricos e surgem em decor-
réncia do balanco entre efeitos nao lineares e efeitos de
dispersdo do meio [27, 28].

Os solitons ndo existem simplesmente em meio aquoso,
o comportamento observado na Fig. 1 ocorre em ou-
tros meios como em fibras épticas, sistemas biolégicos
e condensados de Bose-Einstein. Na fisica de estado so-
lido, o termo gap proibido é definido como regides espec-
trais onde nao existe a propagacao de ondas; entretanto,
quando a nao linearidade permite a localizacao de ondas
dentro de uma banda de gap linear, formam-se o que
definimos de gaps sélitons iluminados [29]. No caso dos
condensados de Bose-Einstein, as fun¢des de ondas ma-
croscopicas obedecem as solugoes chamadas de equacao
de Gross-Pitaevskii, cuja ndo linearidade é um resultado
das interagoes entre atomos. Dependendo da natureza
de atracdo ou repulsdo entre as particulas, a equagao
de Gross-Pitaevskii possui solugoes do tipo sélitons ilu-
minados para interagoes repulsiva (pico de intensidade
localizada acima do fundo de uma onda continua) ou
escuros para interagdes atrativas entre particulas (ca-
racterizado como uma queda de intensidade localizada
abaixo do fundo de uma onda continua) [26].

Experimentalmente a partir da sobreposicao de lasers
em trés ou uma dimensdo, criam-se potenciais que confi-

C T\
Y

Figura 1: Caixa retangular de profundidade-H, comprimento-X,
e largura-Y no qual uma onda solitaria se propaga.
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nam os atomos [2]. Procedimento experimental similar
também ocorre para produzir uma rede 6ptica unidi-
mensional que se origina da interseccdo de dois feixes
de lasers contrapropagantes, que teoricamente pode ser
escrito como,

V(z) = &1 cos(2z + @) + 2 cos(nx) (1)

em que €1 e €92 sdo as amplitudes ou profundidade da rede
Optica e podem ser ajustadas experimentalmente a partir
da intensidade dos lasers. Experimentalmente, o pardme-
tro ¢ na Equagao corresponde & fase relativa entre
duas ondas, e n é a razdo entre os diferentes ntimeros
de ondas de cada laser. Estudos considerando o mesmo
potencial de aprisionamento, descrito na Equacdo (1))
foram realizados experimentalmente envolvendo atomos
bosénicos [30], e teoricamente, considerando atomos fer-
midnicos unidimensionais [26]. A partir das consideragdes
citadas, adotaremos em nosso trabalho para a Equacao
(1), os seguintes valores: ey = e; =¢;n=1e p = 1,
desta forma obtemos,

V(z) = elcos(2x + 1) + cos( z)] (2)

O potencial descrito pela Equacdo gera um padrao
de interferéncia em que os d4tomos sao aprisionados nos
nodos e antinodos pela for¢a de dipolo. A Fig.2 abaixo
ilustra um exemplo do potencial de rede quase peridédica
que sera utilizado em nosso trabalho obtido a partir da
Equacao . Outros valores para a amplitude de rede
quase periddica também serdo considerados na secao 4.

O potencial descrito pela Equagao quando intro-
duzido em uma equacao hidrodindmica para férmions
ou também denominada de equacao de densidade funci-
onal, que é uma equacao nao linear devido a interacao
entre particulas, permite através de métodos variacionais
obtermos solugdes solitonicas. Tais solugdes possuem a
forma de sélitons iluminados e existem dentro de gaps
proibidos do espectro da banda de gap linear, sendo en-
tdo denominados de gaps sélitons iluminados [31]. Os

0 5 10 15 20 25 30
X

Figura 2: Exemplo de uma rede éptica unidimensional quase
periddica criada pela interseccdo de feixes de lasers contrapropa-
gantes obtidas a partir da Equacao .
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sélitons em condensados de Bose-Einstein surgem devido
a presenca da rede 6ptica e dos efeitos nao lineares. Uma
abordagem fundamental sobre sélitons em condensados
de Bose-Einstein é encontrada na Ref.[32, 33]. Na fisica
do estado sélido, as solugoes da equagio de equacao de
Schrodinger linear contendo um potencial criado pelos
ions da rede e que atuam nos elétrons, produz uma de-
pendéncia da energia das bandas de Bloch em funcéo
do quase momento, permitindo obtermos as estruturas
de bandas da rede éptica e os seus respectivos gaps es-
pectrais [29]. Fenomenos similares que ocorrem na fisica
de estado sélido, ou seja, deteccoes de gaps espectrais
também foram obtidas em estudos tedricos que envolvem
gases fermionicos e bosbnicos aprisionados por redes 6p-
ticas [16, 24-26]. Evidéncias experimentais comprovaram
que existe uma relacdo entre a fisica de atomos ultrafrios
e fisica de estado sélido [34].

Apesar da Equacao fazer parte de varios estudos
tedricos ou experimentais, potenciais na forma panqueca
ou charuto também cumpre seu papel no processo de
aprisionamento de atomos frios. Diante do exposto, nés
utilizaremos o potencial total de aprisionamento de ato-
mos escrito como,

V) = %mwi(yQ 4+ 22) + elcos(2z + 1) + cos(z)] (3)
em que o primeiro termo da Equagao , ouseja, V(y, z) =
(1/2)mw? (y* 4 22) refere-se ao potencial externo do tipo
oscilador harmonico em 2D (na forma de charuto) que
representa o potencial de aprisionamento magnético ex-
perimental, sendo ma massa atoémica e w, ¢é a freqiién-
cia do laser de aprisionamento transversal (ou freqiién-
cia do confinamento harménico), e o segundo termo
V(z) = e[cos(2z + 1) + cos(z)] trata-se do potencial
da rede 6ptica quase periddica descrito pela Equagao .

3. Equacao hidrodindmica para férmions

Uma boa introducdo sobre a fundamentagao teodrica e ob-
tencao da equacao hidrodindmica para férmions, também
denominada de equacdo de densidade funcional, pode
ser encontrada nos trabalhos publicados nas Ref.[16, 26].
Uma equacao hidrodindmica dependente do tempo que
representa gases fermionicos aprisionados por campos de
luz, ou seja, lasers de aprisionamentos externos e poten-
cial da rede quase periédica podem ser escritos como,
SO R
ot 2mey

(372222 [, ) ()] + V() 0l ) (4)

Na Equacao , a funcdo de onde |y (7,t)/* = p3pé
proporcional a densidade total de 4tomos, na qual é ob-
tida levando em consideracéo os pares de Cooper [16, 26].
O termo V? = 02 /022+0? /0y*+9? /02* é o Laplaciano
em 3D que representa a energia cinética. Ao contrario
da equacao de Gross-Pitaevskii que possui um termo de

[*VQQ/J(TU t)
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nao linearidade ctbica repulsiva ou atrativa para bdsons
l4b(r,t)|> 4 (r, £)[35], 0 parAmetro de ordem que descreve o
superfluido fermi6nico aprisionado por potenciais épticos
na Equacao é representado pelo termo nao linear
repulsivo [ (r, t)|4/3 (r,t). O ltimo termo na Equagio
(4], ou seja, V (r) trata-se do potencial na forma de cha-
ruto descrito pela Equagdo (3). A Equacdo (4) estd sujeita
a condi¢ao de normalizagao | WJ(T, t)2| dxdydz = N.

Para o presente caso em estudo, consideraremos a
Equagao ([10) independente do tempo ao assumirmos
P(r,t) = e #pt/hy(r), onde up é o potencial qui-
mico e ¢(x) é uma funcdo real sujeita & condicdo de
normaliza¢do [ ¢?(r)dr = 1. Além de reescrevermos a
Equacao na forma estacionaria, acrescentaremos a
rede 6ptica quase peridédica unidimensional e o potencial
de confinamento do tipo oscilador harmoénico bidimen-
sional (Equagao (3)). A partir de tais consideracoes, a
Equagao passa a ser escrita como,

2

o o(r) = [=V20(r) + (3% /2)*% [p(r)|? o(r)] +

- 2Mmey
-%mwi (y* + 2)p(r) — e [cos(2z + 1) + cos(z)] p(r)  (5)

De posse da Equagédo (5), podemos reduzi-la ao realizarmos
o processo de escalonamento, para isso consideraremos:

_ (2x\3/2 = _ n? 2 -
w(r) = (5) VNG, =5 (%) Aip e
— 12 (27)2 ¢
x=15 (%) x
onde x = z,y e z. A Equagio (5) ap6s reescalonamento passa
ser escrita como

1
pp @(r) = *5(33: + 0 + 02)(r) + gsp

x [o(r)[7* o(r) + aly® + 2°)p(r)
— Vo[cos(2z + 1) 4 cos( )] (1) (6)

Para a Equagéo (6) o termo de néo linearidade é represen-
Mg (QJ)CS/Q

2m 2
temos: ¢(r) = (27”)3/2 VN@. O termo Vo = emes (;—h)Qé
proporcional & amplitude da rede onde A trata-se do compri-
mento de onda do laser de aprisionamento. Para simplificar
os calculos consideraremos: m.ysr/m(\/2mh)? = 1, a partir
desta consideragio Vp = e. O termo a = (1/2)mw? serd
considerado como uma constante.

A partir da Equagédo (6), obtemos a densidade lagrangiana
de acordo com a Equacédo (7) abaixo

tado por gsp = N2/3, e para a funcéo de onda

Lo =+ [p0)* = 5 V()]
+Vp [cos(2z + 1) + cos(x)] |o(r)|* +

—a (i + ) I = L2 ey (@)

A evolugdo da fungdo de onda de um sistema de gases frios
descritos pela Equacdo (7) é realizada através da minimizagao
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de Lp por meio de um conjunto de funcdes tentativas (an-
satz) na forma gaussiana. Conforme comprovado em vérios
estudos, as fungdes de ondas gaussianas sdo eficazes como
solugoes de equagdes que descrevem condensados bosénicos
e fermiénicos [16, 24-26, 36-38]. N6s consideraremos como
solugdo variacional para a Equagdo (7) a fungdo tentativa
variacional em 3D na forma gaussiana:

VN 22 o2 52
<P\~ gz ) ®

m3/AWV1/2
em que N corresponde a norma, W¢é a largura bidimensional
eVa largura axial do séliton. Com o objetivo de encontrar
as equagbes que fornecem a evolugdo dos pardmetros varia-
cionais W e V, substituimos a Equacao na Equagédo (7)
para obtermos a lagrangiana efetiva através da densidade
lagrangiana no espago de coordenadas utilizando a relacdo,

Loy = (Lp) = / Z / Z / Z (Lo)dedyds  (9)

ou seja, a lagrangiana efetiva obtida a partir da Equacao (7)
é escrita como,

L= [ [ [ [ et

1
=5 [Veo(,y, 2)|” + Voleos(2z +1) + cos(x)]

w(l‘? y7 Z) =

x Jo(z,y,2)]” —a (y* +2°) [o(r)|?

3
- 953'3 le(z,y, Z)I} dzdydz + pp. (10)

Apés integrarmos a Equacéo em relacéo a x,y ez obte-
mos a lagrangiana efetiva em 3D para férmions aprisionados
por uma rede Optica quase periédica unidimensional e na
presenca de um oscilador harménico bidimensional, a qual
é escrita em termos dos pardmetros da funcdo de onda da
gaussiana como,

N N
Les = pp (N —1) — -
F=mp( )= 5z~ ave
35/2  N5/3 s )
~ Sy sy VN (054 40
2 2
_aNV _ aNW (11)
2 2

O comportamento de up, e a evolugdo dos parametros
gaussianos N, We Vexplicitos na Equagao (11 sdo obtidas
ao resolvermos as equagdes de Euler-Lagrange

d (OLes OLey
— - = 12
dt ( 8qj ) aq]' 07 ( )

em que adotamos como notagdo ¢; = {up, N, W,V}. A pri-
meira equagdo variacional é obtida a partir da lagrangiana
efetiva (Equagéo ), assim; L.y /Oup = 0 produz como
esperado N = 1, dessa forma N = 1 serd substituido nas ou-
tras equacgdes variacionais abaixo. Desenvolvendo os cédlculos
OLcs/0V = OLcy/OW = 0, teremos a relagdo entre a largura
do séliton (W e V) e gsp conforme abaixo

; (3)5/2 gspV*/?
5

1 4
p— p— — 1
573 awars — OV (13)
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1 4 /3\5/2 93D
w3 5(3) TW7/3y2/3

VW2 {1.085“ + 0.56*“5W1 — aW?

A partir da equacgdo OLp.f/ON = 0, obtemos pup em
funcdo de VeW, que resulta na expresséo,

e () st
2W2 42 5 3T W4/3v2/3

2
+Vo (0.54 efW2 + eio‘%w2) + 04‘2/

aW?

2

As solugoes das Eqgs. e produzem uma dependéncia
de gsp em fun¢do de pp para gaps sélitons iluminados em 3D.
Os célculos serédo realizados considerando a amplitude da rede
dptica quase peridédica dentro de um intervalo 1 < V4 < 10.
Estando de posse da expressido da nao linearidade em funcao
do potencial quimico, devemos determinar o valor de V ou W
que minimiza esta expressdo. Os dois sistemas de equagoes
13 e 14 sao equivalentes; nesse caso, toda solugdo de qualquer
um dos sistemas também é solugdo do outro. Uma solucédo
de um sistema é uma seqiiéncia de ntmeros (valores dos
pardmetros variacionais) que satisfaz as equagdes simultaneas.
Uma alternativa para resolvermos um sistema de equacses
lineares é utilizarmos o método de Gauss-Seidel (método
de iteragdo), ou outros métodos abordados extensamente e
disponiveis em livros-texto de fisica computacional e métodos
numéricos.

+

=D (14)

4. Resultados obtidos a partir da
aproximacao variacional

Os resultados obtidos utilizando as aproximacoes variacionais
para o presente caso em estudo estdo expostos nas Figs.3, 4 e
5. Para todos os valores de Vj considerados, o comportamento
de gsp versus pusp em um gas fermionico aprisionado por uma
rede quase periédica e na presenga de um potencial harmonico
bidimensional sdo iguais.

A formacao do gap, caracteristica fundamental da estrutura
de banda dos sdlidos cristalinos, é nosso principal resultado
no estudo envolvendo gases quanticos. As barras verticais na
Fig.3 representam as primeiras bandas de Bloch que separam
os gaps Para uma melhor compreensdo desta possibilidade, o
leitor deve lembrar que na fisica de estado sélido, uma equagao
de Schrédinger unidimensional linear com um potencial perié-
dico do tipo ecos(kz), permite o surgimento de um espectro
com banda de gaps finitas separadas por distintas bandas de
Bloch que possuem solugoes de ondas lineares espacialmente
quase periddicas [22]. Desta forma, processo similar também
ocorre no estudo de gases quanticos, onde a ndo linearidade
permite a localizacdo de ondas dentro de uma banda de gap
linear, formando gaps sélitons iluminados.

Em nosso trabalho, para obtermos os valores das bordas
das bandas de Bloch, devemos considerar um regime linear,
para isso nas Egs. (13 e 14) admitiremos que gsp = 0 e que
o valor de amplitude da rede éptica seja Vo = 1. A partir de
tais consideragdes, as solugdes variacionais das Egs. (13]) e
fornecem o valor para o potencial quimico pusp = 1.0
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Figura 3: Resultados variacionais para gsp versus pp obtidos da primeira banda de gap para uma rede éptica quase periddica.
Osvalores para os potenciais quimicos foram obtidos considerando o potencial quase periédico “V (z) = Vp[cos(2z + 1) + cos(z)]”.

A barra vertical representa a primeira banda de Bloch que separam os gaps

(Fig.3(a)), o qual coincide com o valor da primeira borda
esquerda na primeira banda de gap. No segundo caso quando
Vo = 2 (gsp = 0) obtivemos o seguinte valor para o potencial
quimico usp = 0.794, que corresponde ao valor da primeira
borda esquerda na primeira banda de gap (Fig3(b)). Para
outros valores de amplitude de rede éptica quase periddica e
regime linear gsp = 0, obtemos psp = 0.83 (Vo = 3), psp =
0.99 (Vo = 4), psp = 1.16 (Vo = 5), usp = 1.36 (Vo = 6),
MU3D = 1.55 (‘/0 = 7), MU3D = 1.74 (Vo = 8), MU3D = 1,95
(Vo =9) e usp = 2.14 (Vo = 10), no qual equivalem ao valor
da respectiva borda para cada amplitude considerada. Por
outro lado, para o regime nao linear, no qual sdo adotados
valores para a ndo linearidade gsp >0 é possivel obtermos o
comportamento da ndo linearidade em funcdo do potencial
quimico para cada amplitude de rede 6ptica quase periddica
Familias de s6litons iluminados, ou gaps sélitons iluminados,
para gases fermionicos sdo localizadas na primeira borda da
banda de gap do potencial da rede quase periédica através
das solugoes das Eqs. e (Fig.3). De acordo com vérios
trabalhos publicados na literatura considerando outros tipos
de redes Opticas, as solugdes variacionais predizem familias
de gaps sélitons iluminados na primeira e através da segunda
banda de gap, entretanto, tais solugdes ndo sentem a presenga
das bandas de Bloch que separam as bandas de gap [16, 36,
39]. Diante do exposto, nosso estudo é realizado apenas para
valores préximos a primeira borda da banda de gap.
Conforme comprovado em outros trabalhos [16, 24-26, 36,
39], gaps solitons iluminados sdo localizadas em pequenos
valores do coeficiente de nao linearidade. Diante do exposto,
para cada valor de amplitude de rede adotado, podemos
estudar o comportamento dos varios tipos de gaps sélitons
com distintos valores de up préximos das bordas das bandas
de gap obtidos na Figura 3, para isso basta considerarmos
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a gaussiana que os representa (Equagio ) no qual possui
como pardmetros a largura bidimensional (W) e Vque se
tratada largura axial. Os valores para as larguras (W, V) sdo
obtidas através da solugdo da Equagdo para cada valor
de amplitude selecionado. A partir das solugdes das Equacoes
e acopladas, obtém-se os valores para os potenciais
quimicos up para cada respectivo valor de V. Considerando
apenas a Fig.3(a) no qual a amplitude de rede 6ptica é Vp =
1 e utilizando a Equacéo , observa-se a partir da Fig. 4
o comportamento de seis picos estaveis para gaps sélitons
em 3D nas formas gaussianas obtidas préximas a borda da
primeira banda de gap do espectro da Fig.3(a). Nos gréficos
da Fig.4 constam os valores de gsp e uppara o caso de uma
rede quase periédica com amplitude Vy = 1.

Ao observarmos o comportamento dos gaps sélitons ilu-
minados para um gas de Férmions em 3D na Fig.4, nota-se
que, conforme aumenta o valor dos coeficientes de nao line-
aridades, também aumentam os valores para os potenciais
quimicos e as larguras das gaussianas V' e W. Comportamento
similar também foi observado em outros trabalhos teéricos
envolvendo &tomos fermidnicos aprisionados por redes 6pticas
simples ou duplamente periédicas [16, 24-26]. O aumento de
g3p versus pup pode ser observado a medida que nos afasta-
mos da borda da primeira banda de gap (Veja Fig.3(a)), ou
seja, as familias de gaps sélitons iluminados em condensados
repulsivos originam do fundo da banda de gap. Isto é, quando
a nao linearidade é fraca, o nimero de atomos é pequeno
e estados de gaps sélitons iluminados surgem préximos das
bordas inferiores das bandas de gap linear. Por outro lado,
devido ao aumento do potencial quimico, também havera
uma alteragdo no nimero de 4tomos no gap.

Os resultados apresentados na Fig.3 para os valores dos
potenciais quimicos obtidos ao variarmos a amplitude da rede
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Figura 4: Formas tipicas de gaps sélitons iluminados para um gés de férmions em 3D. Exemplo de seis picos estaveis para gaps
sélitons na forma gaussiana (Equacgdo ) obtidos préximos a borda da primeira banda de gap do espectro da Fig. 3(a). Nos gréficos
constam os valores de gspe pp para o caso de uma rede quase periédica: Fig.3(a) para Vo = & = 1. Nesta figura nds consideramos

r? :1'2—|—y2.

quase periédica podem ser interpretados através da Fig.5 que
representa usp versus Vo, onde os valores adotados para a
amplitude da rede quase periddica estdo dentro do intervalo
1 < Vb < 10. Neste intervalo adotado, o comportamento de
g3p versus amplitude da rede quase periddica unidimensional
(Vo) que aprisionam o gés fermibnico comporta-se da mesma
forma que gases bosonicos aprisionados por uma rede simples
unidimensional [15, 24] e gases fermiénicos aprisionados por
redes Opticas quase periddicas unidimensional sem a presenca
do potencial externo [16, 26].

Durante os dltimos anos na tentativa de compreender os
processos de interagoes entre dtomos frios aprisionados por
potenciais 6pticos, surgiram estudos tedricos envolvendo o
nimero de 4tomos em funcdo do potencial quimico [16, 36,
40-42], potencial quimico em funcdo da amplitude da rede du-
plamente peridédica ou em func¢do de uma rede éptica simples
[16, 24-26, 40, 41]. Porém, trabalhos tedricos, experimentais
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ou tedrico-experimentais que estudam o comportamento do
coeficiente de nao linearidade em fungdo do potencial quimico
para os casos de redes Opticas quase periddicas e potenciais
externos do tipo charuto sdo escassos na literatura. E interes-
sante ressaltarmos que os valores adotados em nosso trabalho
como os parametros de ajuste da Equacdo , amplitude ou
profundidade da rede duplamente periédica Vo = 5, sdo os
mesmos adotados em trabalhos numéricos [40].

Os resultados apresentados neste trabalho fornecem im-
portantes contribuicbes para o estudo da aprendizagem de
atomos frios aprisionados por campos de luz, uma vez quese
tratade um trabalho inédito no qual se considera um gas de
férmions descrito por uma equagdo hidrodindmica em 3D
contendo um potencial harménico bidimensional e uma rede
optica quase periédica unidimensional que aprisionam os ato-
mos. Como exercicio, o leitor pode transformar a Equagédo (5)
tridimensional em uma equacdo unidimensional utilizando a
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Figura 5: Comportamento de usp versus Vi para um regime
linear (g3p = 0). Consideramos o intervalo: 1 < V5 < 10.

relagio ¢(z,y,z) = ¢(z) exp(—(y* + 2°)/2aj,), e obter sua
solucdo através de uma fungdo gaussiana. Maiores detalhes
dos célculos a serem realizados podem ser encontrados nas
Ref. [24-26].

5. Conclusao

Neste artigo, nés demonstramos que o método variacional
revela-se eficaz em descrever e prever familias de gaps s6litons
iluminados provenientes de gases fermiénicos aprisionadas por
um potencial unidimensional de uma rede éptica quase perio-
dica e na presencga de um potencial da armadilha magneto
Optica na forma de charuto. Através da aproximagcao variaci-
onal nés demonstramos a possibilidade de que o coeficiente
de néo linearidade para férmions atuando em combinagéo
com o potencial de rede 6ptica quase periddica permite o
surgimento de gaps sélitons iluminados em 3D.

A existéncia e o comportamento do coeficiente de néo
linearidade repulsiva versus potencial quimico, além de ser
observado em estudos tedricos envolvendo a equacdo de Gross-
Pitaevskii em 1D, 2D e 3D envolvendo varios de tipos de redes
Opticas e na presenca ou auséncia de potenciais externos,
também ¢é possivel ao utilizarmos a configuragdo proposta em
nosso trabalho.

Os resultados apresentados neste artigo abrem portas para
a realizacao de futuros trabalhos, como o estudo tedrico de
gaps sélitons iluminados em 1D e 2D confinados por potenciais
de redes 6pticas quase periédica unidimensionais para um gas
de férmions degenerados; estabilidade de gaps sélitons devido
ao movimento da rede 6ptica quase peridédica, ou seja, regime
estavel para instével e efeitos colisionais entre sélitons.

Os célculos realizados podem ser reproduzidos por alunos
de graduacdo ou pés-graduagdo de cursos de ciéncias exatas,
para isso basta seguir os detalhes matematicos e consideragoes
fisicas apresentadas nas subsecoes anteriores ou em outros tra-
balhos conforme as referéncias citadas. O comportamento dos
gaps sélitons iluminados obtidos no presente caso em estudos
sao realizados considerando uma equagao hidrodindmica em
3D. Incentivamos ao leitor realizar os cédlculos variacionais
transformando a Equagao (5) tridimensional em uma equacao
unidimensional, e obter sua solugdo através de uma funcao
gaussiana.
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