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A geometria fractal fascina pela capacidade de descrever formas geométricas complexas e que usualmente estéo
presentes no mundo real . A dimensao fractal ou de Hausdorff d é utilizada para descrever leis de invariancia

de escala, em que as fungdes autossimilares seguem uma lei da forma f(sz) = s?f(x), sendo s o fator de escala.

Intimamente relacionado ao problema da invaridncia de escala estd o problema da determinacdo dos pontos fixos
de um sistema, que matematicamente correspondem aos pontos que mapeiam o dominio de uma funcéo para ele
mesmo. Em sistemas dindmicos correspondem ao valor para o qual a resposta do sistema usualmente converge e
permanece estavel. Na presente contribui¢do sdo apresentados os conceitos gerais associados & invaridncia de escala
e ponto fixo, para prontamente emprega-los no problema de associagdo de impedéancias complexas em série e em
topologia de escada. Sao discutidos em detalhes o problema da funcdo de transferéncia de linhas de transmisséo e
o estudo de alguns graficos de fluxo (flow graphs) de convergéncia das equagdes de recursividade.

Palavras-chave: circuitos elétricos; linhas de transmisséo; dimensdo de Hausdorff; invaridncia de escala; fractais.

Fractal geometry is fascinating due to its ability to describe the complex geometries naturally occurring in real
world. The fractal or Hausdorff dimension d is used to describe the laws of scale invariance, which are exemplified
by functions satisfying a mathematical law of the form f(sz) = s?f(x), being s the scale factor. Closely related is
the problem of determining the fixed point of physical systems. Mathematically, the fixed point corresponds to a
point in the domain of a function which is mapped to itself. In dynamical systems, it typically corresponds to
the value to which the response of the system converge and stabilize. The present contribution aims to present
the general concepts of scale invariance and fixed or critical points, employing such aspects to the problem of
complex impedance association, both in series and in ladder configuration. The complex impedance, and transfer
function of transmission lines and flow graphs related to the convergence the iterative equations to a fixed points
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are discussed in more details.

Keywords: electric circuits; transmission lines; Hausdorff dimension; scale invariance; fractals

1. Introducao

O fascinio exercido pela geometria fractal pode ser atri-
buido ao fato de que ela é capaz de descrever matemati-
camente as formas geométricas que ocorrem na natureza,
indo desde as formas biolégicas como arvores e plantas
em geral, alvéolos pulmonares e a capilaridade dos vasos
sanguineos no corpo humano, passando pela descricao
dos flocos de neve, das formas de montanhas, contornos
de relevo e costas dos paises, e chegando a escala as-
tronomica das galdxias e aglomerados. Um fractal é um
objeto cuja dimensao efetiva denominada de dimensao de
Hausdorff-Besicovitch excede aquela dada pela topologia
do espago onde esta embutido, sendo esta dimensao to-
polégica inteira [1-9]. Como j& é de amplo conhecimento,
o nome fractal deve-se ao matemdatico polonés Benoit
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Mandelbrot, também naturalizado americano e francés,
que utilizou a raiz etimoldgica do latim fractus em 1975
para significar objeto fraturado ou quebrado. Nas palavras
do préprio Mandelbrot, “Nuvens nao sao esferas, mon-
tanhas nao sao cones, linhas costeiras nao sao circulos,
uma superficie ndo é suave e um raio néo viaja em linha
reta”, na introdugao ao seu livro The Fractal Geometry
of Nature, de 1982 [1].

Embora nao seja condigdo necessaria para a defini¢ao
de fractais em geral, um aspecto muito interessante de
ampla gama de estruturas fractais é o conceito de autossi-
milaridade, que corresponde a relagao de semelhanca que
uma parte do objeto tem com o todo [9]. Dito de outra
forma, a estrutura fractal se repete em escalas diferentes.
Nesse contexto as estruturas fractais tém sido estudadas
ha muito tempo e um dos pioneiros foi Gottfried Leibniz,
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com seus estudos sobre formas autossimilares recursivas
e expoentes fraciondrios [10,11] ainda no século XVII.

No século XIX foram importantes os trabalhos de Karl
Weierstrass, com a descoberta da funcao que leva seu
nome e apresenta autossimilaridade em escalas distin-
tas, é continua e ndo diferencidvel [12,13], e também de
Georg Cantor, com a discussdo do conjunto de Cantor,
sabidamente hoje um tipo de fractal [14]. Também sdo
dignos de nota os trabalhos de Henri Poincaré sobre o que
veio a ser conhecida como a teoria do caos, descrevendo
sistemas dindmico que é particularmente sensivel as con-
digoes iniciais, onde um conjunto de pontos da resposta
do referido sistema para onde a solucao parece convergir,
denominado de atrator, apresentam aspecto fractal[l].
No século XX, além do trabalho de Mandelbrot, devemos
mencionar as curvas de Koch [15] e o modelo geométrico
para o floco de neve, o tridngulo de Sierpinski [9], os
conjuntos de Fatou-Julia, utilizando fun¢ées complexas
[16-18], e a definicdo fundamental de dimensédo fractal
feita pelo matemdtico Felix Hausdorff [19] e avancada
pelo russo Abram Samoilovitch Besicovitch [20,21] . Estu-
dando curvas autossimilares e caminhos randémicos Paul
Levy inaugurou o ramo dos véos de das distribui¢oes de
Levy, que apresentam dimensao fractal, tendo grande
impacto sobre o campo da estatistica [22].

Atualmente, varios conceitos da geometria fractal tém
sido utilizados na Fisica e na Engenharia para descrever
processos ou estruturas autossimilares e fendomenos cuja
resposta apresente uma lei de poténcia fracionéria, indo
desde a descricdo do comprimento de polimeros até o
comportamento de dispositivos semicondutores [23-33]
e o grupo de renormalizacdo em teorias quanticas de
campos e estudo de transigoes de fase [34,35]. Em En-
genharia Eletromagnética, sobretudo no espectro das
micro-ondas (faixa de frequéncias compreendida entre
300 MHz e 300 GHz no espectro de radiofrequéncias), a
ideia de ocupar melhor a area disponivel tem permitido
miniaturizar os circuitos elétricos através do projeto de
antenas, acopladores e filtros fractais, o que é essencial
para a reducdo das dimensoes fisicas de telefones méveis,
notebooks e circuitos de identificacao por radiofrequéncia
(RFID) [36-45].

Ja ha na propria Revista Brasileira de Ensino de Fisica
um trabalho abordando os conceitos fundamentais da
geometria fractal, discutindo de forma rigorosa o célculo
da dimensdo fractal de varias estruturas [14]. A presente
contribuigdo tem por objetivo apresentar de forma dida-
tica, através de exemplos concretos em circuitos elétricos,
a aplicagdo de aspectos de autossimilaridade e dimensao
fractal. Para tanto, na Se¢do 2 serdo apresentados os
conceitos fundamentais de autossimilaridade e transfor-
macao de escala em fungoes e dimensao de Hausdorft-
Besicovitch. Na Secao 3, para facilitar a compreensao
do presente trabalho sem a necessidade de recorrer a
uma literatura adicional, os aspectos fundamentais da
teoria de funcoes resposta serdo colocados. Na Secao 4,
alguns circuitos elétricos e dispositivos de micro-ondas
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autossimilares serdo analisados. Finalmente, na Secdo 5
as conclusdes gerais serdo apresentadas.

2. Invariancia de Escala e Dimensao de
Hausdorff

O conceito de invaridncia de escala é um dos mais im-
portantes na Fisica moderna, sendo empregado em uma
vasta gama de problemas, indo desde a anélise da so-
lucdo de problemas nao-lineares, como as equagoes de
Navier-Stokes até o problema de renormalizacao na teo-
ria quéntica de campos[46,47]. Uma estrutura invariante
de escala é aquela que preserva a similaridade com ela
mesma quando observada de escalas distintas. Um objeto
invariante de escala verdadeiro repete sua forma em todas
as escalas e possui, portanto, uma complexidade infinita.
Alguns fendmenos importantes associados a invaridncia
de escala sao as transicoes de fase e as classes de univer-
salidade, onde fené6menos aparentemente distintos como
o comportamento da transi¢do do estado ferromagnético
para o estado paramagnético no modelo de Ising proé-
ximo da temperatura critica e a transformacao de fase
liquido-gés perto do ponto critico podem apresentar leis
de poténcias similares e expoentes criticos idénticos [9,
46].

Para compreender a lei da invaridncia de escala ma-
tematicamente considere uma funcdo f(x) dependente
de uma variavel x que pode ser redimensionada para sz,
sendo s o fator de escala. A invaridncia de escala requer
que a fungéo reescalonada f(sz) tenha a mesma forma de
f(x), a menos de um fator multiplicativo e dependente
da escala escolhida, na forma:

flsz) = sf(x) (1)

onde d é a dimensao fractal, com a qual efetivamente a
fungdo varia de tamanho. Podemos calcular o expoente d
da transformacao simplesmente reescrevendo a equagao
acima na forma s = f(sz)/f(x) e entdo tomando o
logaritmo (em qualquer base que se queira) em ambos os
lados. O resultado é a dimensao de Hausdorff-Besicovitch:

L loglf(s2)/ ()]

log(s) )

B importante notar que ao considerarmos uma estrutura
autossimilar, é possivel escolher um tal fator de escala que
faga a relacdo f(sx)/f(z) = N € N, sendo N o nimero
de copias da estrutura original obtida no processo de
reescalonamento com fator de escala s. Nesse caso a
dimensao fractal é dada pela seguinte férmula:

d= 1im 28
N—oco logs

(3)

Deve-se distinguir aqui o conceito de dimensao topoldgica
do conceito de dimensao de Hausdorff. Sem buscar uma
defini¢ao rigorosa do ponto de vista matematico, grosso
modo a dimenséo topoldgica refere-se ao niimero de eixos
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(ou varidveis) do espago em que o objeto estd embutido,
sendo um niimero inteiro para os espacgos euclidianos e
também para os espagos de Minkowski. Por outro lado,
a dimensao fractal é uma medida de preenchimento do
espago topologico, e é dada pelo expoente d do fator
de escala s com o qual a fungdo ou estrutura embutida
no espago topolédgico deve ser escalonada ao realizarmos
uma mudanca na escala das dimensoes topoldgicas.

Utilizando a defini¢ao fica claro que as funges mo-
nomiais, da forma f(z) = 27, tem dimensao de Hausdorff-
Besicovitch d = v sendo 7 qualquer ntimero. Se consi-
deramos uma funcio linear f(z) = x representando um
comprimento fisico de uma linha, a dimensao fractal sera
igual a dimensao topoldgica. Sabemos da geometria
euclidiana que a reta tem dimensdao d = 1. Tomando
uma linha de comprimento x podemos aplicar um fator
de escala s = 2 e o novo comprimento serd 2z. Cla-
ramente agora temos N = 2 objetos de tamanho =z,
e aplicando a férmula obtemos a dimensao fractal
d=1log2/log2 = 1.

Na sequéncia podemos considerar uma funcao quadra-
tica f(x) = 2? representando a &rea de um quadrado.
Ao aplicarmos o mesmo fator de escala s = 2 de antes,
obteremos f(2x) = 422. Isso significa que temos agora
N = 4 réplicas idénticas do quadrado original de tama-
nho z2. A aplicacdo da expressio para a dimensdo de
Hausdorff produz d = log4/log2 = 2. Como sabemos,
um quadrado tem dimensao d = 2 na geometria euclidi-
ana. Aplicando a mesma ideia a um cubo de aresta x cujo
volume vale f(x) = 23, o reescalonamento por um fator
x = 2, produz N = 8 cubos idénticos (autossimilares) ao
cubo original, e nesse caso d = log 8/log2 = 3, conforme
esperado.

Com a finalidade de compreender um pouco melhor
o procedimento de determinacao da dimensao de Haus-
dorff em uma estrutura autossimilar, considere primeiro
a curva de Koch, ilustrada em seu processo inicial de
construcao na Figura 1. Na ordem 0 temos uma reta
de comprimento xz. Para a obtencao da ordem 1 a reta
original é seccionada em 3 partes idénticas. Entao é cons-
truido um novo objeto com 4 cépias do segmento de
comprimento z/3. Desse modo, temos N = 4 enquanto
que para obter um objeto do tamanho original = a partir
de uma parte precisamos reescalonar por um fator s = 3.

_
A

Ordem 0

Ordem 1

Ordem 2

Figura 1: A Curva de Kock em ordem 0, 1 e 2. Para a obtenc3o
de um fractal verdadeiro o processo deve prosseguir com n. — co.
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A ordem 2 é obtida realizando o mesmo procedimento,
mas agora no objeto de ordem 1. Teremos agora, em re-
lagdo ao objeto original N = 4% = 16 c6pias idénticas da
reta z, com fator de escala s = 32. O processo continua
e temos N = 4" e s = 3" na ordem n-ésima. A dimensdo
fractal da curva de Koch no limite n — oo serd dada sim-
plesmente por d = log4™/log3™ =log4/log3 ~ 1, 26.

Como segundo exemplo, considere o tridngulo de Si-
erpinski. A partir do tridangulo equilatero de ordem 0,
divide-se o lado desse por um fator 2. O préximo passo
é remover do centro do tridngulo original a area de um
tridngulo equildtero de lado x/2, conforme ilustrado na
Figura 2, restando assim 3 tridngulos idénticos de lado
x/2. Assim, o ntimero de cépias do objeto original é
N = 3, mas para obter o tridngulo original a partir do re-
escalonamento de um dos tridngulos menores precisamos
aplicar um fator de escala s = 2 no tamanho da aresta.
Na préxima etapa, fazemos a remoc¢ao de um tridngulo
no centro de cada tridngulo menor, o que corresponde
a obter N = 32 = 9 cépias do tridngulo original, mas
cada um com lado x/4, e portando o fator de escala a ser
aplicado serd s = 22 = 4. Na ordem n-ésima do processo
teremos N = 3" tridngulos idénticos ao original, que
pode ser obtido por um fator de escala s = 2™ aplicado a
um dos objetos menores. Podemos tomar o limite n — oo
e calcular ao final a dimensao fractal, que nesse caso sera
dada por d = log3/log2 =~ 1, 585. E importante destacar
ainda a diferenca entre a geometria fractal matematica
ideal, que pressupoe complexidade infinita com n — oo,
e os fractais que ocorrem naturalmente ou empregados
em sistemas fisicos reais, que sdo sempre truncados (n é
finito) e perdem o cardter autossimilar a partir de uma
certa escala de tamanhos.

Agora se faz necessaria a distingdo entre os fractais
artificiais e os fractais “naturais”. Um fractal artificial,
aquele gerado matematicamente, é autossimilar e possui

Ordem 0

Ordem 1

Ordem 2

Figura 2: O Tridngulo de Sierpinski, fractal muito utilizado em
aplicacdes de antenas.
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complexidade infinita. A ampliacdo de um fragmento tera
exatamente a mesma forma do todo. Como exemplos,
podemos mencionar os fractais discutidos aqui discuti-
dos anteriormente (Curva de Koch e Tridngulo de Sier-
pinski). J& os fractais que ocorrem naturalmente, como
as arvores, linhas costeiras, ou superficies reais, apresen-
tam algums propriedades de autossimilaridade apenas
de forma estatistica. A ampliagdo de uma parte pode
nao ser autossimilar ao objeto completo, mas apresentam
estatisticamente aspectos de autossimilaridade. Dentro
desse conceito de fractais estatisticamente autossimilares,
define-se a auto-afinidade. Nas estruturas auto-afins o
fator de escala é distinto nas diversas direcoes topologi-
cas. Por exemplo, em duas dimensdes topoldgicas (x,y),
o fator de escala s, pode ser diferente do fator de escala
sy para uma fungéo f(x,y). Os fractais estatisticamente
autossimilares (ou auto-afins) podem nao ser simétricos,
e a forma correta de calcular a lei de escala se da através
do uso de expoentes de Hurst, o que vai além do escopo
do presente trabalho. E importante destacar ainda que os
fractais naturais nao apresentam complexidade infinita,
em contraste com os fractais definidos matematicamente.
Ainda assim, sdo considerados fractais quando o resul-
tado experimental obedece a uma lei de escala por pelo
menos trés ordens de magnitude.

Para finalizar a presente Secao, vamos discutir o pro-
blema do ponto fixo, muito importante sobre tudo no
estudo de transi¢oes de fase. Considere um objeto su-
jeito a uma lei de iteracdo, tal que o valor (ou a forma)
de x, depende de uma funcao do valor anterior, x,_1.
Esse tipo de processo estocastico é denominado de cadeia
de Markov, onde o resultado atual somente depende do
estado anterior do sistema. Matematicamente temos a
relagdo de recursividade:

Tp = f(xn—l) . (4)

Alcangamos um ponto fixo do sistema quando x,, = z,_1
e a solucao desse sistema nao varia mais. Para encontrar
o ponto fixo precisamos resolver uma equacao do tipo
z — f(z) = 0, que normalmente sdo transcendentais
nos sistemas fisicos de interesse. Na teoria do campo
médio a equagao para resolver a magnetizacao do sistema
na aproximagao de Curie-Weiss toma a forma tipica
m = tanh(fm), onde m = M/M, é a magnetizagio
normalizada pelo valor de saturacdo M; e =1/t é o
reciproco da temperatura, normalizada pela temperatura
critica T, do sistema ( t = T/T,).

Os pontos fixos podem der classificados em atrativos,
quando dado um valor inicial xgy a solucdo converge para
esse ponto fixo, ou repulsivos, quando dado um x( inicial
préximo do ponto fixo, a solugdo se afasta desse ponto.
Como exercicio simples, considere a equagao recursiva
na forma abaixo:

an:xi—i—xn—l , (5)
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xu:O,S —-xu:-1.99 —X,=1 X,=-1

= 1410
=X, =0,95 —‘-x0—1 +10

Figura 3: Convergéncia da equaco Tn41 = 2 + x, — 1, para
algumas condicdes iniciais apds 12 iteracSes. Os pontos fixos
sdo x = —1 (atrator) e x = +1 (repulsor).

cuja equacdo de ponto fixo fica na forma x = 224+2—10
que implica 22 — 1 = 0, tendo dois pontos fixos 1 = —1
e x9 = +1.

Na Figura 3 mostramos o mapa de convergéncia das
solugdes =, 41 para distintos valores da condicdo inicial
xg. Foram escolhidos os valores 2o = 141076, logo acima
do ponto fixo x = +1, que é um ponto repulsivo, e valores
de x¢ no intervalo —2 < xg < 1, que é denominada drea
ou bacia de atrag¢do do ponto fixo z = —1. Nesse intervalo
a solugao converge para x = —1 se o numero de iteragoes
é levado ao infinito, n — oo , ndo importanto o valor
inicial escolhido, desde que dentro da area de atracao
daquele ponto. Um ponto fixo atrator é um ponto de
solucao de equilibrio estavel do sistema, enquanto que um
repulsor é uma condigao de equilibrio instavel e qualquer
flutuagao do sistema o tirara desta condigdo.

3. Fundamentos da Teoria da Funcgao
Resposta de um Sistema

A causalidade é o principio fundamental que guia a des-
crigdo dos sistemas fisicos reais. Restringindo a atencao a
sistemas lineares, nao é satisfatéria qualquer modelagem
matematica de um sistema fisico em que o efeito nao seja
precedido por uma fonte que lhe sirva de estimulo ou
forca motriz. No dominio do tempo em sistemas lineares
a relagdao de causalidade entre a saida S(t) e o estimulo
E(t) que lhe deu origem estd muito bem representada
por uma integral de convolucdo, na forma abaixo:

S(t) = /_Oo Gt — Bt | (6)

onde G(t — t') é denominada tipicamente de fungio res-
posta no dominio do tempo, resposta ao impulso de Dirac
ou ainda func¢do de Green do sistema. Esta tltima de-
nominacdo é mais comum entre fisicos e matematicos,
enquanto as outras sdo mais frequentemente empregadas
por engenheiros. O leitor deve observar que a saida S(t)
no instante de tempo t pode depender de todos os esti-
mulos que ocorreram em instantes de tempo ¢’ anteriores
a ao instante ¢ e por esse motivo a funcdo G(t —t') deve
ser nula para qualquer instante t’ > ¢, o que significa
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que nao haverd uma resposta do sistema sem que haja
primeiro um estimulo.

Em um sistema com multiplas entradas e multiplas
saidas a equagdo para a a-ésima saida deve depender da
[-ésima entrada na forma abaixo:

Sy (t) = Z/Oo Goplt —t)Eg(t))dt' . (7)
ﬂ — 00

Nesse caso Gap(t —t') sdo os elementos de uma matriz
G(t — t'). Fazendo uso das transformadas de Fourier,
entre os dominios duais de tempo t e frequéncia angular
temporal w, definidas conforme abaixo:

10 = o [ Fwpetas, ¥
f)= [ rear, ©)

pode-se obter a seguinte relagio (através do teorema da
convolugao):

S(w) = Gw)E(w) (10)

que significa que a convolucao no dominio do tempo entre
o estimulo e a funcao de Green do sistema é transformada
em um simples produto dessas fungoes no dominio da
frequéncia. Aqui a funcio de Green G(w) é dada por:

Gw) = 5(w) = /Oo G(t)e ™tdt (11)

sendo também denominada de func¢ao de transferéncia,
ganho ou susceptibilidade do sistema, a depender do
contexto. Na maioria dos problemas fisicos lineares é mais
facil obter a funcao resposta diretamente no dominio da
frequéncia angular temporal w.

Um sistema fisico qualquer pode ser descrito por uma
equagao diferencial dada na forma abaixo:

N dr M qm
e St =S b E(t), 12
3 an SO = 3 bn g B (12

onde a,, e b,, sdo coeficientes constantes e reais. Note que
aqui as derivadas da saida sao relacionadas as derivadas
do estimulo. Podemos aplicar a seguinte propriedade
da transformada de Fourier para funcbes de suporte
compacto (i.e., que tendem para zero em t — +00):

P (40) < [ A0
(13)

e entdo obter a fungdo resposta no dominio da frequéncia
em forma de divis@o entre polindmios:

5 S by (iw)™
Gw) === —~ ~ | 14
) ZnNzo ay (iw)" a9

Vamos lembrar ao leitor que os elementos passivos
fundamentais de circuitos elétricos, com os quais se pode
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construir modelos de sistemas mais complexos, sao re-
sistores, capacitores e indutores. As leis que governam
asrelagOes entre a tensdo V e a corrente elétrica I nes-
ses elementos, tanto no dominio do tempo quanto na
frequéncia, sdo dadas a seguir:

V(t) = RI(t) + V(w) = RI(w) , (15)
Io(t) = C%@)t & Io(w) = iwCVe(w) , (16)
Vi(t) = LCHLT(t)t & Vi(w) = iwlV(w),  (17)

onde (|15]), (16) e (17) sdo as equagdes que definem a lei
do resistor, do capacitor e do indutor, respectivamente,

R ¢ a resisténcia elétrica, medida em ohms no SI, C' é
a capacitancia elétrica, medida em farad no SI, e L é a
indutancia, medida em henry no SI. Note o papel dual
desempenhado por indutores e capacitores.

Para concluir essa Se¢ao com um exemplo didatico va-
mos considerar o caso de um circuito RC' série, conforme
ilustrado na Figura 4. A equacéo diferencial que governa
esse sistema é dada abaixo:

dve(t) 1 1

<2 b Vit) = () | (18)

onde 7 = RC é a constante de tempo desse circuito.
Quando levado para o dominio da frequéncia angular
temporal w, o ganho tem a seguinte expressao:

Sy Velw) 1
Glw) = Bw) 1+iwr’

(19)

Para trazer novamente para o dominio do tempo e obter
G(t), podemos simplesmente fazer a transformada de
Fourier inversa:

1 > 1 ot 1 vy
- wt _ = T )
G(t) 21 /OQ 1 +iw7'e Te G(t) ’ ( 0)

onde ¢ utilizado o teorema do residuo de Cauchy para
obter o resultado desejado. A fungéo ©(t) é o degrau de
Heaviside, sendo nula para t < 0 e unitaria para t > 0.

A funcao do denominador deve ser colocada na forma
(1+iwt) =iT(w—1i/7). Para t > 0 o caminho de integra-
¢ao no plano complexo é fechado no semi-plano superior
(ver Figura 5), fazendo envolver o pdlo w = i/7 enquanto
que para t < 0 o caminho de integragao é fechado pelo
semi-plano inferior, ndo envolvendo o pélo produzindo
resultado nulo na integral.

R o)

Figura 4: O Circuito RC Série.
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Im(w)

1w 0

P> Re(w)

t<0

Figura 5: O caminho de integracio para a equacdo (20 no
plano complexo. Para t > 0 o caminho é fechado no semi-plano
superior, envolvendo o pélo w = i/7.

Com relacdo a invaridncia de escala da funcao res-
posta desse circuito RC série podemos perceber que
ao fazer uma transformacao de escala no tempo para
t — st, devemos reescalonar 7 para 7/ = ST e nesse
caso G(st,st) = s *G(t,7). Uma vez que o tempo e a
frequéncia sdo varidveis duais do ponto de vista da trans-
formada de Fourier, a nova escala de tempo st produz
um reescalonamento no dominio da frequéncia na forma
w—w/s=stw.

Para frequéncias tais que wr >> 1 a funcio G(w)
toma a forma monomial G(w) = (iwr)~'. Nesse regime
a funcao ¢é invariante de escala pela transformacao wr —
wt/s, na forma da equagao , com expoente d = 1.
Fungoes resposta de circuitos RC fracionarios, ou seja,
com expoentes fracionarios para wr, foram consideradas

na Ref. [48].

4. Circuitos Elétricos e a Linha de
Transmissao

A ideia de utilizar estruturas fractais na engenharia de
dispositivos eletromagnéticos e circuitos elétricos tem
sido considerada atrativa em dois aspectos: i) com a
utilizagao de curvas de preenchimento do espago (space
filling curves), é possivel otimizar o aproveitamento da
area disponivel e miniaturizar os circuitos elétricos, os
filtros e os acopladores em micro-ondas; ii) obtengao
de fungoes de transferéncia com expoentes efetivamente
fraciondrios, o que permite manipular a largura de banda
de filtros e casadores de impedancia, tao fundamentais
nos projetos de circuitos eletronicos. Varias dessas ideias
podem ser prontamente aplicadas no desenvolvimento de
sistemas mecanicos analogos ou também na modelagem
efetiva de meios materiais que apresentam respostas com
relaxagao seguindo uma lei de poténcia t7, ao invés de
uma lei exponencial e /7.

Circuitos elétricos puramente resistivos apresentando
a auto-similaridade e a invaridncia de escala foram con-
siderados na Ref. [49], utilizando a teoria de grafos. La
foram explorados o caso de uma associacao em série de
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infinitos resistores e também o arranjo do tridngulo de
Sierpinski.

Aqui vamos generalizar o problema, considerando a
impedancia e a funcao de transferéncia para o caso de
uma associagdo de impedancias complexas. O problema
de uma linha de transmissao serda abordado pelo prisma
da invaridncia de escala em um circuito do tipo escada.
A impedancia Z(w) de um circuito, medida em ohms no
SI, é a razao entre a tensao elétrica e a corrente elétrica
que circula pelo elemento, no dominio de frequéncia:

> V(w)

Z(w) = Tw) (21)

O inverso de uma impedancia Y (w) = Z~'(w) é denomi-
nado de admitancia do circuito.

Dois casos de particular interesse, titeis na analise que
segue, sao a associacdo em série e em paralelo de impe-
dancias, conforme ilustrado na Figura 6. A impedancia
equivalente na associagao de N impedancias em série é
dada pela soma das impedancias na forma abaixo:

Zegw) = Z1(w) + Zo(w) + .. + Zn(w) , (22)

enquanto que no caso da associagdao paralela é melhor
trabalhar com as admitancias:

Vog(w) = Vi(w) 4+ Ya(w) 4+ ... + Yy (w) . (23)

Para elementos resistivos (R), capacitivos (C) e indutivos
(L) ideais, as impedancias sdo dadas por Zg = R, Z¢ =
1/(iwC) e Z1, = iwL, respectivamente. No circuito RC
em série, por exemplo, ji discutido anteriormente, a im-
pedancia equivalente é dada por Z.,(w) = R + 1/(iwC).

4.1. Associagdo Em Série de Impedancias
Autossimilares

Consideremos uma rede de impedancias associadas em
série, que preservam a propriedade de autossimilaridade,
generalizando o caso analisado na Ref. [49] para o caso
de resistores puros. Consideremos uma impedéancia ele-
mentar Zp para iniciar o processo. O processo iterativo
comega com a adigdo de uma impedancia reescalonada
«aZp ao elemento original, e assim sucessivamente, tendo
como férmula recursiva a seguinte:

Zn(w) = Zo(w) + aZ,_1(w) . (24)
Z Z, Zy
— -1
(a)
) ZZ ZN

Figura 6: Associacdo de impedéancias em (a) série e (b) paralelo.
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Abaixo mostramos o processo para os primeiros 4 passos:

Zw) = Z(w) , (25)

Z1(w) = Zo(w) + aZo(w) , (26)

Zy(w) = Zo(w) + aZ,(w) = (1 4+ a+ a?)Z(w) , (27)
Z3(w) = Zo(w) + aZs(w) = (14 a + a® + a?)Z(w) . (28)

Considerando que 0 < o < 1 e levando o processo re-
cursivo ao limite n — oo obtemos a série geométrica
l+a+a?+..=>",a"=1/(1—a) como fator de
proporcionalidade, o que produz o resultado final:

= Zo(w)
Z(w) = . 2

() = 2 (29)
Note que esse resultado pode ser obtido resolvendo a
equacdo do ponto fixo [46,49]:

Zn+1 = Zn — Z = 20(&)) + OéZ . (30)

Vamos supor agora que queiramos medir a tensdo
sobre o elemento aZ fazendo assim um divisor de ten-
sdo entre Z(w) e aZ. Para um divisor de tensdo entre
duas impedancias associadas em série o valor da divisao
é(w) = Vg/E, onde E = V; + V, é a amplitude do esti-
mulo, serd dado simplesmente por Z, / (Zl + Zz). Nesse
caso, para o circuito autossimilar considerado teremos:

o

Clw) = Zo(w) +aZ -

a, (31)
uma vez que Zy(w) +aZ = Z no ponto fixo. Observe que
mesmo as impedéncias sendo dependentes da frequéncia,
idealmente a divisdo somente depende do fator de escala
«, sendo constante em frequéncia. Na pratica, conforme ja
mencionado anteriormente para sistemas fisicos reais, esse
efeito é dificil de ser obtido pois ndo ha como implementar
o circuito autossimilar com complexidade infinita, ou seja,
fazendo n — oo de fato.

4.2. O Circuito de Fragdao Continuada
Autossimilar

Considere agora o circuito ilustrado na Figura 7. Ha dois

tipos de impedéncias, denominadas de A e B, que sao

associadas em uma rede do tipo escada (ladder network).

A anélise do circuito leva ao problema da expansao em

fracbes continuadas. aqui vamos calcular a impedancia no

n-ésimo estagio associando ao circuito original um novo

elemento idéntico A — B, tal que a relacao de recursao
seja dada pela seguinte equagao:

1
Zn :A+B || (anl) :A“rﬁ
BT Z, 1

(32)

onde B || Z,_1 denota associagido em paralelo dos ele-
mentos Be Z, 1, Z1 = A+ Ben > 2. A solugdo de
ponto fixo, quando n — o e Z,, = Z,_1 = Z ¢é obtida
da equagao a seguir:

BZ

7% - AZ — AB = 0.
Btz

Z=A+ (33)
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A
Ordem 1
B
A A
Ordem 2
B B
A A A
— mittie]
B B B Ordemn

Figura 7: Associacdo de impedancias A e B em escada.

H& duas solugbes possiveis:

Z+:§<1+m> : (34)
Z,:g(l—\/m) . (35)

Como podemos perceber, se B = A = R é um resistor
puro, a segunda solugdo produz um valor de resisténcia
equivalente negativa, e somos forcados entao a desconsi-
derar essa por razoes fisicas.

Queremos agora obter o divisor de tensdo entre o
elemento A e o seguinte que tem impedéancia B || Z, que
tem valor igual ao do conjunto todo no ponto fixo:

. B|Z B

Gw) = = )
A+BIZ B4 (14 V1+1B/A)
(36)

Note que aqui a solu¢do nao é trivial como no caso
da associagdo em série de impedancias autossimilares
e produz uma funcdo de transferéncia dependente da
escolha dos elementos, bem como da frequéncia. Um
aspecto interessante é que a escolha de dois elementos
imagindrios puros de mesmo tipo para A e B produz
uma resposta independente da frequéncia e de fase nula.

Agora vamos escolher como elementos um indutor A =
iwL e um capacitor B = 1/(iwC). Nesse caso teremos:

wwlL 4
2w) ==~ <li l‘szc>

Observe que com essa escolha o sistema autossimilar
estd representando uma linha de transmissao utilizando
o consagrado modelo de elementos distribuidos, onde
L =LjAz e C = CyjAx, sendo Ly e Cy valores carac-
teristicos de indutancia por unidade de comprimento
e capacitancia por unidade de comprimento, respecti-
vamente, e Ax << A é o comprimento do segmento
considerado na divisao da linha de comprimento total

(37)
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x em N partes de tamanho Ax, A é o comprimento de
onda na frequéncia w considerada. Teremos entéo:

iwLgAx \/ 4
A4 =— |14/l - ———F7+1——= ) .
(w) 2 ( szdCdA{E2>

Para valer o resultado de impedancia de ponto fixo na
descri¢ao de uma linha de transmissao temos que fazer
o numero de segmentos N — 00, 0 que coloca o limite
Az — 0. Desse modo, o termo dominante serd dado pela
seguinte expressao:

NideAm E 4
- 2 w2LaCyAz2 )’

onde claramente devemos adotar o sinal negativo (pois
na raiz acima y/—1 = i) para obter um valor positivo
para a chamada impedancia caracteristica da linha, ou
seja, Z > 0. O resultado final é Z = /Lg/Cy, conforme
o esperado para uma linha de transmissao ideal sem
perdas [50,51]. A fungdo de transferéncia, que é o divisor
de tensao entre dois pontos separados por uma distancia
Ax, agora terd o seguinte valor:

(38)

Z(w) (39)

T 1/(iwCyAx) + Z T4 iwV/I CiAr ’
(40)

onde utilizamos o fato de que v = /L4Cy é a velocidade
de propagacao de uma onda em uma linha de transmissao,
w/v = = 27/X é o nimero de onda ou constante de
fase. O ntiimero complexo na forma 1+iw+/LgCyAx = 1+
1Az pode ser colocado na forma polar (médulo e fase),
sendo o médulo |1 +ifAz| = /1 + f2Az2 ~ 1 e a fase
0 = arctan(SAx) ~ SAx para SAx um valor pequeno ( o
que deve ocorrer se Ar << \ = 27w¢/w). Ese resultado
é de fato esperado para uma linha de transmissdo ideal,
pois entre dois pontos a func¢ao de transferéncia é unitaria,
ocorrendo apenas um deslocamento de fase devido ao
tempo de propagacao do sinal para percorrer a distancia
Az. Veja que o atraso é dado por At = Az/v e o desvio
de fase § = wAt = wAz /v = Az.

A Figura 8 ilustra o comportamento da fungdo G(3),
calculada na forma completa , utilizando A = iwLgAx
e B = 1/(iwCyAx). Foram utilizados Ly = 1 H/m e
Cy = 1F/m, por simplicidade, embora esses valores se-
jam muito diferentes da pratica. A forma de magnitude
em escala dB (G4p = 20log,y G), e fase em radianos, em
fungdo de 8 = w/v para dois valores distintos de Ax é
apresentada. A curva tracejada (azul) utiliza Az = 1m
enquanto a curva cheia (vermelho) adota Ax = 0, 5m.
Claramente o melhor resultado, corresponde ao esperado
para uma linha de transmissao ideal, com magnitude
0dB para a transferéncia e fase variando de forma linear
com 3 ocorre para o valor menor de Az, o que é espe-
rado, pois para que o modelo de pardmetros distribuidos
seja efetivo é necessario que Az << A = 27/8. Para
Az = 0,5m os valores obtidos foram préximos do ideal
para 8 < 3rad/m, a partir do qual a curva de fase perde
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Figura 8: O comportamento da funcdo G(f3), calculada na forma
completa (85), utilizando A = iwLsAz e B = 1/(iwCaAx),
com Lg = 1 H/m e C4y = 1F/m. (a) magnitude em escala
dB e (b) médulo da fase, em fun¢do de 8 = w/v, para dois
valores distintos de Az. A curva tracejada (azul) utiliza Az =
1m enquanto a curva cheia (vermelho) adota Az = 0,5m.
Claramente o resultado, corresponde ao esperado para uma linha
de transmiss3o ideal, com magnitude 0dB e o médulo da fase
tendo comportamento linear, e tem mais aproximacdo com a
idealidade quanto menor o valor de Ax, o que é esperado.

a linearidade, enquanto que para Ax = 1m, o resultado
é aceitdvel para § < 1,5 rad/m.

Agora, uma estrutura escalonada por um fator de
escala «a aplicado sobre a impedancia Z,, ;1 produz a
seguinte equagao iterativa:

aZ7L—1B

Z,=A+B 1) =A+ ———— .

(41)
A equacédo para o ponto fixo continua quadratica e traz
como solugao os seguintes:

A-1=2p 4AB
Z+:20‘<1+\/1+M> R (42)

—leap 4AB
—t (1—\/1+Q[A_1EQB]2> . (43)

Aqui podemos fazer qualquer escolha de A e B, bem como
de a. No caso em que A e B sejam elementos puramente
resistivos hd duas situagdes distintas: i) «A > (1 — «a)B
entao a solugao é a correta para o sistema, uma
vez que A — %B > 0 e somente esta pode garantir a
positividade requerida para o equivalente da associagao
de resistores; ii) @A < (1 — a)B e a solugdo deve é
obtida.

Para fins de analise, vamos considerar a normalizacao
das impedéncias pelo valor de A, definindo z, = Z,/A e
r = B/A. Desse modo as equagoes podem ser reescritas
na forma abaixo:

AZp_1T
T+ oz, 1

1— 1=y 4r
= <o (14 J1+—"T ), @45
Zy 5 <+\/ +a[1_1aar]2> (45)
1_170(

—%r 4r
2(1—\/1+W> . (46)
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Um caso particular ocorre para « = 0,5 er =1, em
que a solucao converge para dois possiveis pontos fixos
24 = +4/2. Claramente sendo A um valor real positivo,
somente a solugdo positiva deve ser considerada, pois
é o atrator para valores positivos de A e B. Portanto,
uma associagdo em escada tem impedancia equivalente
convergindo para Z = v/2A. A Figura 9 ilustra esse
cendrio através do grafico de fluxo para distintos valores
de impedancia inicial zg, normalizada pelo valor de A.

4.3. A linha de transmissao revisitada

Consideremos agora o calculo da funcao de transferéncia
de uma linha de transmissao de forma recursiva. Sabemos
para uma linha ideal infinita temos que fazer Az — 0
e Z = +/L4/Cy4, que é a chamada impedancia caracte-
ristica da linha, é um nimero puramente real, mesmo
que as impedéancias A = iwLqAz ¢ B = 1/(iwCyAx)
sejam imaginarios puros. Adotando esses valores para
A e B o resultado para qualquer n finito de iteragoes
nao converge e torna-se oscilatério. Esse fato pode ser
observado através da realizacdo de uma planilha eletro-
nica de cédlculo. Mas entao como resolver esse problema
numérico? A resposta aproximada passa pelo fato de
que uma linha de transmisséo infinita pode ser simulada
por uma linha de transmissao de extensao finita com
uma resisténcia de carga Z; = \/Lq/Cy conectada aos
seus terminais. Desse modo devemos fazer como condi-
¢do inicial Zy = A+ (B || ZL) e entdo iniciar o processo
iterativo, dado pela equagao geral . A linha de trans-
missdo convencional é obtida fazendo o« = 1. A Figura 10
ilustra o processo iterativo de obtencao da impedancia
da linha com n = 100 fazendo L = 1H/m, C = 1F/m e
wLC =1/8, para « = 1. A impedancia de carga adicio-
nada ao inicio do processo iterativo vale Z; = 1.

Na Figura 11 é ilustrado o comportamento da fungéo
de transferéncia em magnitude(escala dB) e fase, obtidas
a partir da forma recursiva abaixo

B || aZ,

Gni1(B) = A+ B az,’

(47)

N
T
/

1:1 +znl(2+zn)

Figura 9: Gréfico de fluxo para a funcio , coma=0,5e
r = B/A = 1. Note que a impedancia normalizada rapidamente
converge para z = /2, que funciona como atrator, ou ponto de
equilibrio estavel dessa associacio em escada. Os valores iniciais
escolhidos foram zp = 1/4,1/2,v/2,2 e 4.

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2019-0188

€20190188-9

(a)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0 I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

n

Figura 10: Grafico de fluxo para (a) parte real e (b) parte ima-
gindria da impedancia de uma linha de transmissdo convencional
fazendo n = 100 iteragdes, com Lq = 1H/m, Cq = 1F/m,
Az =1m e wVLC = 1/8, para a = 1. A impedéncia de carga
adicionada ao inicio do processo iterativo vale Z;, = 1Q2. Note
que a parte real da impedancia oscila em torno do ponto fixo
Re(Z) = 1. A parte imaginaria também tem comportamento
oscilatério e idealmente deve se anular, embora aqui oscile em
torno do ponto médio de aproximadamente 0, 06:.
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Figura 11: Gréfico da funcdo de transferéncia , na forma de
(a) magnitude, em escala dB, e (b) fase, considerando n = 11
e n = 101 iterages, Lg = 1H/m, Cq = 1F/m, Az = 1m, em
funcio de § = wVLC/Ax, para a = 1. Apés 5 = 0, 1rad/m
aproximadamente, a solucdo passa a divergir, independente do
nimero de itera¢Ses, o que indica que a condi¢do SAx << 27
estd sendo violada.

apds n iteragde para a impedancia, considerando SAx =
wvV/LC. Observe que para valores § > 0,1 rad/m a solu-
¢ao passa a divergir, o que é natural quando o modelo
discreto da linha de transmissdo ( ou de pardmetros
distribuidos) ndo mais satisfaz a condi¢do SAx << 2.
Enquanto a condigdo é satisfeita o modelo representa
bem a func¢ao de transferéncia da linha. Os resultados
foram obtidos para n = 11 e n = 101 iteragoes, para
fins de comparacao e nesse caso nao se ganha melhores
resultados simplesmente aumentando esse nimero. Para
melhorar a resposta do modelo é necessario diminiuir o
valor de Az, o que produz uma diminui¢do nos valore de
L e C' do modelo.

Consideramos ainda o caso de uma linha com fator de
escalonamento a = 0,5, cujo grafico de fluxo é ilustrado
na Figura 12, fazendo n = 10 iteracdes, o que ja leva a
convergéncia para o ponto fixo. Os demais parametros
foram idénticos aos das Figuras 10 e 11, com Ly = 1H/m,
Cy = 1F/m, Az = 1m e wV/LC = 1/8, para oo = 1. A
impedancia de carga adicionada ao inicio do processo
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Figura 12: Gréfico de fluxo para (a) parte real e (b) parte ima-
gindria da impedancia de uma linha de transmissdo escalonada
com « = 0,5, que converge ji com n = 10 iteracdes, com
Lq = 1H/m, C4 = 1F/m, Az = 1m e wVLC = 1/8, para
a = 1. A impedancia de carga adicionada ao inicio do processo
iterativo vale Z;, = 1. O ponto fixo vale Z = 0, 1674, sendo a
parte real nula.

iterativo vale Z;, = 1) e no presente caso o ponto fixo
converge para Z = 0, 1677, tendo parte real nula.

Como comentéario final vamos mencionar que vérios
elementos da engenharia eletromagnética, amplamente
empregados no espectro das micro-ondas, por exemplo as
antenas de aparelhos celulares, tém sido construidos utili-
zando os principios da geometria fractal, sobretudo para
otimizar a utilizagdo do espaco disponivel. Tipicamente,
a impedancia e a funcao resposta dessas estruturas nao
tem uma lei de escala com expoente igual ao da geo-
metria fractal utilizada. Considerando-se uma antena
dipolo elétrico utilizando um tridngulo de Sierpinski, a
dimensao fractal vale aproximadamente 1,586, mas a
dimenséao de escala da funcao de ganho dessa antena nao
é necessariamente na forma G « (w/wp)>**, onde wy
é a frequéncia angular de referéncia ( ou de projeto) e
w é a frequéncia de operacao. O motivo pelo qual essas
relagdes geralmente ndo se mantém ¢é o fato de que ocor-
rem acoplamentos eletromagnéticos, surgimento de novas
capacitancias e indutdncias parasitas a cada iteracao, e
nesse caso, o comportamento eletromagnético é tipica-
mente obtido através de softwares e métodos numéricos
de analise do problema.

5. Conclusoes

Neste trabalho foi apresentada uma introducdo a geo-
metria fractal e ao conceito de invariancia de escala e
dos pontos fixos. Como exemplos, foram considerados a
curva de Koch e o tridngulo de Sierpinski para realizar de
forma didatica a determinacao da dimensao de Hausdorff-
Besicovitch. Na sequéncia foi apresentado o procedimento
para a determinagao de pontos fixos (ou também denomi-
nados pontos criticos). Esse é um problema essencial na
teoria das transigdes de fase da matéria condensada, por
exemplo, onde esses pontos correspondem a equilibrios
estéveis (pontos atratores) ou instaveis (repulsores), para
os quais as flutuagoes facilmente retiram o sistema fisico
daquela condi¢do. Além disso foi apresentado um breve

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 42, €20190188, 2020

Dimensionalidade fractal e invaridncia de escala em circuitos elétricos AC e linhas de transmissao

panorama sobre a teoria da funcéo de transferéncia, para
ser aplicada, juntamente com a noc¢ao de invariancia de
escala e da determinacao de pontos fixos ao problema
da associacdo de impedéancias complexas, em duas con-
figuragbes essenciais de circuitos que sdo a associacao
série e em escada. No caso da associacao em série com
complexidade infinita, o circuito apresenta uma funcéo
de transferéncia constante em frequéncia, mesmo para o
caso em que os elementos de impedancia utilizados sejam
dependentes de w. Isso pode ser interessante quando se
faz necessaria uma resposta plana em frequéncia. To-
davia, na préatica a complexidade infinita ndo pode ser
realizada. O caso da associacdo em escada leva a uma
expansao em fragoes continuadas e permitiu discutir o
problema das linhas de transmissao e dos graficos de
fluxo para os pontos fixos de problemas de associacao de
impedancias em escada. Conforme foi demonstrado aqui,
a linha de transmissao ideal pode ser modelada a partir
de uma associagdo em cascata autossimilar utilizando
elementos indutivos e capacitivos.
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