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O formalismo de Carathéodory para a termodindmica cldssica é uma rica abordagem alternativa para essa
teoria, apesar de impopular entre estudantes e professores de fisica. Essa abordagem dispensa o conteido das
méquinas térmicas para a apresentagdo da segunda lei da termodinadmica. Neste artigo, discutimos o formalismo
de Carathéodory historicamente, e mostramos como o axioma de Carathéodory da segunda lei da termodindmica
se deduz, didaticamente, do principio de Clausius e do principio de Kelvin. Além disso, fornecendo também um
caradter objetivo para este artigo, no sentido de buscar popularizar o ensino do formalismo de Carathéodory em
disciplinas de termodinamica classica em nivel de graduacdo, guiamos o leitor até a obtencdo da entropia e do
contetido matemético da segunda lei da termodindmica através desse formalismo. Por tltimo, considerando a
ampla literatura revisada, a prova que demos para a deducdo do axioma de Carathéodory da segunda lei da
termodindmica a partir do principio de Clausius é nova.

Palavras-chave: formalismo de Carathéodory, axioma de Carathéodory, segunda lei da termodinidmica, principio
de Clausius, principio de Kelvin.

Carathéodory’s formalism for classical thermodynamics is a rich alternative approach to this theory, although
unpopular with students and physics professors. This approach dispenses with the content of thermal machines
for the presentation of the second law of thermodynamics. In this paper, we discuss Carathéodory’s formalism
historically, and show how Carathéodory’s axiom of the second law of thermodynamics is derived, didactically,
from the Clausius principle and the Kelvin principle. In addition, also providing an objective character for this
paper, in the sense of seeking to popularize the teaching of Carathéodory’s formalism in disciplines of classical
thermodynamics at undergraduate level, we guide the reader to obtain the entropy and mathematical content of
the second law of thermodynamics through this formalism. Finally, considering the wide reviewed literature, the
proof we gave for deducing the Carathéodory’s axiom of the second law of thermodynamics from the Clausius
principle is new.

Keywords: Carathéodory’s formalism, Carathéodory’s axiom, second law of thermodynamics, Clausius principle,

Kelvin principle.

1. Introducao

Na fisica, costumeiramente somos apresentados a abor-
dagens conceituais e matematicas distintas, porém equi-
valentes, para uma mesma teoria. Por equivalentes
entende-se dizer que essas descrigoes distintas para uma
mesma teoria obtém, sem nenhuma perda de contetdo
fisico, os mesmos resultados finais. Além disso, geral-
mente, os caminhos e métodos utilizados por cada des-
cricao diferem enormemente entre si. A essas descrigoes
distintas para uma mesma teoria damos o nome de
formalismos. Um caso famoso de formalismos na fisica
ocorre na mecéanica classica, onde temos os formalismos
devidos a Newton, Lagrange, e Hamilton.

Outra disciplina da fisica que permite o uso de for-
malismos é a termodindmica classica. A termodinamica
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classica é a perspectiva da termodindmica que estuda
os sistemas fisicos a partir das leis que generalizam as
observacoes feitas sobre o comportamento macroscépico
desses sistemas. Para isso, a termodinamica classica des-
considera a natureza microscopica da matéria. Isso difere
de outra perspectiva famosa da termodindmica que
considera para a sua descri¢do a natureza microscopica
da matéria e os avancos da mecdanica estatistica. Essa
outra perspectiva da termodinamica é a termodinamica
estatistica. Nao serd sobre a termodindmica estatistica
que estaremos lidando aqui.

A termodinamica cldssica é uma area da fisica al-
tamente solidificada e bem estabelecida em todo o
meio cientifico. Outrossim, trata-se de uma teoria cujo
conteudo é consideravelmente popular, desde os niveis
mais basicos de educagdo em ciéncias, até em cursos
de nivel superior em fisica e areas afins, como quimica,
engenharias, etc. Assim, o material tedrico fundamental
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da termodindmica cldssica deve causar pouca estranheza
ao leitor. Especificamente sobre os formalismos existen-
tes para a termodinamica classica, e também sobre o
seu proprio ensino em nivel de graduacdo, é notavel
a tradicional apresentacao dessa disciplina segundo a
perspectiva da eficiéncia dos motores térmicos — ou
maquinas térmicas.

Majoritario nos livros didaticos atuais, esse forma-
lismo tradicional faz uso dos dois principios experimen-
tais equivalentes da segunda lei da termodinamica —
os principios de Clausius e Kelvin — em conjunto com
o teorema de Carnot das maquinas térmicas, para a
obtencao da entropia e do conteido matematico da
sequnda lei da termodindmica — o principio do aumento
da entropia. Esse formalismo tradicional foi construido
por Clausius com base em desenvolvimentos historicos
e técnicos de nomes como Carnot, Clapeyron, e Kelvin
[1]. Assim, nomeamos aqui esse formalismo tradicional
de formalismo de Clausius, inspirados também pela
literatura diddtica da termodindmica cléssica [2].

Todavia, como ja anunciamos previamente, o for-
malismo de Clausius ndo é o tunico possivel para
descrever a termodindmica classica. Outro formalismo
famoso se originou do trabalho de Gibbs [3] que, em
uma série de artigos entre 1873 e 1878, advogou por
métodos analiticos para a descricao da termodindmica
classica. Com isso, Gibbs influenciou varias obras po-
pulares de termodindmica classica que surgiram poste-
riormente [4] [5]. Essas obras construiram uma termo-
dindmica classica de postulados, introduzindo nocoes
termodindmicas fundamentais como a entropia na forma
de conceitos elementares dos quais os outros conceitos da
teoria se derivam [6]. De forma geral, chamamos aqui de
formalismo de Gibbs os formalismos devidos ao pioneiro
trabalho de Gibbs.

Além desses, ha ainda o formalismo de Carathéodory
para a termodinamica clédssica, sendo esse o formalismo
que mais nos interessa neste artigo. O formalismo de
Carathéodory difere dos outros dois formalismos cita-
dos anteriormente uma vez que dispensa as maquinas
térmicas utilizadas no formalismo de Clausius, bem
como, apesar de também se valer de postulados, ou axi-
omas, nao o faz usando a mesma metodologia envolvida
no formalismo de Gibbs. O formalismo de Carathéodory
tem um importante papel na construgdo da propria
teoria da termodindmica classica, conforme relata a
seguinte citagao:

Entropy was discovered by a somewhat cir-
cuitous path through the efficiency of heat
engines, a finding that in hindsight could
appear serendipitous. Were we just lucky to
have discovered something so fundamental
in this way? Can it be seen directly that
entropy as a state variable is contained in
the structure of thermodynamics, without
the baggage of heat engines? It can, as shown
by Constantin Carathéodory in 1909.
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(A entropia foi descoberta por um cami-
nho um tanto tortuoso através da eficiéncia
dos motores térmicos. Uma descoberta que,
em retrospectiva, poderia parecer aciden-
tal. Tivemos a sorte de ter descoberto algo
tio fundamental dessa maneira? Pode ser
visto diretamente que a entropia como uma
varidvel de estado estd contida na estrutura
da termodinamica, sem a bagagem dos mo-
tores térmicos? Pode, como mostrado por
Constantin Carathéodory em 1909.)

([7] — p. 149, énfase do autor)

Essas sdo as primeiras palavras de James H. Lus-
combe na introdugdo do décimo capitulo do seu re-
centeﬂ Thermodynamics [7]. Apesar da sua reconhecida
importénciaEI, o formalismo de Carathéodory é quase
totalmente desconhecido atualmente pela maioria dos
professores e estudantes de fisica. Atualmente também
sdo escassos os exemplos de produgbes didaticas que
ensinam o formalismo de Carathéodory. Dito isso, apre-
sentamos na secdo [2] uma pequena discussdo histérica
sobre o contexto e os métodos do formalismo de Ca-
rathéodory. Mostramos também, nas segoes [3} [ e
como o formalismo de Carathéodory se conecta com
um dos resultados mais importantes da termodinamica
classica: a segunda lei da termodindmica, formulada a
partir dos principios de Clausius e Kelvin.

2. Formalismo de Carathéodory

Em um artigo de 1909 publicado no Mathematische
Annalen, o matemdtico Constantin Carathéodory [10],
propds um formalismo para a termodindmica classica
que obtinha os resultados da teoriaﬂ a partir de dois
axiomas, um para a primeira lei, e outro para a segunda
lei da termodindmica, de forma que o desenvolvimento
dos conceitos termodindmicos se dava em termos de
consideragoes oriundas de conceitos mecanicos.

O axioma usado por Carathéodory para a segunda
lei da termodindmica foi a maior novidade do seu

1 Luscombe apresenta em seu livro uma abordagem moderna do
formalismo de Carathéodory, trabalhando-o com o conceito de
campos vetoriais.

2 O trabalho de Carathéodory é um marco histérico no que se
refere as bases descritivas de uma termodindmica cldssica analitica
8 9].

3 A totalidade dos resultados esperados da termodindmica nio
surge do formalismo de Carathéodory. O mesmo é também verdade
para o formalismo de Clausius. O maior exemplo disso é a terceira
lei da termodinamica, cujo conteido preciso e completo somente
pode ser obtido pelo advento da mecéanica quéntica. Sem essa
inclusdo, ambos os formalismos produzem o contetido da terceira
lei da termodindmica de forma ad hoc. Nesse sentido, podemos
dizer que esses formalismo nos fornecem aquilo que seria esperado
como o contetudo matemdtico cldssico da teoria. Para mais detalhes
quanto a esse assunto, sugerimos ao leitor a consulta do livro de
Tisza [11].
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trabalho. Esse axioma nao era baseado em experimen-
tos, ndo obstante, dele emergiam a entropia e o seu
conteudo matemdtico cldssico. Apesar desse axioma ser
eventualmente conhecido como o sequndo axioma de
Carathéodory [12], dada a existéncia de um axioma de
Carathéodory também para a primeira lei da termo-
dindmica, nosso maior foco aqui é o estudo em particular
da segunda lei da termodinamica. Por esse motivo, dora-
vante iremos nos referir ao axioma de Carathéodory para
a segunda lei da termodinamica apenas como axioma de
Carathéodory.

Varios autores se dedicaram a missao de disseminar as
ideias de Carathéodory ao longo dos anos, a saber: Sears
[12], Chandrasekhar [I3], Buchdahl [I4], Landsberg [15],
Dunning-Davies [I6], entre outros. Em especial, Max
Born, um dos fisicos precursores da mecénica quantica,
defendeu a visdo de Carathéodory durante uma grande
parte da sua vida. Com publicagoes [17), [I8] e também
com duras criticas ao formalismo de Clausius, Born
buscou popularizar o formalismo de Carathéodory ao
dizer, por exemplo, em um artigo de 1921:

a) Nao existe nenhuma outra drea da fisica
onde sao aplicadas consideragoes que tenham
qualquer semelhanca com o ciclo de Carnot
e correlatos. b) Tem-se que admitir que a
termodindamica, no seu modelo tradicional,
ainda ndo realizou o ideal logico da separacdo
entre o contetdo fisico e a descricio ma-
temdtica. c) E preciso fazer uma remocdo de
entulhos, que uma tradi¢do cheia de piedade
demais até aqui, ndo ousou remowver.

([I'7] — énfase do autor)

Em correspondéncia a Einstein [19], exatamente sobre
essa publicacao [I7] que submetia ao atual Physikalische
Zeitschrift, Born escreveu:

Frankfurt a.M.
12 February, 1921

Dear Einstein

...I have done little theoretical work.
I have recently written an account of
Carathéodory’s thermodynamics, which will
appear shortly in the Physikalische Zeitung.
I am very curious to know what you will say
about it.

Frankfurt a.M.
12 Fevereiro, 1921

(Prezado Einstein

... Tenho feito pouco trabalho teorico.
Recentemente escrevi uma exposi¢io da
termodindamica de Carathéodory, a qual ird
aparecer em breve no Physikalische Zeitung.
FEstou muito curioso para saber o que vocé
dird a respeito.)

([19] — p. 53)
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Ja havendo publicado os trabalhos que elevariam seu
nome ao patamar de um dos maiores da histéria da
ciéncia — sobre a relatividade e o efeito fotoelétrico —, um
retorno positivo de Einstein a respeito do formalismo de
Carathéodory com certeza poderia ter proporcionado a
esse assunto uma recepgao diferente da comunidade da
fisica. Mas, apesar da solicitacdo de Born, ndo constam
nas posteriores correspondéncias entre Born e Einstein
[19] qualquer mengao desse dltimo a questao do trabalho
de Carathéodory. Posteriormente, e ainda sobre a sua
tentativa de popularizar o trabalho de Carathéodory, a
frustracdo de Born se confirma quando ele afirma, se
referindo por método cldssico ao que chamamos aqui de
formalismo de Clausius:

My interpretation of Carathéodory’s ther-
modynamics did not have the effect I had
hoped for of displacing the classical method
which, in my opinion, is both clumsy and
mathematically opaque.

(Minha interpreta¢ao da termodindmica de
Carathéodory mdo obteve o efeito que eu
esperava de substituir o método cldssico que,
na minha opinido, é desajeitado e matema-
ticamente opaco.)

(H9] — p. 55)

Ap6s Born, possiveis empecilhos para com o uso e a
divulgacao do formalismo de Carathéodory foram inves-
tigados por diversos outros autores. Nesse contexto, além
da aparente mé sorte histérica que citamos, obstaculos
pedagogicos e matematicos que podem ter contribuido
para a impopularidade do formalismo de Carathéodory
foram apontados por Zemansky [20], em 1966. Zemansky
escreveu que para a apresentagao da segunda lei da
termodinamica:

Due to the fact that Carathéodory’s axiom
was not based directly on experience and
that the proof of his theorem was longwinded
and difficult, most physicists and textbook
writers ignored the Carathéodory treat-
ment [...]

(Devido ao fato de que o axioma de Ca-
rathéodory ndo era baseado diretamente da
experiéncia e de que a prova do seu teorema
era longa e dificil, a maioria dos fisicos e es-
critores de livros-texto ignorou o tratamento
de Carathéodory |[...])

(I20] — p. 915)

Curiosamente, anteriormente ao relato de Zemansky
ja haviam trabalhos que solucionavam as questoes que
ele apontava. Por exemplo, em 1964, Landsberg [21]
provou que o azioma de Carathéodory pode ser dedu-
zido do principio de Kelvin. Esse resultado foi melhor
investigado por Titulaer e Van Kampen [22] um ano
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depois, em 1965. Nesse mesmo ano, Dunning-Davies
[23] provou a reciproca da conclusio de Landsberg,
estabelecendo a equivaléncia entre o axioma de Ca-
rathéodory e o principio de Kelvin. Entao, mesmo que
nao seja baseado diretamente de fatos experimentais,
o axioma de Carathéodory se mostrou equivalente ao
principio experimental de Kelvin, de forma que o axioma
de Carathéodory pode ser visto como apenas outro
enunciado da segunda lei da termodindmica [I4].

Por outro lado, o teorema de Carathéodory verificou-
se demonstravel com argumentos curtos, relacionados a
geometria do espaco termodinamico |14} 177, 18], bem
como, relacionados ao uso do conceito de campos ve-
toriais [7]. Essas demonstragoes, no entanto, seguem um
nivel de simplicidade que nao contempla todo o contetido
matematico do teorema de Carathéodory na sua versdao
geral, como mostrou Boyling [24]. Todavia, para o ensino
da termodinadmica classica, as justificativas dadas pelos
autores acima citados na demonstragdo desse teorema
sa40, como propoem-se a ser, suficientes, e nao prejudicam
o seguimento dos resultados fisicos da teoria [T14].

Contudo, como ja esta claro, a superacao desses dois
empecilhos apontados por Zemansky ao formalismo de
Carathéodory nao bastou para fazer com que esse for-
malismo se difundisse posteriormente no meio da fisica.
Mas entdo haveria alguma outra grande dificuldade,
além daquelas originalmente apontadas por Zemansky,
para com o uso do formalismo de Carathéodory? E em
particular no &mbito da apresentacdo da segunda lei da
termodindmica? Defendemos com este artigo que nao.
E, assim, objetivamos introduzir alguns dos métodos e
significados do formalismo de Carathéodory ao leitor,
especificamente no contexto da apresentacao da segunda
lei da termodinamica.

Logo, nas se¢bes seguintes, buscamos apresentar ao
leitor, didaticamente, os esforcos que citamos relacio-
nados a conectar o axioma de Carathéodory com o
principio de Clausius e o principio de Kelvin. Como
um resultado novo a partir da ampla literatura revisada
neste artigo, provamos a deducdo direta do azioma
de Carathéodory a partir do principio de Clausius. A
secao [3] trata da deducdo do axioma de Carathéodory
a partir do principio de Kelvin, conforme Titulaer e
Van Kampen [22]. J4 a se¢do [4| trata da nossa dedugéo
do axioma de Carathéodory a partir do principio de
Clausius. Consideramos serem essas etapas as mais
importantes ao leitor no que se refere & conexdo do
formalismo de Carathéodory com a segunda lei da
termodinamica.

Em seguida, procurando contribuir em alguma me-
dida para com a popularizacdo do formalismo de Ca-
rathéodory em cursos de termodindmica classica em
nivel de graduacdo, mostramos ao leitor na secao
um vislumbre de como a entropia e o contetido
matematico da sequnda lei da termodindmica surgem
como consequéncia direta da aplicacdo do teorema de
Carathéodory. Para isso, o teorema de Carathéodory
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foi demonstrado na subsecao de forma simples, a
partir do argumento de Born [I7]. J& a entropia em si
foi abordada logo apds, na subsegdo [5.2}

Também, para uma boa compreensdao do que se-
gue, basta ao leitor o conhecimento bésico dos concei-
tos fundamentais da termodindmica cldssica: sistema
e vizinhanca; reservatorio térmico, equilibrio e espaco
termodindmico; coordenadas, estado e processos termo-
dinamicos; primeira e segunda lei da termodindamica,
etc. Porém, sempre que necessario, por uma questao de
énfase, faremos uma breve discussdo de alguns desses
conceitos.

Por fim, este artigo ndo possui o intuito de defen-
der a superioridade do formalismo de Carathéodory
com relagdo aos outros formalismos da termodindmica
classica. Portanto, tentamos aqui apenas indicar a pos-
sibilidade do uso do formalismo de Carathéodory no
ensino da termodinamica classica.

3. Axioma de Carathéodory a Partir do
Principio de Kelvin

Existem algumas diferencas na literatura quanto a
redacao dos principios experimentais da segunda lei da
termodindmica. Assim, mesmo que meramente relacio-
nadas a uma escolha de palavras ligeiramente distintas
por cada autor, essas diferencas podem causar confusoes
na interpretagdo dos enunciados desses principios [25].
Buscando evitar essas situagOes, este artigo enunciara
tanto o axioma de Carathéodory, quanto os principios de
Clausius e Kelvin, conforme encontra-se no livro classico
An Introduction to the Study of Stellar Structure, do
ganhador do Nobel de Fisica de 1983, Subrahmanyan
Chandrasekhar.

Segue entao o principio de Kelvin, conforme Chandra-
sekhar [I3]:

In a cycle of processes it is impossible to
transfer heat from a heat reservoir and con-
vert it all into work, without at the same time
transferring a certain amount of heat from a
hotter to a colder body.

(Em um ciclo de processos é impossivel
transferir calor de um reservatdorio térmico e
converté-lo totalmente em trabalho, sem ao
mesmo tempo transferir uma certa quanti-
dade de calor de um corpo mais quente para
um mais frio.)

(3] — p. 24)

O que o principio de Kelvin — que se mencionara
daqui em diante, de forma abreviada, por (K) — diz
que, durante um ciclo termodindmico qualquer, nao é
possivel que um sistema converta totalmente calor Q
absorvido de um reservatorio térmico em trabalho W
sem que, durante o mesmo ciclo, haja também calor

o
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cedido do sistema para outro sistema a temperatura mais
baixa. Em outras palavras, seja Q o calor absorvido por
um sistema a partir de um reservatorio térmico durante
um ciclo termodinamico qualquer, e seja W o trabalho
relacionado a interacao do sistema com a sua vizinhanca
durante esse ciclo. Entéo, por (K), a seguinte igualdade
ao final do ciclo é impossivel, com Q > 0

Q=W (1)

Observe que (K) destacadamente trabalha com os
conceitos de calor, trabalho, e temperatura, de forma a
priori. Ou seja, nesse enunciado da segunda lei da termo-
dindmica, calor, trabalho, e temperatura, sdo conceitos
termodindmicas elementares.

Entendido (K), segue o axioma de Carathéodory,
também conforme Chandrasekhar [13]:

Arbitrarily near to any given state there exist
states which cannot be reached from an initial
state by means of adiabatic processes.

(Arbitrariamente prozimo a qualquer es-
tado existem estados que ndo podem ser
alcancados a partir de um estado inicial por
meio de processos adiabdticos.)

(3] — p. 24)

H4 muito para se comentar sobre o axioma de
Carathéodory — que se mencionard daqui em diante, de
forma abreviada, por (AC) — contudo, inicialmente, faz-
se necessario o entendimento da palavra estado nesse
contexto. A termodindmica classica lida com sistemas
macroscopicos em situacoes de equilibrio, ou seja, em
situagdes em que as coordenadas, ou varidveis, termo-
dindmicas do sistema estdo bem definidas. Com efeito,
quando estabelecido o equilibrio, analogamente ao caso
da mecanica classica, temos a caracterizacdo completa
do sistema termodinamico pelo valor das suas coorde-
nadas termodindmicas independentes. E, quando isso é
feito, o estado do sistema esta definido e é expresso pelo
conjunto dessas coordenadas termodindmicas indepen-
dentes que caracterizam o equilibrio. Logo, para a ter-
modinamica classica, situacdes de equilibrio equivalem a
definicao do estado do sistema termodinamico.

Dito isso, vamos ao conteido de (AC). O que (AC)
estabelece é que, dado um estado qualquer de um sistema
termodindmico, existirdo outros estados que o sistema
nao pode alcangar por meio de processos adiabdaticos.
Processos adiabaticos sdo processos que ocorrem sem
trocas de energia na forma de calor entre o sistema e
a sua vizinhanga. Observe que (AC) nao faz distingao
entre processos reversiveis ou irreversiveis. Perceba aqui
que (AC) pressupde como maior conceito termodindmico
elementar a nogcao de processo adiabatico. Essa cons-
trugdo se faz presente no formalismo de Carathéodory
com o objetivo de fugir do conceito direto de fluxo de
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calor, trocando-o pela ideia de processos nao puramente
mecanicosf

Mas, para de fato entendermos o enunciado de (AC)
precisamos analisar o significado do termo “alcancar”
que nele consta. Para sair de um estado para outro, o
sistema termodindmico precisa realizar um processo e
entdo chegar a uma nova situagdo de equilibrio, confi-
gurando assim um novo estado termodindmico. Dizer
que existem estados que ndo podem ser “alcancados”
por processos adiabaticos significa dizer que existem si-
tuagoes de equilibrio que nao podem ser obtidas se usar-
mos como caminho para isso um processo adiabéatico.
Dito de outra forma, dado um estado qualquer de um sis-
tema termodindmico, ndo podemos submeter o sistema
a processos adiabdticos arbitrdrios.

Buscamos agora mostrar que (K) = (AC). Para
isso é suficiente mostrarmos que se (AC) é falso, (K)
também éE| Entao, conforme Titulaer e Van Kampen
[22], provamos primeiro que (K) = (AC) para processos
reversiveis. Processos reversiveis sao, como o proprio
nome sugere, processos passiveis de serem executados
em ambas as “direcdes temporais”, uma vez que to-
das as situacbes do sistema durante esses processos
sdo situagoes de equilibrio. Por exemplo, se pudermos
conceber um sistema constituido de um géas confinado
em um recipiente limitado por um émbolo mével sem
atrito, poderemos abaixar o émbolo depositando graos
de areia um por um sobre ele, comprimindo assim o
gas no recipiente de forma reversivel, de modo que o
gas sempre se manterd em equilibrio nesse processo.
Por outro lado, se retirarmos os graos de areia de cima
do émbolo um a um, poderemos, em algum momento,
retornar a exata mesma situacdo de equilibrio que
iniciamos esse raciocinio, retornando o gas ao seu estado
termodindmico original. Esse comportamento temporal
reversivel define os processos reversiveis. Por isso, pro-
cessos reversiveis sdo representados por curvas continuas
no espago termodinamico.

Assim, seja um espago termodindmico que define
os estados termodindmicos para um sistema termo-
dindmico modelo com um conjunto usual de trés coorde-
nadas termodindmicas independentes: 0, a temperatura
empirica do sistema, mensurada por algum instrumento
de medida, em alguma escala de temperatura; x; e
Z2, duas coordenadas relacionadas ao comportamento
mecanico do sistema termodindmico. Por exemplo, sendo
1y = V e xzg = M, respectivamente o wolume e a
magnitude da magnetizacdo do sistema. A escolha por
trés coordenadas independentes para a caracterizacao
do sistema termodindmico modelo em discussdo se faz,
simplesmente, pela facilidade inicial de se trabalhar em
trés dimensdes. No entanto, naturalmente, o que sera

4 Para um amplo tratamento dessa questdo, sugerimos ao leitor a
consulta da se¢do 8 do livro do Buchdahl [14].

5 Em outras palavras, se for verdade que a negacio de (AC) fornece
a negagdo de (K), entdo, uma vez que (K) é verdadeiro, (AC)
também o sera.
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Figura 1: Espa¢o termodindmico das coordenadas 0, x1 e 2.

L 4

Figura 2: Ciclo reversivel P construido através de processos
intermediarios entre os pontos A, B e B’ no espaco termo-
dindmico. Uma vez que P é reversivel, o sentido de percurso
no ciclo pode ser escolhido arbitrariamente. Escolhe-se aqui o
sentido A - B — B’ — A.

argumentado a seguir vale também para um nimero
maior de coordenadas termodindmicas.

Esse espago termodinamico, representado na Fig.
caracteriza um estado termodindmico qualquer pelos
valores mensurados das coordenadas (6,x1,x2), por
exemplo: (0%, 21°,25°). Por consequéncia, tal estado é
univocamente identificado como um ponto A no referido
espaco tal que, A = (0°, 2,°, 25°).

Além disso, por estarmos tratando de sistemas ter-
modindamicos, sempre se faz possivel a escolha da tem-
peratura empirica como uma das coordenadas termo-
dindmicas independentes. Em seguida, seja P o seguinte
ciclo reversivel dado no espago termodinamico da Fig. [I]
e representado na Fig.

O ciclo reversivel P da Fig. [2]é montado de tal forma
que: o processo A — B é supostamente adiabético, logo
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Qi = 0; o processo B — B’ nao foge da linha que
preserva os valores de 1 = 1" e 2 = x2*, logo nao
h4 trabalho envolvido de B para B’, porém h4d calor
absorvido Qp_,p > 0 de B para B’ gracas a diferenca
de temperatura entre B e B’, ** — 6* > 0; por dltimo,
o processo B’ — A é também supostamente adiabético,
logo Qp'—a = 0. Isso fecha o ciclo P. Para esse ciclo
que construimos é importante percebermos que, como
P é reversivel, toda essa construcdo idealizada para P
poderia ser invertida, invertendo o ciclo e tomando ao
contridrio B’ — B tal que, nesse sentido, haveria calor
cedido Qp/_,p < 0 de B’ para B.

Porém, um olhar mais cuidadoso sobre o ciclo P
que construimos revela que se ele for possivel, entao
(AC) ¢é falso. Com efeito, pode-se aproximar B’ de
B de forma abitraria. Ademais, como P é reversivel,
tanto o processo adiabatico A — B quanto o processo
adiabdtico A — B’ podem ser realizados. Mas, se
B’ é aproximado arbitrariamente de B, e a partir de
A se pode alcancar tanto B quanto B’ por processos
adiabaticos reversiveis, entdo a partir de A todos os
estados na mesma linha z1*z9* de B e B’ podem ser
alcancados por processos adiabaticos reversiveis. Logo,
aproximando também a linha x;*xzo* arbitrariamente de
A, teriamos que: arbitrariamente préximo de A existem
estados que podem ser alcancados a partir de A por
processos adiabdticos reversiveis, falseando, assim, (AC)
PAra Processos Teversiveis.

Mas como nao temos até agora justificativas reais —
fisicas — para a validade de (AC), suponhamos que P
¢é de fato possivel e entdo (AC) é mesmo falso. Vamos
agora aplicar a primeira lei da termodinamica em P.
Isso nos fornece, gracas a aditividade da energia

AEp =AFE s g+ AEp_ g +AEp _ 4. (2)

Uma vez que P é um ciclo termodinamico, AEp = 0.
Aplicando as caracteristicas de P em , temos

~Wasp+9psp —Wpa=0. (3)

Observe que as contribuigoes algébricas efetivas das
quantidades de trabalho que aparecem em P estao
relacionadas a realizacdo de trabalho do sistema na
vizinhanga, ou da vizinhanga no sistema. Entao, a
expressao pode ser reorganizada. Nomeando de W
o trabalho efetivo envolvido no percurso de P, temos

Q=W (4)

Mas isso é andlogo ao que diz a equagdo (1) e
assim a equagao , que vem da hip6tese de (AC) ser
falso, falseia (K). Logo, para processos reversiveis (K)
= (AC). Porém, sabemos que também lidamos com
processos irreversiveis na termodinamica classica. Esses
processos sdo, como o proprio nome sugere, processos
que apenas podem ser realizados em uma tnica “direg¢ao
temporal”, uma vez que as situagoes intermediarias do
sistema em um processo irreversivel ndo sdo situagoes
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Figura 3: Ciclo irreversivel P; construido através de processos
intermediarios entre os pontos A, B e B’ no espaco termo-
dindmico. O processo intermediario A — B é irreversivel. Logo,
P1 sé pode ser realizado no sentido A —+ B — B’ — A.

de equilibrio. Mesmo sendo a termodindmica cldssica
uma teoria que estuda apenas as situacoes de equilibrio,
nela uma andlise qualitativa dos processos irreversiveis
é também possivel. Isso se deve ao fato de que, na
termodindmica clédssica, as situacoes iniciais e finais dos
processos irreversiveis sao sempre situacoes de equilibrio.
Além do mais, é dos processos irreversiveis que emerge
o verdadeiro significado da entropia e da sequnda lei da
termodinamica.

Em termos do espago termodindmico, processos ir-
reversiveis ndo podem ser representados como curvas
continuas usuais nesse espac¢o, ao contrario de como
S0 0s processos reversiveis. Assim, como apenas estao
definidos o0s estados inicial e final de um processo
irreversivel, costuma-se representd-lo como uma linha
tracejada no espago termodindmico, conectando os seus
estados inicial e final. E natural que busquemos avaliar a
relacdo (K) = (AC) também para processos irreversiveis.
Assim, sejam os ciclos irreversiveis P; e P2 no mesmo
espago termodindmico anterior da Fig. [I] representados,
respectivamente, na Fig. 3] e na Fig. [4]

Os ciclos P; e P, sdo construidos de forma andloga
aquela posta para o ciclo P no caso reversivel. No ciclo
P1: o processo irreversivel A — B é supostamente
adiabatico, entdo Qa_,p = 0; o processo reversivel
B — B’ se mantém na linha em que 1 = z1* e
To = o, entdo Wp_,p =0, porém Qp_.p > 0 gragas
a diferenca de temperatura entre B e B/, 0** — 6* > 0;
por ultimo, o processo reversivel B’ — A é também
supostamente adiabatico, entdao Qp/_, 4 = 0. Isso fecha o
ciclo P;. Deve-se destacar que gracas a irreversibilidade
de P; o mesmo somente pode ser percorrido no sentido
A— B— B — A

Similarmente, no ciclo Ps: o processo irreversivel A —
B’ ¢ supostamente adiabdtico, entdo Q45 = 0; o
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Figura 4: Ciclo irreversivel P2 construido através de processos
intermediarios entre os pontos A, B e B’ no espaco termo-
dindmico. O processo intermediario A — B’ é irreversivel. Logo,
P> s6 pode ser realizado no sentido A — B’ — B — A.

processo reversivel B’ — B se mantém na linha em
que r1 = 71F e Ty = x2, entdo Wpg,g = 0, porém
Qp g < 0gracas a diferenca de temperatura entre B’ e
B, 6* —0** < 0; por ultimo, o processo reversivel B — A
é também supostamente adiabatico, entdo Qp_.4 = 0.
Isso fecha o ciclo P,. Da mesma forma que para o ciclo
P1, gracas a irreversibilidade de Py o mesmo somente
pode ser percorrido no sentido A — B’ — B — A.

Agora, suponha que ambos os ciclos irreversiveis P; e
P2 sejam simultaneamente possiveis, ou seja, ambos os
ciclos possam ser realizados. Ocorre que, se esse for o
caso, entdo (AC) é falso. Com efeito, novamente, apro-
ximamos B’ de B de forma arbitraria. Ademais, se su-
pormos serem P; e Po simultaneamente possiveis, entao
como consequéncia ambos 0s processos irreversiveis A —
B e A — B’ sao também possiveis. Entao, se B’ é apro-
ximado arbitrariamente de B, e a partir de A se pode al-
cancar tanto B quanto B’ por processos adiabdticos irre-
versiveis, entdo a partir de A todos os estados na mesma
linha z1*z5* de B e B’ podem ser alcancados por proces-
sos adiabaticos irreversiveis. Logo, aproximando também
a linha x;*xo™ arbitrariamente de A, terfamos que: ar-
bitrariamente prérimo de A existem estados que podem
ser alcancados a partir de A por processos adiabdticos
irreverstveis, falseando, assim, (AC) para processos
irreversiveis.

Nesse ponto, em comparagdo com o argumento do
caso reversivel, o leitor atento ja deve ter percebido qual
serd o proximo passo que deve ser dado. Novamente,
a principio ndo temos nenhum argumento fisico que
impeca (AC) de ser falso no caso irreversivel. Logo,
suponha que (AC) é mesmo falso e entdo Py e Ps
sao simultaneamente possiveis. Em seguida, repetindo
o argumento do caso reversivel e aplicando a primeira
lei da termodindmica tanto em P; quanto em Py, temos
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que, ao final de cada um desses ciclos
o=W. (5)

Na expressao Q ¢é o calor absorvido, ou cedido,
pelo sistema em interagdo com um reservatério térmico
apropriado para cada um dos ciclos, e W é o trabalho
efetivo relacionado as interagoes do sistema com a sua
vizinhanga também para cada um dos ciclos. Assumindo
que Py e Py sdo simultaneamente possiveis, fica claro
que uma igualdade andloga a expressao poderia ser
escrita para cada um desses ciclos irreversiveis: uma em
que W = @ > 0 ao final do ciclo, relacionada com o
ciclo P;, e uma em que W = Q < 0 ao final do ciclo,
relacionada com o ciclo Ps. A primeira igualdade falseia
(K), uma vez que ela exprimi exatamente o mesmo
contetido da expressao , que é proibida por (K).

Logo, para processos irreversiveis (K) = (AC). Uma
argumentacao direta para essa conclusao pode ser encon-
trada no capitulo 5 do livro do Landsberg [I5]. Algumas
consideragoes devem ser feitas sobre esse resultado.
Observe que a verdadeira fenomenologia por tras de (K)
em conexao com (AC) apenas é revelada a partir do
estudo dos processos irreversiveis. J& que, se (K) tratasse
da impossibilidade de ao final de um ciclo termos W =
Q < 0, ao invés de W = Q > 0, nada seria alterado
na nossa andlise do caso reversivel para mostrarmos que
(K) = (AC). A retirada dessa aparente ambiguidade
matematica do estudo reversivel de (K) apenas ocorre
com a andlise dos processos irreversiveis, revelando o
verdadeiro carater fisico de (K). Para evitar nos esten-
dermos em demasia nessa discussdo, a argumentacio
quanto a reciproca dessa relagdo entre (AC) e (K) ndo
serd apresentada aqui; porém, ela é curta, e pode ser
consultada no artigo de Dunning-Davies [23].

4. Axioma de Carathéodory a Partir do
Principio de Clausius

Apresentamos agora nossa prova da dedu¢do do axioma
de Carathéodory a partir do principio de Clausius. Igual-
mente como foi feito na se¢do anterior, estabelecemos o
principio de Clausius, conforme Chandrasekhar [I3]:

It is impossible that, at the end of a cycle
of changes, heat has been transferred from a
colder to a hotter body without at the same
time converting a certain amount of work
into heat.

(E impossivel que, ao final de um ciclo de
mudancas, calor temha sido transferido de
um corpo mais frio para um corpo mais
quente sem que ao mesmo tempo se converta
uma certa quantidade de trabalho em calor.)

(3] — p. 24)

Busquemos realizar uma andlise semelhante para o
principio de Clausius — que se mencionarda daqui em
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diante, de forma abreviada, por (C) — daquela que
fizemos para (K) na secdo anterior. O que (C) diz é
que, durante um ciclo termodindmico qualquer, nao é
possivel que um sistema absorva uma certa quantidade
de calor @ de um corpo a uma temperatura mais baixa
que a do sistema e, em seguida, transfira integralmente
essa mesma quantidade de calor @ para um corpo a
uma temperatura mais alta que a do sistema, sem que,
durante esse ciclo, haja a conversao de alguma quanti-
dade de trabalho W em calor adicional. Aqui, os corpos
mencionados, cujo sistema entra em contato no ciclo
descrito, sdo corpos que preservam as suas respectivas
temperaturas quando interagem com o sistema. Isso
torna implicito que esses corpos em contato com o
sistema que realiza o ciclo sdo reservatérios térmicos.

Entao, no esquema do principio de Clausius, temos
um reservatorio térmico com uma temperatura mais
baixa que a temperatura do sistema, e um reservatorio
térmico com uma temperatura mais alta que a tempera-
tura do sistema. Esses reservatorios térmicos estudados
costumeiramente recebem o sugestivo nome de fontes
térmicas; fonte fria para o reservatorio térmico sob
temperatura mais baixa que a do sistema, e fonte quente
para o reservatoério térmico sob temperatura mais alta
que a do sistema. Ou seja, suponha que um sistema
descreve um ciclo termodinamico que absorve uma certa
quantidade de calor Qf de uma fonte fria, e entdo rejeita
uma outra certa quantidade de calor Q, para uma fonte
quente, sem que haja nesse ciclo qualquer realizacao
de trabalho efetivo para que seja convertido em calor
adicional. Por (C), a seguinte igualdade ao final do ciclo
é impossivel

Q| = 1Qq]- (6)

Isto é, ao final do ciclo ndo podemos ter a igualdade
entre as magnitudes das quantidades de calor que foram
absorvidas e rejeitadas, respectivamente, da fonte fria, e
para a fonte quente. Em @ devemos escrever o médulo
das quantidades de calor no ciclo, pois, em fungao da
interagdo com o sistema, calor rejeitado para uma fonte
é, naturalmente, algebricamente negativo.

Assim, ja familiarizados com o conteido de (AC),
desejamos mostrar que (C) = (AC). Como antes, para
isso é suficiente mostrarmos que se (AC) é falso, (C)
também é. Vamos mostrar uma prova para essa relagao
primeiramente para processos reversiveis. Entao, seja
primeiro P’ o ciclo reversivel representado na Fig. [5| e
dado no mesmo espaco termodindmico que ja estamos
habituados a trabalhar, para o mesmo sistema termo-
dindmico modelo anteriormente utilizado. Observe que
P’ percorre o ciclo de pontos B - C — D — A — B
no espaco termodinamico. O trecho A — B’ — B e o
ciclo P"” que percorre os pontos B -+ B —- C — D —
A — B’, a principio ndo fazem parte do que estamos
considerando na Fig.

Construimos o ciclo reversivel P’ da Fig. |5, percor-
rendo o ciclo de pontos B - C — D — A — B, de modo
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Figura 5: Ciclo reversivel P’ construido através de processos
intermediarios entre os pontos A, B, C e D no espaco
termodindmico. Uma vez que P’ é reversivel, o sentido de
percurso no ciclo pode ser escolhido arbitrariamente. Escolhe-se
aquiosentidoB —+C — D —+ A — B.OtrechoA - B'— B
seré discutido posteriormente.

que o sistema descreve, durante P’: o processo B — C,
cuja temperatura 0% se mantém constante durante o
contato do sistema com a vizinhanga, mas hé a absorcao
de uma certa quantidade de calor Qg_,c > 0 do sistema
a partir da vizinhanca; o processo C — D, que é
supostamente adiabético, logo Qc_.p = 0; o0 processo
D — A, cuja temperatura 6** se mantém constante
durante o contato do sistema com a vizinhanca, mas ha a
rejeicdo de uma certa quantidade de calor Qp_,¢ < 0 do
sistema para a vizinhanca; por fim, o processo A — B,
que é também supostamente adiabatico, logo Q4,5 =
0. Isso fecha o ciclo P’.

Aqui, algumas considera¢oes importantes devem ser
notadas: i) a principio nada impede que um ciclo como
P’ seja construido, ii) em geral durante P’ temos
|95 c| # |Qp—al, com trabalho efetivo sendo conver-
tido em calor adicional, iii) os processos intermedidrios
B — CeD — Ade P, ao preservarem a temperatura
do sistema em contato com a sua vizinhanca, indicam
que durante esses processos o sistema estd em contato
com fontes térmicas, sendo que naturalmente a fonte fria
é aquela a temperatura 0* e a fonte quente é aquela
a temperatura 6**, e iv) como P’ é reversivel, toda
essa construcao idealizada para P’ poderia ser invertida,
invertendo o ciclo e tomando ao contrario uma absorcao
de calor da fonte quente, e uma rejeicao de calor para a
fonte fria.

Em seguida, notamos o ciclo P”, que pode também
ser visto na Fig. |5| e percorre o ciclo de pontos B’ —
B —C — D — A— B’ no espaco termodindmico. Em
P"” o ponto B’ foi escolhido de tal modo que tenhamos
|9p ~c| = |Qp—a| durante a realizagdo de P”, com o
processo intermedidrio A — B’ também supostamente
adiabatico.
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Dada a possibilidade irrestrita da ocorréncia de P’,
se for também verdade que P’ é possivel nos moldes
do que foi construido, entao significa que os processos
adiabaticos A — B’ e A — B sio simultaneamente
possiveis. Entretanto, se A — B’ e A — B forem
simultaneamente possiveis, entao (AC) é falso. De fato,
podemos aproximar B’ de B de forma arbitraria. E,
se supormos P” possivel, os processos adiabdticos re-
versiveis A — B’ ¢ A — B se tornam simultaneamente
possiveis. Se também aproximarmos arbitrariamente a
linha de pontos no espago termodinamico cuja tempera-
tura é 6%, da linha de pontos cuja temperatura é 6**,
terfamos que: arbitrariamente prézimo de A existem
estados que podem ser alcancados a partir de A por
processos adiabdticos reversiveis, falseando, assim, (AC)
PATA PTOCESSOS TEVETsivels.

Contudo, podemos ver que se assumirmos a falsidade
de (AC), a execugao de P” nos dé de imediato a falsidade
de (C). Com efeito, se (AC) é falso entdo A — B’ e
A — B sdo simultaneamente possiveis, em particular
P é possivel, e como consequéncia durante P’

QB —c| =19p-al. (7)

O que fornece, pela expressao , 0 mesmo que a
expressao @, que é proibida por (C). Logo, para pro-
cessos reversiveis (C) = (AC). Espera-se naturalmente
que (C) = (AC) também para o caso irreversivel. De
fato, uma argumentagdo quanto a validade da relacao
(C) = (AC) para processos @rreversiveis se da de forma
natural a partir do que ja foi mostrado com a anélise
andloga de que (K) = (AC) para o caso irreversivel.
Para essa argumentacdo seria necessaria a construcao
de dois ciclos irreversiveis semelhantes a P’ e P”, tais
que naquele andlogo a P’ o processo A — B seria su-
postamente adiabatico e irreversivel, e naquele analogo
a P o processo A — B’ seria supostamente adiabdtico
e irreversivel. Os outros processos desses ciclos seriam
reversiveis. Em seguida, tomariamos a hipotese de serem
esses ciclos irreversiveis construidos simultaneamente
possiveis.

Assim, repetindo a mesma anélise e verificando con-
clusdes similares aquelas obtidas no caso irreversivel da
relacdo (K) = (AC), mostrariamos que, para néo violar
(C), (AC) também é verdadeiro para processos irre-
versiveis. Para evitar a repeticdo desses mesmos passos e
das mesmas argumentagoes ja feitas anteriormente, o que
tornaria desnecessariamente macgante a discussao aqui
realizada, essa etapa nao serda desenvolvida no presente
artigo.

5. Caminho Para a Entropia

Agora, munidos da validade do axioma de Carathéodory,
deduzido dos principios de Clausius e Kelvin nas se¢oes
anteriores, e do contetdo do teorema de Carathéodory,
que veremos a seguir, mostraremos como obter a en-
tropia e o conteido matematico da segunda lei da
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termodindmica a partir do formalismo de Carathéodory.
Com esse objetivo em mente, precisaremos antes falar
um pouco de alguns aspectos formais do formalismo de
Carathéodory. Buscando aliar detalhamento, fluidez e
carater didatico na presente secao, a dividimos em duas
subsecgoes: uma, a para tratar da matemaética em si
e do teorema usado no formalismo de Carathéodory, e
outra, a para tratar de um caminhcﬂ possivel para
a obtencdo da entropia e do conteido matematico da
sequnda lei da termodindmica por esse formalismo.

5.1. Requisitos mateméaticos e teorema de
Carathéodory

O primeiro dos aspectos formais do formalismo de Ca-
rathéodory que devemos estudar é a interpretacdo ma-
tematica que esse formalismo dé para as coordenadas ter-
modindamicas. Grandezas como a temperatura empirica
0, o volume V| entre outras, as quais usualmente damos
o nome de coordenadas termodindmicas quando caracte-
rizam o estado de um sistema termodinamico, aparecem
no formalismo de Carathéodory em uma perspectiva
formal que traca um grande paralelo com o conceito das
coordenadas generalizadas da mecénica classica [14], que
caracterizam um sistema mecanico.

Outras grandezas relacionadas a um sistema termo-
dindmico, como o calor Q, o trabalho W, e a energia F,
sdo identificadas no formalismo de Carathéodory como
uma espécie de funcdo generalizada das coordenadas
termodindmicas. Matematicamente, as coordenadas ter-
modinamicas se expressam como quantidades x;, onde o
indice ¢ varia conforme o niimero de coordenadas termo-
dindmicas em analise. J4 para as funcoes generalizadas
das coordenadas termodinamicas que anunciamos, escre-
vemos que elas sdo funcgdes x; = xi(z;), onde o indice
4 nos diz que as y; ndo sdao necessariamente funcoes
que dependem de todas as coordenadas termodinamicas
consideradas.

E é justamente por esse fato que as x; nao sdo
sempre funcéoes de estado no sentido de caracterizarem
o estado de um sistema termodindmico. Uma vez que
elas nao contém necessariamente uma dependéncia com
todas as coordenadas termodindmicas que definem esse
estado. Um exemplo de uma fungao y; que é de fato
uma funcdo de estado é a energia E de um sistema
termodindmico, uma vez que ela possui dependéncia
com todas as coordenadas termodinamicas que definem
o estado desse sistema. J4 um exemplo de uma funcéo
Xi que nao é uma funcdo de estado é o calor Q, que
esté relacionado as interagoes do sistema termodindmico
com a sua vizinhanga e assim nao possui dependéncia
com todas as coordenadas termodinamicas que definem
o estado desse sistema.

Ja perceba aqui a distingao fisica que esse formalismo
nos fornece ao nos dizer matematicamente que a energia
é uma funcdo de estado do sistema e, portanto, esta

6 Existem outros caminhos possiveis para isso [T, [[4HI6].
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vinculada diretamente a caracterizagao do seu estado,
ao passo que o calor ndao é. Ou seja, a introdugdo dessas
ideias ja deixa claro que um sistema termodindmico pode
possuir energia, mas nao pode possuir calor, ao passo
que esse tultimo depende do processo termodindmico
realizado. Seguindo em frente nessa discussdo, o que
vemos na termodindmica classica com frequéncia é

i=1

A andlise cuidadosa da expressiao é crucial para
0 que segudﬂ O que diz é que a soma do produto
entre as fungoes generalizadas y; e os infinitésimos das
coordenadas termodindmicas nos da um infinitésimo de
alguma funcio generalizada x* particular. Ou seja, na
termodindmica classica os infinitésimos das x; se dao
por expressoes analogas aquela em . Tratando sobre
os simbolos usados em , ambos ¢ e d remetem a
quantidades infinitesimais. Mas, como de costume na
fisica, para uma quantidade infinitesimal que caracteriza
uma diferencial ezatd] reservamos o sfmbolo d. Do
contrario, damos o simbolo ¢ para uma quantidade
infinitesimal que nao é necessariamente uma diferencial
exata, e a chamamos de diferencial inezata.

Se a quantidade dx* é uma diferencial exata, subs-
tituimos o simbolo § pelo usual d e temos que a funcao
generalizada x* é na verdade uma funcao de estado,
possuindo dependéncia com todas as coordenadas ter-
modindmicas z;. Esse caso torna a expressio (§) mais
familiar, quando temos

> O (9)

Isto é, nesse caso as x; sdo as derivadas parciais de x*
em relagdo as coordenadas termodinadmicas x; e a fungao
de estado x* pode ser obtida via uma integracao comurrﬂ
desde a expressao . Novamente, exemplificando, e
pelo que ja discutimos anteriormente, temos como um
exemplo imediato de uma grandeza termodinamica que
define uma diferencial exata a energia, e como uma que
nao o calor. Um teste que sempre podemos aplicar para
verificarmos se a quantidade dx* é uma diferencial exata
ou nao é o de avaliarmos, nas funcgoes generalizadas y;

7 Um nome elegante para as quantidades expressas por é o de
formas diferenciais pfaffianas [26]. Porém, por se tratar apenas
de um termo técnico, e que pouco acrescentaria & discussdo do
material deste artigo, ndo usamos dessa nomenclatura. Para o
leitor que queira se aprofundar na rica teoria matemadtica das
formas diferenciais pfaffianas, sugerimos a consulta do livro do
Sneddon [26]

8 Ou seja, uma quantidade infinitesimal cuja variagio somente
depende dos seus valores inicial e final.

9 Com x* definindo uma diferencial exata dx*, a tomada da
sua integral ndo precisa especificar nenhum conjunto particular
de valores das coordenadas termodinamicas, o que definiria um
caminho para que a integracao seja feita. Nesse caso, a integracao
de dx* avalia apenas os valores inicial e final de x*.
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de dx* em , se

Oxk _ Ox

= == k,l=1,2,... . 10
8xl 6xk comt ( ’ B ’n) ( )

O teste da equagao avalia se as derivadas parciais
cruzadas de quaisquer pares (x,x;) das x;, para com
o correspondente par das coordenadas termodinamicas
(1, ) com naturalmente (k,l = 1,2,...,n), sdo iden-
ticamente iguais entre si. O leitor pode reconhecer que
esse teste decorre do teorema de Clairaut-Schwarz, do
cdlculo diferencial de vdrias varidveis. Se a equagao
for satisfeita para quaisquer par de indices, (k,l =
1,2,...,n), a quantidade dx* serd uma diferencial exata.

Em seguida, queremos também dar uma atencao
especial a situa¢do importante na qual a expressao ({8
se anula, ou seja, quando

ox* = in(xj)dxi =0. (11)
i=1

Para a equacédo definida em damos aqui o nomﬂ
de equacdo diferencial associada a §x*. E importante
observarmos que as solucdes dessas equagdes diferen-
ciais associadas as dx* serdo sempre um conjunto de
valores das coordenadas termodindmicas, o que pode
ser visualizado, na perspectiva geométrica do espago
termodindmico, como um conjunto de pontos dados
por esses valores das coordenadas termodinamicas nesse
espago. Em especial, quando dx* é uma diferencial exata,
esse conjunto de pontos no espago termodindmico que
forma as solucbes da equacao diferencial associada a

O0x* =0 é, a partir da equacéo

X =x"(z1,22,...,2,) =cC. (12)

Onde na equagao ¢ é uma constante. A equagao
é uma hipersuperficie de n dimensdes no espago
termodindmico com n coordenadas termodindmicas.
Entdo, fixada uma hipersuperficie x*(x1,x2,...,2,) =
¢, para um determinado valor de ¢, naturalmente se
estabelecem as solugbes de , que sao hipercurvas
nesse espaco. A principio abstrata, essa conclusao se
materializa muito mais intuitivamente quando trabalha-
mos com trés coordenadas termodindmicas e entdo a
equacao se traduz em uma familiar superficie em 3
dimensdes, x*(x1,x2,r3) = ¢, no espago termodindmico
tridimensional relacionado. Além disso, as solugoes de
X*(21,22,23) = ¢ se tornam curvas nesse espago. Vale
destacar que é a partir de trés coordenadas termo-
dindmicas que costumamos modelar e estudar a maioria
dos sistemas termodindmicos da termodindmica classica
em nivel de graduacao.

Finalmente, antes de falarmos do teorema de Ca-
rathéodory, precisamos tratar de quando a quantidade

10 Essas equagdes sdo costumeiramente chamadas de equacdes
diferenciais de Pfaff [26].
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ox* em nao constitui uma diferencial exata, porém,
passa a constituir quando é multiplicada por uma de-
terminada func¢do, a qual chamamos de fator integrante.
Com efeito, andloga as x;, seja n uma funcdo genera-
lizada qualquer das coordenadas termodindmicas que a
principio ndo é uma diferencial exata, logo o infinitésimo
de n é on. Acontece que, em alguns casos, quando
multiplicamos dn por uma outra funcio generalizada p
das coordenadas termodindmicas, obtemos a validade da
seguinte relacao

do = pén. (13)

Ou seja, em alguns casos, podemos multiplicar uma
diferencial inexata Jdn por uma funcdo generalizada
apropriada das coordenadas termodindmicas p, para
assim obtermos uma diferencial exata do. Quando isso
acontece, dizemos que dn é uma diferencial inexata
integravel por u, dai o nome sugestivo de fator integrante
para . Essa acao, dada em , também é chamada de
integrar a equag¢do diferencial associada a d7. E sendo
on uma diferencial inexata integrdvel, as solugdes da sua
respectiva equacao diferencial associada também sao da
forma da expressao . Mas em quais casos podemos
fazer essa integracdo? A menos dos casos restritos a
duas ou trés coordenadas termodinamicas em estudo[!]
o resultado que generaliza a resposta para essa pergunta,
e dé significado fisico a toda essa construcdo matematica
anterior, é o teorema de Carathéodory.

Segue, entao, o teorema de Carathéodory, adaptado
a notagdo do presente artigo, a partir do que consta no
livro classico de termodinamica classica The Concepts of
Classical Thermodynamics, do H. A. Buchdahl [T4]:

If every mneighbourhood of any arbitrary
point A contains points B inaccessible from
A along solutions curves of the equation
S xi(zy)dx; = 0, then the equation is
integrable.

(Se cada vizinhanga de qualquer ponto ar-
bitrario A contém pontos B inacessiveis de
A ao longo das curvas solugoes da equagao
Yo xi(zj)dz; = 0, entdo a equagdo é
integrdvel.)

(I — p. 62)

Antes de provarmos o teorema de Carathéodory,
vamos evidenciar para o leitor o conteido fisico familiar
que ele possui a partir do axioma de Carathéodory,
que j& discutimos exaustivamente nas segoes [3| e [4
Primeiro, vamos recapitular que o calor Q relacionado a
um sistema termodindmico é aqui identificado matemati-
camente como uma func¢ao generalizada das coordenadas

11 Sugerimos a leitura do livro do Buchdahl [T4] para o leitor que
deseje estudar esses casos mais simples de forma aprofundada.
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termodindmicas conforme , logo para n coordenadas
termodindmicas x; quaisquer, temos

i=1

Naturalmente, com a respectiva equacdo diferencial
associada a Q, dada por

=1

Observe que a equagdo ja mnos fornece, pre-
cisamente, a descricdo matemdtica de um processo
adiabdtico infinitesimal. Agora, se traduzirmos e aplicar-
mos o teorema de Carathéodory para Q, e para os pontos
do espago termodinamico de quaisquer n coordenadas
termodindmicas que quisermos estudar, poderemos es-
crever que: se qualquer vizinhanc¢a de qualquer ponto A
contém pontos B inacessiveis por A a partir das curvas
solugoes da equagdo 6Q = 0, entdo essa equagdo €
integravel.

Mas, notamos aqui uma congruéncia entre a pre-
missa do teorema de Carathéodory aplicado a 9, e o
axioma de Carathéodory, que relembramos novamente
ao leitor, ja traduzindo-o para o contexto do espago
termodinamicd™

Axioma de Carathéodory. arbitrariamente proximo
de qualquer ponto dado existem pontos inacessiveis desde
um ponto inicial por meio de processos adiabdticos.

E, como também lembramos, processos adiabéticos
S80 processos nos quais a equacdo (|15) ocorre em
toda a sua execucdo. Além disso, perceba que um
processo adiabatico é exatamente o conceito fisico que
matematicamente se representa nesse formalismo por
meio das curvas solugoes da equagao . Em outras
palavras, processos adiabdticos sdo as curvas solucées da
equacao . Observe a elegante distin¢do, e a0 mesmo
tempo conexdo, que faz o formalismo de Carathéodory
entre a substancia fisica e a substdncia matemaética da
termodindmica cléssica.

Assim, reescrevemos o teorema de Carathéodory da
seguinte forma: se arbitrariamente proximo de qualquer
ponto dado existem pontos inacessiveis desde um ponto
inicial por meio de processos adiabdticos, entdo, a
equagdo 0Q = 0 ¢é integrdvel. Ou, resumindo:

Teorema de Carathéodory. se vale o axioma de
Carathéodory, entao 6Q = 0 € integravel.

O teorema de Carathéodory fala em termos ma-
teméaticos quando uma equagao do tipo (11]) é integravel,
e o axioma de Carathéodory aponta em termos

12 Lembre-se, ja justificamos a relacio univoca entre estados
termodindmicos e pontos no espago termodinamico.
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fisicos que o calor sempre é. Por mera simplicidade
inicial, provamos o teorema de Carathéodory para
trés coordenadas termodindmicas quaisquer (z1, zg, 3).
Como haviamos anunciado anteriormente, seguimos os
argumentos de Born [I7].

Prova. Considere que, como nossa hipotese inicial, o
axioma de Carathéodory vale. Ou seja, considere que
um ponto arbitrario B no espacgo termodindmico em 3 di-
mensoes ¢é inacessivel desde um ponto também arbitrario
A, 0 quao proximo sejam B e A, pelas solugoes de §Q = 0
nesse espaco. Digamos agora que exista um segundo
ponto arbitrario C acessivel a A por 6Q = 0. Entdo A e C
sdo acessiveis um ao outro pelas solugdes de §Q = 0. Mas
C tem que ser também inacessivel a B por essas solugoes
de dQ = 0, pois, do contrario, através da passagem
por C, B seria acessivel a A, o que contradiz a nossa
hipétese inicial. Logo, os pontos acessiveis a A definem
uma superficie no espago termodindmico contendo A
tal que essa superficie também contém todos os pontos
acessiveis a A pelas solugbes de §Q = 0. Agora, como
essa propriedade da inacessibilidade de pontos no espago
foi exemplificada por A, com A arbitrario, ela deve valer
também para qualquer outro ponto nesse espaco termo-
dindmico. Definindo, assim, para cada ponto escolhido,
e pelo fato de sempre existirem pontos arbitrariamente
proximos ao ponto que se escolha, uma superficie no
espago tridimensional, o(x1,x2,23) = ¢, que contém
todos os respectivos pontos acessiveis desde o ponto
arbitrario escolhido. Existem assim, como consequéncia
da nossa hipdtese da inacessibilidade, e de existirem
pontos inacessiveis arbitrariamente préximos do ponto
que seja escolhido, varias superficies vizinhas que nao se
interceptamlﬂ Z(a:l, X9, x3) = ¢, contendo os pontos que
sao acessiveis entre si. Nessas superficies temos que ter
do=0¢e 6Q =0, donde concluimos que §Q e do devem
ser quantidades proporcionais nessas superficies. Isto é,
existe pu = p(x1, X2, x3) tal que

do = Q. (16)

|
Para o caso geral de n coordenadas termodindmicas
a argumentacgdo acima é a mesma, trocando-se apenas
o termo e a construcao de superficies pela generalizagao
de hipersuperficies. Segue da prova acima que a escrita
de p como uma quantidade que se relaciona com as
diferenciais do e 6 Q exatamente como da forma expressa
na equagao nao é obrigatéria. Em outras palavras,
segundo o teorema de Carathéodory, matematicamente
apenas precisamos que p expresse a proporcionalidade
que existe entre do e §Q. Dessa forma, por razoes que
ficaram claras mais a frente, escreveremos para dQ e do,
ao invés da equagao , a seguinte expressao

69 = udo. (17)

13 Essa verificagdo é simples, conforme discute Landsberg [15].
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Observe nesse ponto uma das caracteristicas mar-
cantes do formalismo de Carathéodory: ambiguidades e
conclusdes matematicas gerais estarao, necessariamente,
sujeitas as avaliagbes fisicas do seu significado. Vamos
agora, no intuito de entender melhor a igualdade (17])
e obter a entropia e o conteido matematico da seqgunda
lei da termodinamica pelo formalismo aqui desenvolvido,
buscar estudar melhor o fator integrante p e a funcao de
estado o que recém descobrimos.

5.2. Entropia e temperatura absoluta

Com o objetivo de obtermos a entropia e o contetido
matematico da segunda lei da termodinamica pelo for-
malismo de Carathéodory, devemos analisar a situagao
de dois sistemas termodindmicos em contato puramente
térmico um com o outro, bem como isolados adiaba-
ticamente da vizinhanga que os cerca. E, nesse ponto,
voltaremos a tratar de um numero n de coordena-
das termodindmicas quaisquer para os sistemas termo-
dindmicos em estudo, assumindo a validade do teorema
de Carathéodory também para esse caso geral. Considere
entdo dois sistemas termodinamicos, que iremos nos
referir como K4 e Kp, em contato puramente térmico
entre si, ou seja, K4 e Kp podem interagir apenas
via trocas de calor. Além disso, como dissemos, K4 e
Kp estao isolados adiabaticamente da vizinhanca que
0s cerca.

Se olharmos para o conjunto K 4 e K g de forma global,
poderemos dizer que ambos os sistemas formam um
sistema termodindmico composto K. Observando esse
sistema composto K¢, em termos matematicos, temos

0Qc =0Qa+09pB. (18)

Quando estabelecido o equilibrio térmico entre K4
e Kp, ambos os sistemas individuais terdo a mesma
temperatura empirica € ao final de um determinado
tempoE que também serd naturalmente a mesma
temperatura empirica do sistema composto K¢ no
equilibrio. Agora, sendo (x1,22,...,Zn-1,04), (y1,¥2,

3 Un—1, OUB), e (z1,22,...,Tn_1, Y1, Y2, Yn—1,
04,08), as respectivas coordenadas termodindmicas de
Ky, Kp e K¢, teremos, no equilibrio térmico, 04 =
0 = 0. As coordenadas x; e y; sdo as coordena-
das termodindmicas que fornecem o comportamento
mecanico dos respectivos sistemas K4 e K. Essas cons-
tatacOes serao importantes mais adiante. Ao aplicarmos

a equacao na equacao , temos, de imediato

podoc = pados + ppdop. (19)

4 De forma geral, o tempo para que o equilibrio termo-
dindmico ocorra durante uma interacdo termodinamica qualquer —
mecénica, quimica, etc. — entre sistemas termodinamicos é cha-
mado de tempo de relaxa¢do. Uma bela discussdo sobre esse
conceito em seu aspecto macroscépico pode ser encontrada no livro
do Callen [4].
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Reorganizando em termos de do¢, obtemos

doc = M—AdaA + deaB. (20)
27¢] 1 %e]

Como justificado pelo teorema de Carathéodory, as
quantidades o que surgem da integracao de quantidades
6Q sao fungoes de estado e, portanto, sdo fungoes de
todas as coordenadas termodindmicas que caracterizam
o estado de um sistema termodinadmico. Pela expressao
, vemos também que oo = o¢(oa,0p). Ou seja,
podemos escrever
aO'C 300

d0A+ 7dO'B. (21)

d =
7c 60’,4 80’3

Tal que, comparando as expressoes e (20), temos

pa  9doc
Mic = 75014; (22a)
Z—g - g%z. (22b)

As equacoes 1) nos dizem que os quocientes Z—g e ﬁ—i
sao tais que

Ha

nA
= —(0a,0B); 23a
[ e} Mc( 4,95) (23a)
HE _ BB (5, op). (23b)
127e] 127

Mas, sabemos que a principio, pelo teorema de Ca-
rathéodory, as quantidades p sdo funcoes das coorde-
nadas termodinamicas definidoras dos estados dos seus
respectivos sistemas termodindmicos progenitores, isto
é, e ja para o equilibrio térmico entre K4 e Kp

pa = pa(z1, 2, ..., Tn_1,04,0); (24a)
puB = kB(Y1,Y2s -1 Yn—1,08,0); (24b)
He = /J/C(mh-'-axnfhylw"7yn71;0-A70-Ba9)' (24C)

Dessa forma, atente que para conciliarmos as equagoes
e as quantidades p ndo devem depender das
suas respectivas coordenadas termodinamicas que forne-
cem o comportamento mecanico do respectivo sistema
relacionado com p. Do contrério, os quocientes dados
nas equacoes nao poderiam depender somente das
quantidades o. Logo, por essa analise, a forma mais geral
das quantidades p deve sef™|

pa = pa(oa,0)=1t0)fa(oa); (25a)
up = pp(op,0) =t(0)fe(oB); (25b)
pe = pc(oa,op,0) =t(0)fc(oa, o). (25¢)

Observe que, apenas gracas ao equilibrio térmico entre
os sistemas K4 e Kp conseguimos escrever as equagoes

15 Uma argumentacio mais detalhada para esse passo pode ser
encontrada no artigo de Zemansky [20].
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, que mostram que os fatores integrantes p podem
ser escritas com relagdo a uma fungao de carater univer-
saﬂ t = t(0), independente do sistema termodinidmico,
que depende unicamente da temperatura empirica 6 do
equilibrio entre K4 e Kp e que, portanto, é comum a
ambos os sistemas K4 e Kp.

O teor universal dessa fungdo ¢t = t(f) nos motiva
a definir a chamada temperatura absoluta T dos siste-
mas termodindmicos [28], a menos de uma constante
arbitraria k, de modo que

T = kt(0). (26)

O sinal algébrico da constante arbitraria k que define
a temperatura absoluta na equagao € uma con-
vengio["] e o formalismo de Carathéodory deixa isso
bem claro. A escolha histérica foi a de k& > 0. Ademais,
foi para obtermos essa direta proporcionalidade entre
as escalas de temperatura T e t(f) dada em que
escolhemos trabalhar com a equacao , ao invés da
equacao . Isso sugere para a temperatura absoluta
0s mesmos métodos experimentais que sao usados para a
determinacao da temperatura empirica, como discutido
por Buchdahl [T4].

Se substituirmos o resultado das equagoes , em
conjunto com a equagao , na equacao , teremos,
para um sistema termodindmico qualquer

T
0Q = Ef(a)da. (27)
Isolando os termos de (27)) com a dependéncia em o
59 1
=== . 2
2 f(o)do (28)

Ja sabemos que a quantidade ¢ é uma funcdo de
estado, como também é, por exemplo, a energia E de
um sistema termodindmico. Chamamos entdao a funcao
o de entropia empirica, em alusdo a sua relagdo com
a temperatura empirica de um sistema termodinamico.
Em seguida, definimos

1
ds = Ef(a)da. (29)

A quantidade S é claramente também uma funcao de
estado, e recebe o nome de entropia absoluta, ou apenas
entropia do sistema termodindmico, também em alusao a
sua relagdo com a temperatura absoluta. A mensuracéo
da entropia também independe das propriedades par-
ticulares de cada sistema termodinamico. Finalmente,
substituindo a equagao na equagao , obtemos

0Q

ds = = (30)

16 Devemos destacar que o formalismo de Clausius também indica
que a temperatura estd relacionada ao fator integrante do calor
[27]. No formalismo de Gibbs, apesar de também presente, esse
fato ndo é muito relevante.

17 Recomendamos fortemente ao leitor a consulta da segdo 11
e dos apéndices [A-6] e [A-8] do livro do Pauli [28], para uma
esclarecedora discussdo sobre esse assunto.
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Figura 6: Espaco termodindmico das coordenadas x1,x2 e S,
com 0s processos supostamente adiabaticos irreversiveis Py de
A— B eP_de A— B.

A expressao é o conteido matemdtico da se-
gunda lei da termodindmica para processos reversiveis.
O motivo de valer apenas para processos reversiveis
fica claro na medida em que tentamos avaliar a en-
tropia S desde para processos irreversiveis. Se
tentarmos fazer isso, veremos de imediato que uma
simples integragdo de dS nao é possivel para obtermos
S em processos irreversiveis. Para essa integracdo, a
temperatura absoluta T em nem mesmo estaria
definida nas etapas intermediarias de qualquer processo
irreversivel que considerassemos avaliar. Isso quer dizer
que precisamos de uma outra estratégia para estudarmos
S em processos irreversiveis.

Contudo, felizmente, o axioma de Carathéodory nos
fornece essa outra estratégia rapidamente. Para isso,
considere, novamente por pura simplicidade, um espago
termodindmico com trés coordenadas termodinamicas,
x1,x2 e S. Em seguida, considere o esquema desse espaco
termodinamico na Fig. [6] com dois processos supos-
tamente adiabaticos irreversiveis, P, e P_, partindo
ambos do mesmo ponto arbitrario A.

Feito isso, suponha ambos esses processos, Py e
P_, simultaneamente possiveis. Entdo, a variacdo da
entropia no curso desses dois processos podera ser, a
partir da Fig. [} positiva ou negativa. Positiva durante
P+, negativa durante P_. Mas, podemos aproximar
arbitrariamente B’ de B, e como supomos Py e P_
simultaneamente possiveis, segue que todos os pontos
na linha que contém B e B’ podem ser alcancados desde
A por processos adiabaticos irreversiveis. Aproximando
também a linha que contém B e B’ de A, teremos
que: arbitrariamente prorimo de A existem estados
que podem ser alcancados a partir de A por processos
adiabdticos irreversiveis, falseando, assim, o axioma de
Carathéodory para processos irreversiveis.

Decorre dessa argumentacdo o seguinte: para ndo
violar o azioma de Carathéodory, a entropia de
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qualquer sistema termodindmico no curso de um pro-
cesso adiabdtico irreversivel sempre deve ou aumentar
ou diminuir, nunca os dois [28]. Mais uma vez aqui, e
talvez de forma ainda mais importante, o formalismo
de Carathéodory nos impeli a observar a distingao
entre a substéncia fisica da termodindmica classica e
a construcdo matematica desenvolvida para descrevé-la.
Ou seja, a escolha para o sinal algébrico da variacao da
entropia em processos adiabaticos irreversiveis se torna
arbitrdria. Como o leitor ja deve saber, escolhemos o
sinal positivo para essa variagdo e escrevemos

ASg—o > 0. (31)

A expressao em (30]) é o contelido matemédtico da se-
gunda lei da termodindmica para processos irreversiveis.
Juntando as expressdes (30) e (31), quando tomamos um
processo adiabatico em (30)), obtemos

ASo_o > 0. (32)

A expressao é o conteudo matematico geral da
sequnda lei da termodindamica.

Por dltimo, gostariamos que o leitor se ativesse a
observar a esséncia do formalismo de Carathéodory.
Nele, apesar do investimento matematico que é ne-
cessario, a fisica da termodindmica classica é ampla-
mente refletida e solicitada, ao passo que a construcao
matematica distingue, com precisdo, o conteiddo fisico
da teoria do puramente formal e abstrato. O formalismo
de Carathéodory ainda fornece uma vasta margem de
conexao pedagbgica entre a termodinidmica classica e
a mecanica classica, a partir do conceito de coorde-
nadas generalizadas, conforme aponta Buchdahl [I4].
Ainda, ao sermos capazes de reproduzir os resultados
da termodindmica classica simplesmente assumindo de
inicio a validade do axioma de Carathéodory, tracamos
um paralelo entre esse axioma e aquele encontrado no
formalismo de Hamilton — principio de Hamilton —,
novamente no contexto da mecanica classica, como diz
Pippard [29]. Ou seja, apesar do infortinio da impo-
pularidade do formalismo de Carathéodory ao longo dos
anos, essa abordagem pode, definitivamente, acrescentar
muito para com o ensino da termodindmica classica,
e pode ser utilizada como uma alternativa viavel aos
formalismos de Clausius e Gibbs.

6. Conclusao

Neste artigo, abordamos um pouco da construcao do for-
malismo de Carathéodory para a termodinamica cléssica
em relagdo aos outros formalismos mais conhecidos dessa
teoria. Na secdo [2] discutimos um pouco da origem e do
teor do formalismo de Carathéodory no contexto da sua
impopularidade histérica ao longo dos anos. Advogamos
pelo formalismo de Carathéodory ao fomentd-lo como
uma alternativa vidvel ao ensino da termodindmica
classica.
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Em favor dessa causa, buscamos mostrar didatica-
mente ao leitor como o axioma de Carathéodory da
segunda lei da termodindmica pode ser deduzido dos
principios de Clausius e Kelvin: mostramos (K) = (AC)
na se¢ao[3] e (C) = (AC) na se¢ao[d] Da ampla literatura
revisada, demos uma prova nova para (C) = (AC).

Além disso, guiamos o leitor na secdo [5] por um
dos caminhos possiveis que levam a obtencdo da en-
tropia e do conteiido matematico da sequnda lei da
termodindmica a partir desse formalismo. Desse modo,
esperamos que este trabalho sirva em alguma medida
para popularizar o formalismo de Carathéodory em
disciplinas de termodindmica classica em nivel de gra-
duagdo, contribuindo também com o ensino da prépria
termodindmica cléssica.
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