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Resumo. Nesse artigo sera apresentada uma formulagdo de termodinamica esten-
dida para materiais viscoelasticos com condugao de calor. O requerimento da inva-
riancia Galileana sobre as equagoes de balango e o principio de entropia conduzem &
introducao de multiplicadores de Lagrange, que estabelecem equagoes constitutivas
para os fluxos. Uma condigdo de hiperbolicidade do sistema de equagoes é obtido
por meio da concavidade da densidade de entropia.
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1. Introducao

A termodindmica estendida é uma teoria que complementa as leis usuais de conser-
vagao de massa, momento e energia, empregadas na termodindmica classica, com
um conjunto de equagoes de balango adicionais que envolvem o fluxo de calor. Em
um total de 13 equagoes de balango sao determinados 13 momentos: densidade,
velocidade, tensor tensao e fluxo de calor [9], [12].

A termodinamica estendida tem sido aplicada a gases [3], [11], [12], assim como
fluidos [10], [13] e solidos viscoelasticos [6],]7],[8]. Em particular, Vignatti e Liu [13]
consideraram a energia como um campo independente e aumentaram a equagao da
energia total, resultando em um sistema de 14 equagoes de balanco. O requerimento
da invaridncia Galileana sobre o sistema de equagoes implica na decomposicao dos
momentos e fluxos como produtos de duas fungdes em que uma delas independe do
campo velocidade [9], [15].

Este artigo da continuidade ao trabalho apresentado em [13], seguindo o proce-
dimento nas referéncias ali citadas. A diferenca significativa do artigo [13] para este
estd na inclusado da equagio (3.2), o que caracteriza a teoria para solidos. Admitindo
a concavidade da densidade entropia, foi possivel mostrar a positividade do calor
especifico, a volume constante.

Sera usada a mesma notagao indicial utilizada em [13]. Em particular Ag;) =
%(Aij + Aji) e o simbolo () indica a simetrizagao sem trago Ay = A;j) — %Asséij.
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2. Equacoes de Balanco

As leis de conservagao de massa, momento e energia em um sistema de coordenadas
espaciais (x;,t) relativo a um referencial inercial, podem ser escritas como

9o Ok _ 4
8t 8:17k -
Oov; 0
v . — Ty = 2.1
o +8Ik(9vzvk Ti) =0, (2.1)
Odpe

0
-+ —v;T; =0,
N + 2t (oevy —v;Tip +qr) =0

onde g € a densidade de massa, v; a velocidade, T, o tensor tensao de Cauchy, gx
o fluxo de energia, e = (v2/2 + ¢€) é a energia total especifica e ¢ a energia interna
especifica.

A fim de obter um modelo matematico hiperbélico para materiais viscoelasticos
com conducao de calor sao acrescentadas as equacoes de balango

Oou;j 9]
25 7 (ugor, + Gigi) = Py,
8t 8$k (2 2)
Ouij .

0
5 T 8—Ik(uiz’jvk + Giijk) = Puj,

para os momentos u;j, u;i;, seus fluxos Giji, Giijr, € producoes Pj; e Pi;. Estas
equagoes sao acrescentadas para ser construida uma teoria estendida de 14 momen-
tos para materiais viscoelasticos com conducao de calor, por exemplo sélidos. Ao
contrario das teorias ordinarias a inclusdo das equagOes (2.2) para u;; € u;;; sao
particulares da teoria estendida. Elas nao sao leis de conservagao devido & presenga
dos termos de producao P;; e FP;;; no membro direito.

Analogamente a [13], as partes independentes da velocidade, conhecidas como
partes internas dos momentos u;; e u;;; serao denotadas por g;; e g5, dos fluxos
Gijk e Giijk POr Pijk € Piijk das produ(;ées Pij e P“J por m;; € 45, respectivamente.

Motivado pela teoria cinética de gases, os termos w;j, Gijk, Pij, Wiij, Giij, Fiij
serao admitidos simétricos nos indices 4, j. Sera admitido ainda que mg = 0,7; =0
e que as quantidades g;;, pi; = —Tij, Pijk» Tij, Piiks Piijk, Tiij assim como o, &, Ti,
qr sao quantidades objetivas.

O requerimento da invaridncia Galileana implica na dependéncia explicita da
velocidade v;[15] (para mais detalhes, ver [12]), e portanto o sistema (2.1) e (2.2)
pode ser escrito no sistema de coordenadas materiais como
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o = 0,
. OPia
0xVi + X, = 0,
., 0Ga
0r€ + X, 0, (2.3)
: 9Gja
Ugj + X, OkTijs
: 9Giija
Usi5 + X, OxTiij T 30xV(iTij)s
onde .
Ujj = Ok0ij + O0xViVj,
Uiij = OxOiij T 30k0(i5V5) T 0xViViV5,
Ga = da + Vibia, (2.4)

Gija = Dija + ViDja + VjDia,
Giijk = Diijk + 30ViDj)k + 30Dij)k
O sistema (2.3) é equivalente ao sistema de equagées de balango consistindo de (2.1)
e (2.2). O tensor T;, = —Pin € 0 tensor tensdo Piola-Kirchoff e §, é algumas vezes
chamado por fluxo de energia material.
Para materiais viscoelasticos, um estado pode ser caracterizado pelos seguintes
campos termodindmicos:

F;,, gradiente de deformacao,

v; velocidade,

¢ energia interna especifica, (2.5)
T;; tensor tensao,

g; fluxo de calor.

Obviamente, o gradiente de deformacao esta sendo considerado no lugar da densi-
dade, como um campo termodindmico para que os s6lidos possam ser incluidos na
teoria.

O sistema (2.3) deve ser completado por relagdes constitutivas que em termodi-
namicas estendidas sao assumidas serem locais e instantaneas.

Equacgoes constitutivas nao sao inteiramente arbitrarias. Elas estao restritas por
um principio fisico universal e, em particular o principio de entropia e objetividade
material. Mais a frente sera imposta uma condigao de hiperbolicidade.

3. Principio de Entropia

O principio de entropia estabelece que para todo processo termodinadmico a inequa-
¢ao de entropia deve ser valida

0P
@ —5>0. 3.1
ox, =V (8:1)

orM +
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Esta também esta escrita no sistema de coordenadas materiais e similarmente
é introduzido &, = (QH/Q)(I)HF;;, onde ®,, é o fluxo de entropia. Além disso,
a funcao 7 é admitida ser concava nas variaveis-campo bésicas e tanto 7 quanto
® = (P, Dy, P3) sdo admitidas ser objetivas. A producdo de entropia s é uma
quantidade nao negativa.
Observe que os campos Fy,, e v nao sao inteiramente independentes. De acordo
com suas definigoes, eles estao relacionados pela seguinte identidade
. Ovg
Fso X, 0. (3.2)
Observe ainda que a primeira equagao de (2.3), g,, = 0, meramente afirma que g, é
um campo independente do tempo. Juntando as outras equagoes de (2.3) com (3.2)
obtém-se um sistema que pode ser escrito na forma

AabYE) + B, = 0.

Isto e a objetividade de 1 e o, implicam na existéncia de multiplicadores de
Lagrange [5] Aig, A, Aij, Aj, A; tais que

dn= M\pgdF;s + Ade + Apidor + Nidorr,
0= A;+ 3)\(1'97"7“)7
dd, =  Adje + Nidpio + Nijdpija + Njdpiiju, (3.3)
= —0xNia + APia + 2MijDja + 3A(Dij)as
s= 0x (Apmr + Nimpry) > 0.

4. Equilibrio

O equilibrio é definido como um processo termodindmico sem produgao de entropia.
De acordo com [13], temos que a condi¢do necesséaria para o minimo da producao
de entropia implica que

Js Js

O: = K,Ai‘7 O: == K/)\‘ .
8m-j|E oxhijlm 87%_|E osAjlE (4.1)

Tanto |g quanto o indice o denotardo a avaliagdo no equilibrio. De (3.3)2 tem-se
Avalie a relagao (3.3); no equilibrio e use (3.3)4 para ter

1

d’l]|E = )\1,8|Esz,8 + A|Ed€ = A|E (dE + Q—]ﬁfﬁdﬂg) . (42)

Comparando com a relagao de Gibbs[14]

1 1 .,
d’l]o = g dE + aplﬁdﬂﬁ y (43)
para materiais elasticos, decorrente da teoria ordinaria [9], tem-se as identificagoes
1

Ag == (4.4)

0 3
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onde 0 é a temperatura. Por (3.3)4

1 ~0
NiglE = @pm- (4.5)

Cada um dos termos, definidos abaixo,

1 R 1 .,
A= A—g, AiB: )\iﬁ—@piﬁa

Sij = ﬁ;?j _ﬁiju Qe = 0Oss — QSS|E7

(4.6)

se anula no equilibrio e A., A7; herdarao o nome de multiplicadores de Lagrange.

Analogamente a [13], a funcao
7= Njy0¢ij) + Njoiig — 1, (4.7)
e a conjugada do fluxo de entropia oy,
dy, = Ade + Aipir + Nijbiji + Npiije — P, (4.8)

satisfazem

R Oe 8770 1 aQSS|E
di= (A5 + A L dF,
7 < T hgr. T ok, T3 R, )
Oe 8770

1 8955|E
+ (As% W + §A’I"T 89

1
> df + gArrdQs + 035y AN 35y + 0iijdA;,

A = idd Ao + A + iy + SpiedAss + priged.
(4.9)
e assumindo que g, Ac, A, Ayjy, Ajj e \j sdo quantidades de ordem 1, obtem-se
(veja [9]),

=10+ kooe + haidjA; £+ halj Ay + hso? 4 o(3),
O = alp + ﬂAk + a1 A + biAAg + CLQA(ki>/\i + bgA(ki>Ai (410)
+azAiiAe + bsAy A + 0(3),

onde os coeficientes 1o, ko, i, ¢, 8, an, by, sdo funcées de (Fig,#). A notagdo o(n)
representa termos de ordem maior ou igual a n nas quantidades Ac, Ay, Agjy, Ajj
(§ )‘j-
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5. Equagoes Constitutivas de Primeira Ordem
Comparando (4.9) com (4.10); obtem-se as expressoes

Qiij = 2h1)\j + 0(2),

1
gAT"I‘ = kO + 2h39€ + 0(2)7
04ijy = 2hal 5 + 0(2), (5.1)
85 1 8Q55|E i 8I€0
Mo T3t o - g TR
Oe 1 8Q55|E 8k0
€ —_— — =

para os multiplicadores de Lagrange. A equagédo (5.1)2 avaliada no equilibrio revela
que ko = 0, e como conseqiiéncia

A = —2cphs0- + 0(2),
Oe 00ss|E (5.2)
£ e _
Aiﬁ = (8Fi500 3F¢3 2h3Q5+0(2),
85 ! 8QSS|E
onde, ¢y = <%> 0 Usando (3.3)2 encontra-se
6 hl 37
Comparando (4.9) com (4.10)2 obtem-se as expressoes
1.  Oa 0B
—a k= %Ak—i— %Ak+0(2)u
Gr = a1\ +biAg +0(2),
Pik =  BOir + b1Adi + baA sy + b3Aj0i + 0(2),
Pljye = 20,y + D20y i Ajy + 0(2), (5.4)
1
gﬁiik = az\p +b3A; +0(2),
Piijk =  (+ a1Ao) O + asAij) + azAiidp; + 0(2),
8(i)k Oa 3[‘3
0= = h) A 2
9Fy ~ OF + oF,; Kk +0(2),

para os fluxos. Ja é sabido, (4.6); e (4.1)1, que os multiplicadores de Lagrange
A, A;; se anulam no equilibrio. Logo

~O 1 N
Pk = Boi e B= gpss- (5-5)
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As duas primeiras equagoes de (5.4), implicam

1 oo 5 0 R 5
e = <% - ggssma—g) Mot o) e e <a1 - ggssmbl) e+ 0(2).

Substituindo uma na outra, tem-se

Oa 5 op

- _QSS|E—_' (56)

0 =
0F;;  3°'"0F,

O trago e a parte simetrizada sem trago da equacgao (3.3)4, fornecerdo relagoes
de interesse. Ao calcular a simetrizacdo sem trago de cada um dos membros de
(3.3)4, sera obtida a equagao

0 = —oxAry + ADiry + 20(iDryj + 2Dk Aj + D Niy - (5.7)

A parte linear do trago de (3.3)4 reduz-se a
1
ox + (co = 2)B = 5(3b3 — coby). (5.8)

Em (4.6) foi definido o tensor S;;, mais conhecido como tensor viscoso. A partir

14 .
deste tensor, é definida a pressdo dindmica pg = —=Skk. E evidente que a pressao

dinadmica herda do tensor viscoso a propriedade de se anular no equilibrio. Por

Pij = (B +pa)dij — Sizy (5.9)
e as relagdes (5.4)3, (5.1)2.3, (5.2)1 tem-se que

A 0
Pa = (3bz — cob1)2h30- +0(2), Spj) = _2—hg(

0 — 2B)0izy + 0(2). (5.10)
H4 ainda, mais uma equagao a ser obtida usando as representacoes (4.10) de

e ®, somente até segunda ordem. A saber, a equagao c escrita mediante termos de

segunda ordem que, pela independéncia linear dos tensores oy € dx;, implica

L (D 5 O\ _, 08
aEB 3QSSE6EB

=0,

ha C OFs
5 8ﬂ 8(11 5 8b1 8a3 5 81)3
——— + 2cphs | = — —0ss|lp=— | —6h3s | = — =0ss|lp=—— | =0
30F,; | -0t <8Fw 30slE gE \am, ~3%°125E,
(5.11)
Em resumo, as equagoes constitutivas para os fluxos sao
LA
qr = 2—h1Quk + 0(2)7
b= (B +pa)dir — Stiny»
A, A (5.12)

A’L” == a1 nnia’ _3 nn 51 27
Dijk 2h19 ( J)k+2h19 kdij + 0(2)

N a
Diijk = a0k + (3az — cpar)2h30-0k; + 2—h22Q(kj> +0(2),
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com
Ai = i o Uss bi7 A = _92 9 gUssiEgg |»
4~ 5ouls 1 (3~ 5e-le3)
da 5 0
0= —a - _st|Ea—ﬂ7 Pd = (3b3 - 09b1)2h398 + 0(2)’
Fiz 3 Fig (5.13)
Oe -1 8st|E & 0
— s L = —_— K 2 7 2 9
co <89> ETER Sij) 2h2(9 Blegs) +0(2)
1Ao
F= 3P be = (ox—20)0.

6. Producao de Entropia

Foi visto na Segao 4 que a producao de entropia s ¢ minima no estado de equilibrio.
Além da condigao (4.1), para que s seja minima no equilibrio, é exigido também
que
0?5
X 40X
9Xa0Xp |,

onde X4 ¢ da forma (Afg, Ac, Aij, Aj).

As fungdes m;; e m;;; dependem de (Mg, A, Ajj, ;) e conseqgiientemente, depen-
dem de (A‘Z?ﬁ7 A, Ajj, A;). Portanto as representagoes lineares de m;; e m;;; sdo dadas
por

>0, (6.1)

Tij = TlAij + TQA% + T3A55ij + 0(2),
Tiij = T)\j + 0(2),

onde 11,72, 73 e T sdo fungdes de (F;;,0). Entéo a expressio (3.3)s para a produgdo
de entropia torna-se

S = Ok (TlAiinj + ’I”QA%AU + T3A5Aii + T/\j/\j) + 0(3) (63)

(6.2)

A inequagao (6.1) é agora rescrita como

0%
0X40XpB .

w w = 2T2AijAfj + 2r3A;iAe + 2T‘1Aiinj + 27‘)\17)\1, >0,

para todo vetor w = (A}, Ac, Aij, Ap). Particularizamos os vetores w e obtivemos
restrigoes sobre os coeficientes r1, ro, 73 e 7. De fato, fizemos somente Ai2 nao
nulo e obtivemos r; > 0. Fizemos somente A\; nao nulo e obtivemos 7 > 0 e por
altimo, tomamos w cujas coordenadas A\, = 0 para p =1,2,3, Ay, = 0 para k # [,
e concluimos que

2T2AjjAZ' + 2T3A“‘AE Z O,

. . _ . _ .
para todo Ajj, A5, e A.. Fizemos A, = 0 e obtivemos r; = 0 e por conseguinte que
r3 = 0.

Da invertibilidade de 7;; na variavel A;j, e de m;;; na varidvel \;, tem-se

r1>0 e 7>0. (6.4)
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7. Concavidade da Densidade de Entropia

Uma condigdo suficiente para que o sistema (2.1) e (2.2) seja hiperbolico é h(u) ser
uma fungéo concava [10]. Isto ocorrera se, e somente se

6A-6U <0 para todas as variacdes A, U,

onde 6A = (0(0xAsa), 6Ai, OA, 5Ai5,0);) € U = (6Fuq, 8(00;), 6(0€), i, Sty ).
Por se tratar de uma forma quadratica, e supondo ¢, = 0 e det FF > 0, a

expressao 6 A-du ¢ posta na forma w- Aw onde w = (0F;5,00,00c, 0vk, 00 k1), 00ssk) €

A é uma matriz negativa definida composta de blocos e coeficientes Cijrs, Cy, vy, Coo-
Da relagao de Gibbs (4.3), tira-se

Ono  10e Ono  Oe 1,
20~ 000 © Y%E, T am, T ol (7.1
Pela expressao de cg, tem-se que
85 _ 8QSS|E

E sabido que uma matriz negativa definida possui os coeficientes da diagonal
negativos. Portanto,

Cijrs <0 para i=j=1r=35, Cpg <0, Cyo, <0 para i =%k, e h; <0.

(7.3)
Em particular,
opY- 62
BF:JSZHCUTS|E<O para i =j=r=s e %:—ECW|E>O.
(7.4)
A relagéo (7.4)2 juntamente com a (7.1); implicam que
0
Lo, (75)

00

€ , .
a volume constante, é positivo.

a6

além de mostrar que o calor especifico ¢, =

8. Conclusao

Esse trabalho, feito para materiais viscoelasticos, ¢ uma ampliacao do trabalho
feito em [13] feito para fluidos. Pelo fato do esperado ter ocorrido, ou seja, obter
os resultados (5.12), (6.4) e (7.5) com similaridade aos obtidos em [13], ficamos
satisfeitos com os resultados. Aqui, a originalidade é, no minimo, a mesma que
em [13], ou seja, com um menor nimero de variaveis, foram obtidos os resultados
em (5.12), (5.13). Uma extensdo direta desse trabalho seria usar os termos de
ordem 3 para a densidade e fluxos de entropia em (4.10) e uma outra extensao seria
encontrar um sistema de equagoes diferenciais parciais quase-linear para um sélido
com conducao de calor.
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9. Apéndice

A matriz A da se¢do 7 é igual a

onde os seus coeficientes desconhecidos sao apresentados abaixo:

1 BPZ 1 Ohs E0k 1 dcg Ohs
Cijrs = J 8ij — —5 ——0i F
e = o, T \%5R. %% T a2 ar,, 40 ) T P o % \ o, "t BE,
5y 02 dco , . Ohs Ohy BonnlE
o, 0% Ohs v onnle
°oF, <\, ° " o, ° 3h2 ROk S . OF
Vg Uk Oh1 Ohs 0(kty Oha Ocg Ohs
_ kR 0 2 _ g —2 =08
+uy 72 anLaFM k ( 'B F.. 2h2 OF,. +vioe S5F. +co OF,.
_ 1 aan‘E Ok F—l
3hy M AR, (devF o9t
€0k 1 dcg Ohs 1 BP” 0 Oe €0k 1
Ciip = — Fo oy, — o — 2 — — iy
3 det B9t 95(69 st 56) Y22 "0 TP T %%F,  detr U
+ ahg 1 ahz 85 8()9 h + 8]13
Ohs g - L Oh2 N 08, (e Ohs
e\ 90 %% T anz 90 © ) T %96% \oF,; T omy,;
de dco,  Ohs Oh1 OonnlE
_,9¢ (9 Ohs v nn|B
Cor;,; %\ o0 " T o0 3h2 ROk ST T 08
vy Vg Vi ahl 8}13 Vi oh (9 ah'g vy
L Ok s o — 20: 2 h Kai g IR
5 12 Onnt 5o = 205y Ul+2h29(kl) 80 +vioe | ha— 50 + co 20 +92
_ 1 aan‘E Ok —1
3hy M T 5 det F 98
c hsé 9 b hs + 20svshs + 2cohs + — 8r g1
L = i — c — | ec VsV, C e ji
ijoe OrN30ij QBF”- on3 6ns3 sUsN3 6n3 6/ Okkl Qet i

Vignatti e I-Shih Liu

[ [Cijrsloxo  [Cijoloxt [Cijocloxt [Cijvg)oxs [Dijrsloxe [Dijrloxs
[CijelTyo [Coolix1 [Cooclixt [Covylix3 [Corilixo [Corlixs
[CiseelTxo  [CopclTia 0 (o %k 13 [0]1x9 [0]1x3
{Cijuk]gxg [Cov;]ax1 [*Qif;lflk]sTxl [Coyvp]3x3 [*9927}[{1 Siklsxo oot zhl Ly
[Dijrsloxo  [Corildna [0]ox1 [—9927—71[5%]923 [0]oxo [ﬁ‘su]gxs
[Dijelixe  [Corlixs [0]3x1 lo5r]axs (572 6aul 5 ai Idsxs
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1 1 vl VU VE UL
Cijo, = 5 [V 2cgoehs — 7)) h_29(kl) — 4hgvkoe + 2_hlgnnk + h_lgnnl
7? an‘E Ok -1 kavl Oh1 _ éi 8st|E
6 hy Uk ot ji Qh% Onnl 6Fij 6 s Qllk 6Fij 5
Ok 1 1 Vs Ok -1 o Ohy
Diirs = —28,40s: — = . —— = oun Sl S ous ——,
ijrs ah, Orids 3 (vws 2hs + i ou ) dot i 2h%v7 ou OF,,
1 ox 1 4 Oonn|E 4 Oh1
Disi = -2 - 2 — Fle 2 -2 ;
ik (ouk V0l — VsQul + 'UL'ULUIc)4h1 Tt F it + 6hlvk oF, 4h§ Q”kaFij
c o Oe 9 e dcy n Ohs ) Oh1 0oss|E
= ——— —20= — —Co | — =5 VrOUr—F )
00 0200 Y90 \ a0 " a0 ) " 32" o0 " o0
Oe
Coo. = *Q%Cehsy
c _QUuEuL, Ohi 20 0 O¢gnnlE
0vy, 2n? nnl 5o 3h 9k a0
14 Oh
Cokl = — 5 VkOnnl 55>
2h? a9
co - e Oosslm e 0 Oha
ok 6hy 00 an2®"Tap
Coop = |2+ 20k 2|6 e
vivg = |5 T 20hsee (co +2)| i + 21 268

Abstract. In this paper an extended thermodynamic formulation for viscoelastic
materials with heat conduction is presented. The requirement of Galilean invari-
ance on the balance equations and the entropy principle lead to the introduction
of Lagrange multipliers, which provide constitutive equations for the flux. A hy-
perbolic condition of the equations system is obtained through the concavity of the
entropy density.

Keywords. Entropy, Lagrange multipliers, gases, fluids.
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