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Este trabalho apresenta um modelo de equilibrio que mostra um canal através
do qual a desigualdade na distribuicdo de riqueza pode afetar o desenvolvi-
mento do sistema financeiro. Na presenca de friccbes, nominalmente: um
limite a propor¢dao de divida nos projetos financiados pelos bancos e um ta-
manho minimo dos projetos disponiveis na economia, mostramos que a desi-
gualdade pode afetar o volume intermediado pelo sistema financeiro e conse-
quentemente, considerando ganhos de escala, sua eficiéncia. Simulacdes com
diversas parametrizagoes revelam uma relagdo ndo linear e ndo monotoénica
entre desigualdade e eficiéncia do sistema financeiro, medida pelo spread entre
captacdo e concessdao de empréstimos.

This study presents an equilibrium model that shows a channel through which wealth
inequality may affect the financial system development. In the presence frictions,
namely, a limit to the proportion of debt in projects financed by banks and a mini-
mum size of projects available in the economy, we show that inequality may neg-
atively affect the volume of resources intermediated by the financial system and,
hence, its efficiency, given the assumed gains of scale. Simulations under several
parameterizations reveal a non-linear, non-monotonic relation between inequality
and financial system efficiency, as measured by the spread between borrowing and
lending.
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1. INTRODUGAO

A relacdo entre desigualdade e o desenvolvimento do sistema financeiro foi avaliada em trabalhos
como os de Aghion e Bolton (1997) e Beck, Demirguc-Kunt e Levine (2005), indicando que imperfei¢oes do
mercado financeiro, tais como custos de transacdo e de informacao, afetam especialmente os individuos
mais pobres por ndo possuirem acesso a garantias reais. Estas restricdes de crédito podem impedir o
acesso de individuos mais pobres a projetos de alto retorno, dada a dificuldade de obter financiamento
pelo mercado financeiro, um dos tépicos abordado pelas Na¢des Unidas sobre politicas contra a desigual-
dade (United Nations, 2013). Um sistema financeiro menos acessivel e menos eficiente, por sua vez, tem
impactos negativos no desenvolvimento e crescimento econémico e também na distribuicdo de renda,
como em Li, Squire e Zou (1998). Para os autores, os resultados encontrados se devem ao aumento do
acesso ao crédito aos mais pobres, o que lhes permite fazer investimentos produtivos. Este trabalho
investiga um canal para a influéncia no sentido inverso, ou seja, a desigualdade como obstaculo ao de-
senvolvimento do sistema financeiro. E possivel, portanto, que exista endogeneidade na relacdo entre o
desenvolvimento do sistema financeiro e a distribuicdo de renda.

O pressuposto do modelo é a existéncia de ganhos de escala na atividade bancaria. Considera-se que
o0 banco incorre em custos fixos para manter sua capacidade de analise de crédito e esta capacidade ja é
suficiente para atender qualquer ntimero de clientes, ndo havendo necessidade de novos investimentos
no horizonte de decisdes analisado. Dessa maneira, o custo marginal da unidade monetéria emprestada,
seja a clientes antigos ou novos clientes, é apenas o seu custo de captac¢do: a remuneracao dos deposi-
tos. Como resultado, a eficiéncia do sistema aumenta com o aumento das receitas advindas do volume
de empréstimos multiplicado pelo spread entre captacdo e empréstimo. As restricdes de investimento
minimo e de crédito, contudo, impedem que uma parte da com populacdo com menos recursos tome cré-
dito para investir em projetos, limitando a capacidade do sistema financeiro de converter poupanca em
investimento e, consequentemente, limitando o crescimento da economia. O menor volume de recursos
que circula no sistema financeiro reduz sua eficiéncia tanto mais quanto mais desigual for a sociedade,
resultando em maiores spreads e menor producdo da economia como um todo. Assim, o canal através
do qual a distribuicdo de renda afeta a eficiéncia do sistema financeiro é a escala, dada pelo volume de
recursos transferidos entre poupadores e investidores. Como os bancos apresentam ganhos de escala,
quanto maior o volume transacionado, menor pode ser a diferenca entre a taxa cobrada pelos emprésti-
mos e a taxa oferecida para depdsito, ou seja, o spread, que sera usado como medida da ineficiéncia do
sistema financeiro.

Dos resultados do modelo, observou-se que este efeito compete com outro: quanto menor a desi-
gualdade e a restri¢do ao investimento minimo, menor a necessidade de empréstimos e de um sistema
financeiro para reduzir os custos de coordenacdo, ja que os agentes possuem dotacdo suficiente para
investir no projeto por conta proépria, se assim o decidirem. Quanto menor a desigualdade, mais impor-
tante esse efeito, e para desigualdades muito baixas ele domina o efeito dos ganhos de escala, levando
a uma menor eficiéncia do sistema financeiro em termos de menores volumes e maiores spreads. O re-
sultado final é que, dadas as restricdes ao investimento e a concessdo de crédito, ha uma distribuicdo de
renda intermediaria para a qual a eficiéncia do sistema financeiro & méaxima e o crescimento da economia
através do investimento em ativos reais é o maior possivel.

Em resumo, este trabalho busca investigar a relacdo entre a eficiéncia do sistema financeiro e a
desigualdade através de um modelo de equilibrio em dois periodos, com agentes avessos ao risco e
que tomam decisOes entre consumo e investimento na presenca de um sistema financeiro simplificado
que aufere lucro pela diferenca entre as taxas de captacao de recursos e de empréstimos. Ao especificar
diferencas nas dotacoes iniciais de riqueza dos individuos na presenca de fric¢des (restricao ao crédito e
ao investimento minimo), esta abordagem permite mostrar que a desigualdade também afeta a propria
eficiéncia do sistema financeiro.
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2. DEFINIQAO DO MODELO

Inicialmente serdo definidos os agentes econémicos, sua distribuicdo de riqueza e o parametro do
modelo que esta associado a desigualdade. Também serdo descritos os projetos disponiveis na economia,
sujeitos a restricdes de investimento minimo e, finalmente, sera descrito o setor bancario, cujo lucro
depende do volume transacionado e do spread. Nesta economia simplificada, ha apenas dois precos:
a taxa cobrada pelos bancos para empréstimos e a taxa que os bancos pagam pelos depésitos. Esses
precos e a distribuicdo de riqueza afetam a decisdo de consumo, poupanca e investimento dos agentes
econdmicos que, por sua vez, afetam o volume que equilibra poupanca e investimento, bem como o
lucro dos bancos.

Nessa economia simplificada, ha apenas dois precos: a taxa cobrada pelos bancos para empréstimos
e a taxa que os bancos pagam pelos depositos. Esses precos e a distribuicao de riqueza, dadas as friccoes
modeladas, afetam a decisao de consumo, poupanca e investimento dos agentes econémicos que, por
sua vez, afeta o volume que equilibra poupanca e investimento e o lucro dos bancos de modo que as
taxas de empréstimo e captagdo e a decisdo poupanga e investimento sdo definidos conjuntamente. O
problema sera encontrar a combinacdo de consumo, poupanca e investimento dos agentes econdmicos
que maximiza a sua utilidade, sujeita as restricoes de crédito e de nivel minimo de investimento, e
escolher as taxas de captacao e empréstimo que garantam que a poupanga seja igual ao investimento e
que o lucro dos bancos seja maximo.

2.1. Dotacao inicial

Considere, portanto, uma populacdo continua de agentes econémicos indexados por i € [0, 1] que de-
vem decidir como consumir completamente sua riqueza ou dotagdo inicial d) ; ao longo de dois periodos:
t =0 et = 1.Assume-se que tais agentes sejam avessos ao risco e possuam preferéncias intertempo-
rais que admitam representacao por uma funcdo utilidade esperada de von Neumann e Morgenstern.
Particularmente, usaremos a funcio:'

Uj =logcy,; +pilogey i, (1)

em que cg; e c,; representam, respectivamente, o consumo em ¢ = 0 e ¢+ = 1 do individuo i, e p;
corresponde a uma taxa de desconto da utilidade do consumo futuro, o que influencia a preferéncia
relativa na decisdo entre consumir no presente ou consumir no futuro. Tradicionalmente assume-se que
os agentes econdmicos sejam impacientes e que, portanto, 0 < p; < 1. E possivel assumir, sem perda de
generalidade, que a distribuicdo de riqueza seja uma funcao monotdnica ndo decrescente de i, de modo
que a > b = d, > d . Adicionalmente, para evitar formalismos desnecessarios, considere que d, ;
seja continua e sempre positiva. Nestas condicoes, a riqueza total inicial da populacdo de agentes sera
dada por:

1
Dy = J do,;di, @)
0
de modo que a riqueza inicial de um quantil z da populacdo como propor¢do da riqueza total pode ser
dada por:
By = [ foig; (3)
0,i<z — 0 DO L,

e é possivel representar a distribuicdo de riqueza graficamente como na Figura 1. Como Dg;<, <z, a

1Essa funcio utilidade apresenta aversio ao risco relativa constante (CRRA) e igual a 1, tem razoavel aderéncia empirica e resulta
em decisdes de investimentos sem efeito riqueza.
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Figura 1. Representacdo da distribuicdo da riqueza.
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diferenca entre a area abaixo da reta e a area abaixo de D ;, pode ser utilizada como uma medida de
desigualdade. Tal medida é usualmente conhecida como indice de Gini, que neste caso sera dado por

. - Y doi .
G1n1:1—2f Do,i5zd221—2f J- —didz. (4)
0 0o Jo Do
Assumiremos que a distribuicdo de riqueza seja exponencial, de modo que a riqueza inicial sera dada
por
dOz = €yl (5)

em que A é um fator de escala e ) esta relacionado com a desigualdade na distribuigdo de riqueza, ja
que quando y é muito pequeno d; = Ae?" aproxima-se da distribuigdo uniforme e quando y cresce a
diferenca entre o mais pobre e o mais rico aumenta exponencialmente.
A riqueza total da populacdo no periodo t = 0 sera, portanto,
=A ; 6)

1 1 ' A .
DO = J dO,i di = J Ae’” di = —(371
0 0 Y o )4

e ariqueza inicial de um quantil z da populacdo como propor¢ao da riqueza total sera dada por
d ZA eV -1 e¥i-1
orm [ a2 L [Farai= Ao oAt e
Doy

= —. (7)
O indice de Gini sera entdo

1 eV -1

o Doy eV -1

1 Lyz_q
Gini:l—ZJ‘ Do’iszdzzl—ZJ dz
0 0

e’ —1
(eV —=1)—y

— Gini=1-2
eV -1
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para todo y > 0. No Apéndice A demonstramos que o indice de Gini é uma fungao estritamente crescente
de y, de modo que quanto maior y, maior a desigualdade, como mostrado na Figura 2.

Os agentes econdmicos tém a op¢ao de usar parte de sua riqueza ndo consumida em f = 0 para inves-
tir em um projeto disponivel na economia. A riqueza gerada em ¢ = 1 pelo projeto depende da riqueza
investida pelo agente i, k;, e do sucesso do projeto. O projeto sera modelado como um experimento de
Bernoulli, possuindo uma probabilidade 7t se ser bem sucedido, caso em que gera a riqueza k; (1 + r°),
e uma probabilidade 1 — 7t de fracasso, situacdo em que gera uma riqueza k; (1 + ), sendo que > 0 é
o retorno em caso de sucesso e rf € (—1,7°%) é o retorno ocorrendo fracasso. Ao estipularmos que r* > -1,
estamos assumindo que a responsabilidade sobre os investimentos é limitada ao capital investido.? A
variavel aleatdria correspondente ao retorno do projeto sera denotada por 7.

Note que o retorno esperado e a varidncia do retorno sao dados, respectivamente, por

Eh]:nﬁ+u—nyF )
e
o?(F) = (r* = E[r]))* + (1-m) (" - E[F])*
=7(r)’ + (1-m) (")’ - E2[7] (10)
=n(1-m)(r = r")%. (11)

Note ainda que o produto (7'(rS +(1- Tc)rF)((l —1)rs + T[T’F) estd relacionado com a variancia

(nr5+(1—n)rF)((l—n)r5+an)=02(f)+TSrF- (12)

Figura 2. indice de Gini em funcdo de y.

Gini(y)
1 e -1)-y
eV -1
0.8
0.6
0.4
0.2
T T T T > )

2De fato, a responsabilidade limitada é equivalente a rf > —1, ou seja, a responsabilidade do acionista limita-se a 100% dos bens
investidos em ativos da empresa (retorno limitado inferiormente em —1 ou 100% de perda), ndo atingindo sua riqueza pessoal
(perda de mais de 100%). A exclusdo da igualdade, resultando em ¥ > —1, simplificara alguns resultados sem qualquer prejuizo
para as conclusdes do modelo.
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Adicionalmente, assume-se que seja necessario um capital minimo para que se possa fazer o investi-
mento, denotado por K, embora ndo haja limitacdo quanto ao total de recursos investidos por todos os
agentes ou por um deles, individualmente, sendo necessario, portanto, que k; > K.

2.2. Intermediacao financeira

Para todos os efeitos, o sistema financeiro serd modelado como um unico banco, de modo que ques-
toes relacionadas a concorréncia ndo serdo analisadas. Assume-se que o banco tenha um custo fixo de
monitoracdo em { = 0 denotado por C;, independente do volume de recursos transacionados, levando
a ganhos de escala.3

Considera-se que o custo marginal do banco seja exclusivamente o custo de captagao dos depésitos.
Como todos os empréstimos devem ser pagos um periodo adiante e ndo ha possibilidade de saques
antes disso, ndo ha depésitos compulsérios e a questao da gestao da liquidez e das corridas bancarias
ndo serdo analisadas. Cada agente pode depositar, em { = 0, um montante p; no sistema financeiro,
correspondente a uma poupanca de parte dos seus recursos excedentes ao consumo, pelo que recebera
em t =1 omontante p;(1+r,), r,>0.Um agente também tem a possibilidade de tomar um empréstimo
em ¢ = 0 no valor ib junto aos bancos, pelo qual tera que pagar b;(1 +r,) em ¢ = 1, de modo que:

p > 1p. (13)

O trabalho de Aghion e Howitt (1998) sugere uma limitacdo no crédito proporcional a riqueza inicial
para incluir imperfei¢oes de mercado no modelo. No modelo aqui apresentado, como toda a riqueza esta
disponivel no primeiro periodo e parte dela sera usada para consumo e ndo para investimento, é razoavel
assumir que os bancos so6 aceitarao fornecer crédito sobre uma fracdo do investimento, caso contrario
ndo havera recursos para pagar o empréstimo. O crédito dependerd, portanto, das garantias e do risco
do projeto, e ndo da riqueza do investidor. Agentes com menor riqueza inicial, contudo, continuardao
privados de crédito porque a fracdo do investimento inicial que precisa ser financiada é muito grande.
Assim, o montante maximo que serd emprestado a um agente sera:

bi,max = akir (14)

indicando que o sistema financeiro aceita financiar uma fracdo 0 < @ < 1 de cada projeto. Um valor

conservador para a é
F
oz L (15)
(1 + l’b)

Essa definicao garante que mesmo em caso de falha no projeto restariam garantias suficientes para
pagar integralmente a divida: o banco aceitara financiar o valor terminal do projeto no pior caso, ou
seja, no caso de falha, descontado a valor presente pelo custo do empréstimo. Note que o pressuposto
de responsabilidade limitada garante que (1 +#%)/(1 +1;) > 0. Adicionalmente, como serd mostrado em
detalhes adiante, para que coexistam depdsitos e investimentos na economia é necessario ter r, > rf.
Tal relacdo, por sua vez, garante que (1+71F)/(1+1;,) <1, logo, a utilizacdo de (15) garante que 0 < a < 1.

A primeira condicao de equilibrio de mercado no presente modelo é que os montantes depositados

e emprestados sejam os mesmos:
1 1
j b,‘ di = J pPi di. (16)
0 0

3Este pressuposto assume que o banco presta um servico de monitoracio delegada (Diamond, 1984), um conceito que pode ser
usado para explicar por que bancos atraem depésitos apesar de serem sujeitos a corridas bancarias (Diamond & Dybvig, 1983). E
interessante ressaltar, contudo, que enquanto nos modelos de Diamond e Dybvig os agentes sdo homogéneos, o presente modelo
requer heterogeneidade. Isto ocorre porque se deseja mostrar exatamente como a distribuicdo de riqueza impacta o equilibrio
na presenga de friccoes na intermediagdo financeira. Assim, as fricgdes do sistema financeiro no presente modelo apenas afetam
o equilibrio se houver heterogeneidade, caso contrario, o tnico equilibrio possivel é o de autarquia, conforme sera mostrado ao
final da discussdo da segdo 2.3.
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Quando ha uma Unica taxa para emprestar e tomar emprestado, a condi¢ao (16) é suficiente para
garantir o equilibrio. No presente caso, contudo, podem existir diversos pares de valores para r, e r, que
garantem que a quantidade ofertada de recursos seja igual a quantidade demandada, sendo necessaria
uma segunda condicao.

A riqueza produzida pelo sistema financeiro serd dada pelo spread entre o retorno dos empréstimos
e o custo dos depdsitos multiplicado pelo montante total transacionado. Esta riqueza corresponde a um
retorno rg; sobre Cg;, que 0s bancos tentarao maximizar:

1 o o
rSF:C_(er bidz—rpf pidz)—l
SF 0 0
1 1
= — — b.di—-1 17
G 7 rP)J:) i i

1 1
:C—SF(rb—rp)J; p;di—1.

Os bancos escolherdo o par de taxas r, e r, que satisfaz (16) e resulta no maior valor para rg. A
segunda condicdo de equilibrio é, portanto, que (17) seja maximo.

2.3. Condicao de maximizacao
O consumo de cada agenteem f =0 e em f = 1 sera dado por
co,i = doi —ki —pi +bj;
. (18)
C1,i = (1 + T)ki + (1 + T’p)p,’ — (1 + bb)b,’,

em que k;, p; e b; serdo escolhidos de modo a maximizar a utilidade esperada do agente, resultando no
programa de otimizagao dado por

max E[U;] =1Incg;+p; E|Incy ;|

bi,pi ki
sa. i) 0<b; <ak;
i) p; >0 (19)
i) ;=0 ou k; >K
iv) 0<cq;<dy,;

Pela condigdo (iv) assume-se que os extremos c( ; =0 e ¢( ; = d ; ndo ocorrem, em primeiro lugar, por
nao fazerem parte do dominio da funcao utilidade esperada (ja que teriamos consumo zero no primeiro
ou no segundo periodo). Em segundo lugar, o fato da utilidade esperada tender a —oo em qualquer um
dos casos tem um significado econdmico: o individuo tem necessidades minimas em ambos os periodos
e ter consumo nulo em qualquer um deles é inaceitavel.

Cumpre observar que um agente maximizador de utilidade nunca escolhera p; > 0 e b; > 0 simulta-
neamente, ja que o custo do empréstimo é maior que o rendimento do dep6sito. Também nunca ocorrera
o0 caso em que k; = p; = 0, pois implicaria em b; = 0 (j& que ndo ha investimento em projeto) e, con-
sequentemente, c¢;,; = 0, cuja possibilidade ja foi excluida pela condi¢do (iv) em (19). Dessa maneira,
poderdo ocorrer apenas os seguintes casos:

Caso A: b; =0 e k; > K (o agente investe a riqueza excedente ao consumo em uma carteira de depoésito
e investimento em um projeto);

CasoB: b; = 0 e k; = 0 (o agente simplesmente faz deposito da riqueza excedente ao consumo no
periodo inicial);
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CasoC: p; = 0 e k; > K (o agente usa sua riqueza e possivelmente um empréstimo para investir em
um projeto).

Dadas as observacOes acima, é possivel reespecificar (19) de forma mais conveniente. De inicio, defi-
niremos os recursos excedentes ao consumo no primeiro periodo como

si =do,i —Co,i- (20)

Também é possivel definir a proporcao de s; investida no projeto:
=—, (21)

e a proporgao de s; investida em poupanca ou tomada de empréstimo:

b
WPt =P (22)
5i

de modo que
k., pb_

wi +w; =1. (23)

~ . ,b

Como ndo ocorre p; > 0 e b; > 0 simultaneamente, tem-se wf

p,b

i

= p;/s; caso o agente decida fazer

o deposito e w
k

i

= —b;/s; caso o agente decida tomar um empréstimo. Usando (23), para cada valor de

p,

. L. b .
w; existe um Unico valor de w; "~ possivel dado por

PP =1k (24)

1 1’

de modo que, por simplicidade, serd usado apenas w; = a)i.‘ no resto do texto.

Por (24), o consumo no segundo periodo pode ser reescrito como

cni=si((T+ P+ (1+7(w)(1-w;)), (25)
em que
r(w;) = Tp,  S€ Wj <1, (26)

r,  sew; > 1.
Finalmente, definindo
flwis) =E[Incy ;] = E[ln{si((l +7)w; + (1 +7(w;)) (1 - wi))}] (27)
e usando as definicoes de (21) a (26), o programa de otimizacdo em (19) pode ser reespecificado como
Iul}iii({ln(do,i —s;)+pif (@i,5:)]
k ko 1

(S = w; < ——

: k
sa. i) sl(cuZ )_a i =aw - 8)

i) wf =0 ou wf>=
Si

ili) 0<s; <dp;.
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Adicionalmente, as relagdes (22) e (24) resultam em (1 — w;)s; = p; — b;, 0 que permite reescrever a
condicdo de equilibrio de mercado em (16) como

Ll(l—w;‘)s’{di =0, (29)

em que w; e s; sdo as solugbes da otimizagdo (28) para cada a agente econdémico ;. Da mesma maneira,
é possivel reescrever o retorno para os bancos em (17) como

) i (1-w)sir(w})di o (@i =1)s;r(w})di
T C T C
SF SF

Desta forma, a economia estara em equilibrio e as taxas de captagao e empréstimo bem definidas
quando: (i) a utilidade dos agentes, sujeita as restri¢coes de investimento e tomada de empréstimo, for
maxima, conforme (28); (ii) a poupanca for igual ao investimento, conforme (29); e (iii) o retorno para os
bancos em (30) for méaximo.

Ao decidir o consumo no periodo inicial, o agente automaticamente decide o valor s; dos recursos
excedentes. Na proxima secdo sera analisada a alocacdo destes recursos, que corresponde a decisdo de
quanto poupar e de quanto investir no projeto. Tal decisdo é sujeita as restricdes de riqueza, investi-
mento minimo e valor maximo do empréstimo que pode ser obtido através dos bancos, considerados o
retorno do deposito, o custo do empréstimo e o risco e retorno do investimento no projeto disponivel
na economia.

~1. (30)

3. CARTEIRA OTIMA DE INVESTIMENTO PARA UM DADO NiVEL DE RECURSOS
EXCEDENTES

Antes de resolvermos a otimizagao (28), sera util analisarmos o comportamento do valor 6timo de
w;, que define a alocacdo de recursos excedentes entre projeto, poupanca e empréstimo, para um dado
valor s; = x;, de modo que seja possivel pesquisar algumas condicoes de regularidade bem como particu-
laridades do problema como definido neste modelo. Essa alocagdo 6tima sera representada por w;|s,_,
e, como a utilidade do primeiro periodo s6 depende de s;, pode ser expressa como

Wjls,=x, = argmax E>ln{s,’(wi (I1+7)+(1- wi)(l + r(w,-)))}]

w,'e{O}U[K 1

s T-a
sp’l-a

argmax E|lns; +1n(cul- (L+7)+(1 —a)i)(l + r(wi)))}
wiE{O}U[K 1

s T-a
si’l-a

arg max E_ln(a),- (1+7)+(1 —a),-)(l + r(wi)))]

wiel0u[ £, 7]

= argmax {nln(a)i(l+r5)+(1—a)i)(1+7(wi))) (31)
wiel0)u[ £, 5]

Si

+(1 —n)ln(wi(l +17)+ (1 ‘“’i)(l + r(wi)))}

arg max {Tcln(wi (r*—r(w;)+(1+ r(wi)))
wﬁlO}U[‘Qﬁ]

Si

+(1- n)ln(w,- (rf—r(w;))+(1+ r(wi)))}
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Se K/s; > 1/(1 — a) entdo w;l;,_y, = 0, de modo que nenhum agente com K/do; > 1/(1 - a) =
dg,; < (1 —a)K podera investir no projeto.

Neste ponto, cabe estabelecer algumas condicoes de regularidade para os retornos dos projetos.
Como r* > rF, ha trés intervalos abertos em que r(w;) pode estar. Estes intervalos sdo considerados
abertos para evitar a igualdade e simplificar a manipulac¢do algébrica quando termos em * — r (w;) ou
r(w;) - r" estiverem no denominador. Se r, estiver a direita de r° ou a esquerda de r, ha dominéncia
estocéstica de primeira ordem do depésito ou do investimento no projeto, respectivamente, e a utilidade
esperada no segundo periodo sera claramente maxima quando w; = 0, se r, > r>7rf,ouw; =1, se
rS>rf> 8 de modo que um dos dois, depésito ou investimento, nunca seria feito: se a taxa de equilibrio
Tp for muito alta, nenhum projeto na economia sera feito, mas se for muito baixa, nenhum dep6ésito sera
feito e nao existira intermediacdo financeira.

Em relagdo a ry,, dado que r° > 1" > r, = r° > 1" > r,, ao excluirmos a possibilidade de que
r*>r">r, também estamos admitindo que ndo ocorre r° > " > r;,. Adicionalmente, r;, > r* > r* também
ndo pode ocorrer, pois isso implicaria na inviabilidade do financiamento dos projetos com divida, ja que
a contracdo de divida para investimento em projetos significaria simplesmente a reducdo de riqueza
no segundo periodo. Como estamos admitindo que toda a dotacao esta disponivel no primeiro periodo,
neste caso também ndo haveria necessidade da intermediacdo financeira. Assim, a propria existéncia
do sistema financeiro e a coexisténcia de depoésitos e investimentos em projetos na economia, estes
ultimos possivelmente financiados com divida, pressupdem que a remuneracao dos depositos e o custo
das dividas sejam tais que

r>r(w;)>r, (32)

para qualquer valor de w;.

A andlise mais importante que pode ser tirada de (31), contudo, é que, a menos das restricoes, a aloca-
¢do 6tima independe de s;, e este fato, essencial para a solu¢do final do problema, pode ser estabelecido
como

;|
1 1s;=Xp

@ = a)?, (33)

ou seja, a alocagdo 6tima irrestrita no segundo periodo para s; = x), representada por w?|5i:X0, éigual
a alocacdo 6tima irrestrita no segundo periodo qualquer que seja o valor de s;, representada por w?.
Para achar tal alocacdo, independente de restrigdes, inicialmente é necessario estudar o comporta-

mento da expressdo E[In(c; ;/s;)] que se deseja maximizar em (31). E[In(cy ;/s;)] é definida e continua

entre
w; (P =1r(w;))+(1+7(w;)) =0 = a)i:—l+r—(a)i) (34)
s —r(w;)
e
w; (rf=r(w;))+(1 +7(w;)) =0 = wi::(;:—)(i)irl. (35)

De r* > r(w;) resulta que (34) é sempre menor que zero e, portanto, 7 (w;) = r,. Por outro lado, de
r(w;) > rF > —1 resulta que (35) é sempre maior que 1, de modo que neste caso, 7 (w;) = . Como
resultado, o dominio de E[In (¢ ;/s;)] em fungdo de w; é

i 1+r 1
Dom(E[ln%D:{wieIR b T }
i

S <wj; < -
rs—r1, rp,—r

E interessante notar que, dada a condicdo de regularidade 32, a restricdo (ii) do programa de otimi-

zagdo (28) torna irrelevante o lado esquerdo de (36). Ja o lado direito da condicdo de regularidade (36)

(36)
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pode tornar irrelevante a restri¢do (i) em (28) caso ocorra

1 1
S + 1y

= n-r'>l+r-a—-an
l-a r,—1F

a(l+r)>1+7F
1+7F
1+7’h,

ou seja, se a restricdo ao crédito for pouco rigorosa, ela torna-se irrelevante frente ao risco de perdas
com o projeto. Dessa maneira, assumiremos que

1+7F
a< ,
1+7’b

(37)

de modo que (32) em conjunto com a restri¢ao (i) em (28), assumindo que vale (37), garantem que (36)
seja obedecida. E importante ressaltar que a igualdade em (37) corresponde a utilizacdo de (15) para
a restricao de crédito, que ja é conservadora. Agora se demonstra outra propriedade desejavel de tal
relacdo: sua utilizacdo garante que w; obedeca (36).

Para se encontrar o maximo de E[In (c; ;/s;)] em (36), faz-se necessario analisar suas derivadas onde
estas estdo definidas. A primeira derivada parcial em relacdo a w; é:

aE[ln &]

Si r*—r(w)) r—r(w))

dw, " wi(rF=r(w))+(1+7r(w;)) ( n)wi(fF—T(wi))+(1+r(wi))

, (38)

que ndo é definida em w; = 1, ja que r (w;) ndo é diferenciavel nesse ponto. Embora E[In (¢, ;/s;)] ndo
seja diferenciavel em w; = 1, é possivel encontrar os limites laterais da derivada:

BE[lnﬁ} .
lim Sl . +(1-n) -
wi—1" dw, lx(rs—rp)+(1+rp) lx(rF—rp)+(l+rp)
T((I”S—Tp) (l—n)(rF—rp)
1+78 1+7F
n(rs—rp)(l+rF)+(1—7'c)(rF—rp)(1+r5) (39)

(14+79)(1+7F)
B[]+ =1, (1 + ot + (1 - m)rf)
(T+75)(1+7F)
(E[F]=rp) (1 + 77t + (1= m)r*) — 0% (7)
(1+75)(1+7F)

s

em que o Gltimo passo vem de (12). De modo analogo, obtém-se

C1,i
BE[I“ST] (B[ =)0+ 707 + (1= )r") — 0 (7)
lim = 4o
o 9wi (T+75)(1+7F)

Como E[In(c; ;/s;)] é continua em w; = 1 (ou seja, os seus limites laterais sdo iguais ao seu valor
em w; = 1), E[In(cy,;/s;)] possui um canto em w; = 1 apés o qual a derivada varia bruscamente.
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Além disso, de ¥ > —1 resulta que 1 + 7rF + (1 —m)r* > (1 —m)(1+7%) > 0,* e como 7, > 1, a
variacdo brusca apés o canto em w; = 1 é negativa e a derivada diminui de valor.
A segunda derivada parcial em relagao a w; é

2

d%E [ln i
, (41)

Si ]_ r*—r(w;) 2 rF—r(w;)
""(wi<rs—r<wi)>+<1+r<wi>>) ‘“‘")(wi<rs—r<wi>>+(1+r(w,->>

80)1-2

que também ndo esta definida em w; = 1.

Como r° > r(w;) > 1F, (41) é obviamente negativa em todos os pontos em que é continua e a primeira
derivada é estritamente decrescente nos intervalos em que também é continua, além de variar negati-
vamente ao passar pelo seu ponto de descontinuidade em w; = 1. Se (39) e (40) tiverem sinais opostos,
ou se um deles tiver valor nulo, entdo E [In (c;,;/s;)] cresce (a taxas decrescentes) até w; = 1 e decresce
a partir dai, de modo que E[In(c; ;/s;)] tera um maximo global em w; = 1.

Alternativamente, se (39) e (40) forem diferentes de zero e possuirem o mesmo sinal, E [In (c; ;/s;)]
terd um maximo global quando (38) for igual a zero. Esse maximo global ocorrera para w; = w?, tal que:

rs—r(a)o) rF—r(a)?)

e (=) r(@)) e e (1= a?) (1 ()
rs—r(w?) rF—r(w?)

@) (e r{el))

w?(rF—r(a)lQ))+(1 + r(a)?)) _ w?(rs—r(w?))+(1 +r(w?))

=0

" rF r(w?) (m=-1) rs—r(a)?)
(42)
1+r(w?) . 1+r(a)?)
| w; + =(n-1)|w; + ———+
rF—r(a)?) rs r(a)?)
w?:—rcl+r(w?) +(n_1)l+r(a)?)
rF—r(a)?) rs—r(w?)
a)?:n 1+r—(w?) +(1-mn) _1+r—(w?) ,
r(w?)—r‘” rs—r(w?)

que é uma média ponderada pelas probabilidades 7t e 1 — 7t dos pontos de descontinuidade (34) e (35),
de modo que a)lo seguramente pertence ao dominio de E[In(c; ;/s;)] se assumirmos que 0 < 7w < 1,
pois se 7t = 0 ou 7w = 1 teriamos o mesmo problema de domindncia estocastica de primeira ordem que
foi evitado ao assumirmos que ° e r* sdo tais que 7° > r (w;) > rF.

Nestas condigdes e dado w; # 1, existe uma vizinhanca ao redor de w? em que (38) é continua,
mudando de sinal nesta vizinhanca: é positiva a esquerda de w? e negativa a direita, ja que (38) é
estritamente decrescente. Se (39) e (40) forem ambos negativos, entdo w; = 1 ocorre a direita de a)? e,
portanto, w? <1.Se (39) e (40) forem ambos positivos, entdo w; =1 ocorre a esquerda de w? e, portanto,
a)? >1.

Adicionalmente, como w; < 0 nao pode ser solucdo para o problema (31), se w? <0, entdo a utilidade
esperada para w; > 0 estara num trecho decrescente (derivada negativa), e 0 maximo, considerando-se

sl = mf>n = 1+nf+(1-n)r’>1-n)+(1-n)r° = 1+7sz+(1—n)r5>(1—n)(1+rs)>0.
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arestricdo w; > 0, ocorrera para w; = 0, ou seja, ninguém, independentemente da riqueza inicial, tera
interesse em investir no projeto, logo, qualquer projeto viavel na economia devera ser tal que w? >0:

1+r( ) 1+r(w?)
w >0 = n——— —-n)|-———= (>0
T R )
1+r(a) ) 1+r(w?)
el )
1 .
nr(a)?) - > (1 T()rs r(w?) p01sl+r(w?)>0 (43)
n(r —r( )) (1- )(r cu? —rF) pois rs>r(w?)>rF
r —nr(a)?)>(1—n)r(a)?)—(l—n)rF
7zr5+(1—n)rF>(1—7t)r(w?)+nr(a)?)

E[7]> r(w?),

ou seja, um projeto sb sera viavel se seu retorno esperado for maior que o retorno certo do depdsito
ou que o custo do empréstimo usado para financia-lo. Este resultado era esperado ja que a utilidade
logaritmica é concava e, portanto, apresenta aversao ao risco.

Em resumo, h4 trés possibilidades para o comportamento de E[In(c; ;/s;)] dependendo dos valores
de 7, r* e rF, que definem o risco e retorno do projeto, e das taxas de equilibrio da economia, p €Ty
A primeira possibilidade é que (39) e (40) possuam sinais opostos ou uma delas possua valor nulo caso
em que o maximo global de E [In(cy,;/s;)] ocorre para w; = 1. Um exemplo deste caso é apresentado
na Figura 3.

Asegunda possibilidade é que as derivadas laterais sejam ambas negativas, implicando em r(a)?) <1,
como mostrado na Figura 4.

Finalmente, a terceira possibilidade é que as derivadas laterais sejam ambas positivas, resultando
em w? > 1 (Figura 5).

Como (39) é sempre maior que (40), as derivadas laterais serdo positivas quando (40) for positivo:

E[r”]+r5rF—rh(l+7'ch+(1—7'()r5) (E[7] =) ( )(1 + 7rF + (1 = 70)r%) — 02 (F)

>0
(14+78)(1 +7F) (L+75)(1+7F) (4)
E[7]+r*rF 3 o (7)
= 1,<n < =E[7]- ,
L+ mrf+(1-m)rs L+ mrf+ (1 -m)rs
negativas quando (39) for negativo:
E[f]+ 77—y (1 + 707" + (1 - 7)) (E[T]—T )(1+TU’ +(1=m)r*) = (7) 0
= <
(14+75)(1+7F) (1 +75)(1 +7F) (45)
E[F] + rérF ~ a?(7)
= 1 >71,> =E[7]- )
1+ 7rf+ (1 —m)rs 1+mrf+(1—m)rs
e haverd maximo global em w; = 1 nos casos intermediarios:
E[7] + 5/F 2 (&
> Fl+rr g o”(7) >7, (46)
L+mrf+(1-m)rs L+mrf+(1-m)rs
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Figura 3. Maximo global de E[In(c;;/s;)] em w; = 1 quando as derivadas laterais possuem sinais
distintos. Neste exemplo 77 = 59 %, 1 = 25%, rF = -5 %, rp=10% er, =12%.
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Figura 4. Maximo global de E[In(c; ;/s;)] em w; = 0,44 < 1 quando as derivadas laterais sdo negativas.
Neste exemplo 7t = 53%, = 25%, rF = =5 %, r,=10% er, =12%.
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Ou seja, lembrando que E[7] > r, > r, é uma condicdo de regularidade, o resultado final dependera do

p
2/
risco do projeto. Dado um nivel de retorno E[#], tanto ¢ (7) quanto #ﬁln)ﬁ crescem a medida
que r* aumenta ou r* diminui.’
Spi = ant (7=rF) r*-7) 2 (5
Fixando o retorno esperado em 7, entdo 7@ = e e(l-n = [k resultando em o< (7) = (rs—r)(r—rF) e

2 (SR

e vy e i w e ywe 2 Usando r° > 7 > rF e mais a condicdo de responsabilidade limitada do projeto, as derivadas

—5 em relagdo a S e rF possuem o mesmo sinal.

. 2/ o“(F
parciais tanto de o< (7) como de TP (1=
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Figura 5. Maximo global de E[In (¢ ;/s;)] em w; = 1,267 > 1 quando as derivadas laterais sdo positivas.
Neste exemplo 77 = 65%, r° = 25%, rF = -5 %, r,=10% er, =12%.
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Se o projeto envolver pouco risco, vale a condicdo (44) e havera estimulo para usar financiamento
no projeto (w? > 1). Se o projeto envolver risco moderado, ocorre a situacdo em (46) e todo o recurso
excedente sera investido no projeto, mas sem alavancagem (w; = 1). Finalmente, se o risco do projeto for
muito alto, uma parte dos recursos excedentes ao consumo no primeiro periodo sera poupada (0 < a)? <
1). Mesmo que exista a possibilidade de financiamento, riscos desestimulam a utilizacdo de empréstimos.
As consequéncias desta conclusdo e sua relacdo com a riqueza inicial do individuo constam da préxima
secdo.

Assim, algebricamente:

* Maximo global em 0 < w? < 1: projeto com alto risco e vale a condicao (45);

* Maximo global em a)? > 1: projeto com baixo risco e vale a condicdo (44);

* Maximo global em w; = 1: projeto com risco moderado e vale a condicao (46).

Trata-se de um resultado importante porque mostra que a alocagdo 6tima do excedente ao consumo
independe da riqueza do agente. Na auséncia de fric¢des, a propor¢do do excedente ao consumo que
seria investida s6 depende do perfil de risco e retorno do projeto, em relacdo ao custo do empréstimo
e ao retorno dos depositos. Se essa proporcdo é a mesma para cada agente da economia, também é a
mesma para a economia como um todo, de modo que todos tenderiam a poupar ou todos tenderiam a
tomar emprestado, e o volume de equilibrio de poupanca e investimento seria zero.

A Unica fonte de diferenciacdao possivel para as preferéncias de alocacdo w; entre os agentes da po-
pulagdo seria o pardmetro p;, a preferéncia relativa entre consumir no presente e COnSumir no futuro,®
que ndo poderia ser uniforme entre os agentes e teria que ser incluido na maximizac¢dao efetuada em
(31). Neste caso, a eficiéncia do sistema financeiro dependeria dos valores de p;, e a distribuicdo de

6se tivesse sido utilizada uma funcdo utilidade CRRA com parametro de aversdo ao risco (por exemplo, U(c) = cl-vy (1-v),em
que v é o nivel de aversao ao risco) a variagao deste parametro entre os agentes também poderia ser uma fonte de diferenciacdo
entre as escolhas de alocagdo 6tima do excedente ao consumo. Da mesma maneira, expectativas diversas quanto aos retornos do
projeto também diferenciariam as escolhas de alocagdo 6tima. De qualquer modo, estes fatores s6 adicionam complexidade sem
melhorar a explicagdo dos efeitos que sdo objeto de andlise do modelo.
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riqueza seria irrelevante. Se considerarmos as friccdes, nominalmente: a restricao ao investimento mi-
nimo e a concessdo de crédito, os agentes com menos recursos ndo podem alocar seus excedentes de
maneira 6tima. Assim, a existéncia de fric¢oes torna a distribuicdo de renda relevante para a definicao
do volume de equilibrio de poupanca e investimento, e para a eficiéncia do sistema financeiro. Na secdo
seguinte serao quantificados os efeitos das friccdes na definicao da alocacdo do excedente ao consumo,
prescindindo-se da diferenciagdo nos valores de p;, que serdo considerados uniformes entre os agentes
econdmicos.

4. SOLUCAO DO PROGRAMA DE OTIMIZAGAO

E interessante ganhar alguma intuicdo sobre a otimizacéo antes de resolvé-la. Como exemplo, a Fi-
gura 6 mostra a superficie de utilidades esperadas para um agente i1 com dotagdo inicial dy ;; = 100 e
com p;; = 70%, em uma economia em que o projeto exige investimento inicial K = 20, a chance
de sucesso é @ = 70%, com retorno em caso de sucesso de r* = 50% e retorno em caso de fra-

casso de rf = —30%. Utilizou-se ainda r;, = 24,7% e r, = 8,7%. Nesta situagdo, como 24,7 % >
2=
E[7F] - % =11,7% > 8,7 %), temos o caso em que w;; = 1.

Se ndo houvesse restri¢oes, o maximo de utilidade seria obtido para:

d (In(do,; —s;) +pif (w;,si))

=0
0s;
-1 1

d()l S* pl Sale ( )
«_ g Pi
I,

e
. o2 (7)
1, SETbZE[r]—mZTp
_ l+r(a)?) (48)

(‘); = a)? = l+r(a)?) .
(0—_)+ (1- 7'()( ﬁ), nos demais casos,
r(wf)-rf rs=r(wf)

conforme discutido na se¢do anterior.

As curvas de nivel da superficie na Figura 6 sdo mostradas na Figura 7, destacando-se o 6timo irres-
tritoem s;; = 41,18 e w;; = 1.

Se forem incluidas as restricdes, a solucdo devera ser escolhida dentre os pontos da unido entre o
segmento de reta com w; = 0 e a regido delimitada a esquerda pela restricao de investimento minimo
e a direita pela propor¢ao maxima de divida, como mostrado na Figura 8.

Por (28), a restricdo ao investimento minimo corresponde a hipérbole w; = K/s; e a restricao ao
financiamento méaximo corresponde a reta w; = OET

Para simplificar a analise, consideramos inicialmente apenas a restri¢cao ao investimento minimo,
pois se trata da restricdo mais complexa matematicamente e a restricdo ao financiamento podera ser
incluida adiante sem muito esforgo. Na medida em que d; vai diminuindo, o conjunto de solugdes
possiveis vai reduzindo-se, mas a restricdo de capital minimo ndo sera limitante enquanto o ponto de
maximo sem restricdo estiver no conjunto de solucdes possiveis. O maximo irrestrito saira da regido de
solugdes possiveis para valores de d) ; menores que aqueles que fazem com que a hipérbole w; = K/s;
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Figura 6. Utilidade esperada para r* = 50 %, r* = -=30%, p = 70%, K = 20, @ = 40%, pi1 = 70%,
doi1 =100, ry=247% er,=8,7%.
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Figura 7. Curvas de indiferenca correspondentes a utilidade esperada exibida na Figura 6.
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passe pelo ponto de maximo sem restrigao. Logo, a restricdo sera limitante quando:

Siw! <K = do; P <K
1+ Qi
K(1+p;) 2 a?(7)
pi < se r, > E[7] 1+mrF+(1-m)rs 2 Tp (49)
= do,i < =) (L+pi) Sy s demais casos.
A Eel)
r((u )—T —r(;i)
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Figura 8. Restri¢Oes quanto ao investimento minimo e ao limite de financiamento.
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No nosso exemplo isto ocorre quando, mantendo-se todos os demais pardmetros constantes, dg; <
48,57 . A situagdo limitrofe, quando d; ; = 48,57, esté ilustrada na Figura 9.

Na medida em que d; ; sofre redugdes posteriores, 0 maximo passa a ocorrer sobre a hipérbole w; =
K/s;, no ponto em que esta tangencia uma das curvas de indiferenca. O lagrangeano do problema com
a restricdo ao investimento minimo, nestas condicdes, fica:

L(wj,si, A) =1In(do,; —s;) +p; f (wj, i) = A(s;jw; = K). (50)

Para evitar o problema da descontinuidade de r (w;), consideraremos que seu valor é uma constante r.
Apos obtermos uma solugdo em funcao de r, este sera substituido por aquele entre os possiveis valores
rp ou r, que for compativel com o w; correspondente (w; < 1 para e w? > 1 para ry). Se os dois
resultados forem incompativeis, é porque a solucdo ocorre no ponto de descontinuidade, em que w; =1
e s; = K. Graficamente, uma possibilidade seria como aquela representada na Figura 10.

Intuitivamente, foi representada na Figura 10 apenas uma possibilidade para a solucdo de canto
em que o maximo da utilidade, dado um valor fixo s; = K, ocorre a esquerda de w; = 1. E possivel
concluir isso porque, visualmente, a inclinacdo da curva de indiferenca, destacada com linha continua,
tem inclinacdo negativa a esquerda de w; = 1, o que quer dizer que os pontos numa vizinhanca a
esquerda de w; = 1, dado s; = K, sdo interiores a curva de indiferenca, possuindo, portanto, utilidade
maior que no ponto w; =1 e s; = K. Isso corresponde ao caso em que vale a condicdo (45). Ja no caso
em que vale a condicdo (44), deslocamentos numa vizinhanca a direita de w; = 1 devem aumentar a
utilidade, e, portanto, a inclinacdo da curva de indiferenca deve ser positiva a direita de w; = 1 para
que os pontos correspondentes a uma vizinhanca a direita de w; = 1, dado s; = K, estejam no interior
da curva de indiferenca. Como a derivada a esquerda de w; = 1 também é positiva, pois tem que ser
maior que a derivada a direita de w; = 1 uma vez que a curva de indiferenca é convexa, isso significa
que ndo ha como existir solucdo de canto no caso em que vale a condicdo (44). Esta situacao é ilustrada
na Figura 11.

Contudo, é possivel estabelecer as condi¢des para a solucdo de canto de maneira mais rigorosa. A
derivada da restricao hiperbolica é dada por

dSi _ d K _ K
w;s;i=K h d(,()l w; a wlz

dw;
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Figura 9. Situagdo limitrofe a partir da qual redugdes em d) ; tornam a restri¢do ao investimento minimo
limitante em relacdo ao 6timo irrestrito.
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Figura 10. Exemplo de solucdo de canto em que w; = 1 e s; = K.
Hipérbole tangencia
curva de indiferenga

4 S parar =rpem @, <1

Otimo em w,.' =1

Hipérbole tangencia
_______________ curva de indiferenga
__________ lparar:rpem o, >1

Curva de
indiferenca
- - parar =rp

Como a solucdo de canto somente ocorrera para omi = 1, a derivada da restricdo hiperboélica neste ponto
terd o valor —K.

Por outro lado, as curvas de nivel da funcdo utilidade, que correspondem as curvas de indiferenca,
sdao dadas por

F(wj,si) =In(dg,; —s;) +pif (w;,s;)

(51)
= In(dy; —s;)+ pi{lnsi +E[ln((1 + 7w+ (1+r(w;))(1 —a)i))]} =h,

em que & é um nivel constante de utilidade esperada. Nos pontos de continuidade da funcao utilidade
esperada, ou seja, no seu dominio e assumindo que r(w;) = r, a derivada total de F(w;, s;), dF (w;,s;) =
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Figura 11. Quando vale a condicdo (44) ndo ha possibilidade de solucdo de canto.

Hipérbole sempre
45 tangencia curva de
indiferenca em o, >1,

resultando em » = 7.

/

(dF/dw;)dw; + (JF/ds;)ds;, sera

1

1
)(l—wi)]dwi-’-(_—do'i—si +pis—i)d5i, (52)

F—r
(I+7)w;+(1+r

dF(wirsi):PiE[

mas como a derivada total é zero ao longo de um curva de nivel, resulta que a inclinacdo da reta tangente
a uma curva de nivel em um ponto (wj;, s;), sera

piE — o da)i+ —;+pil dSiIO
(I+Fw;+(1+7)(1-w;) (doi=si) s

—p;E T ] (53)
ﬁ _ 1+ w;j+(1+7r)(1-w;)
dw. |, 1 1
e e
)i i i

A solucdo de canto tem que ocorrer no cruzamento da hipérbole w;s; = K com a reta vertical w; =1,
resultando em

F s F_
ds; e e
dw. |[dF=0 __;_F&_ ! _1 _pi
1 (1),':1151‘:K do’,‘*K K dO,ifK K (54)
K(dn:—K s _ F_
_ Pi (0,1 ) r "+(1_n)r r .
K—-pi(dy;—K)\ 1+7s 1+7F

Como as curvas de indiferenca sdo fechadas e convexas, para que o ponto (w;,s;) = (1,K) seja
solucdo de canto é necessario e suficiente que a hipérbole apenas toque, mas nao cruze, a curva de nivel,
caso contrario existiria uma curva de nivel interior, e portanto com maior utilidade, em que estaria a
solucdo. Assim, o limite & esquerda da derivada da curva de indiferenca no ponto (wj;,s;) = (1, K) deve
ser maior (menor em valor absolto) que a inclinacdo da hipérbole dada por —K, enquanto o limite a
direita da derivada da curva de indiferenca no ponto (w;,s;) = (1, K) deve ser menor (maior em valor

36 RBE Rio de Janeito v.69n.1/p.17-51 Jan-Mar 2015



r b e A Desigualdade Pode Afetar a Eficiéncia do Sistema Financeiro?

absoluto) que —K, garantindo que o ponto (w;, s;) = (1,K) seja o tnico em que a hipérbole toca a curva
de indiferenca. Usando (54), isto pode ser expresso como

piK(do,i—K) rS—r Fp
K—pi(do,i-K) ( s +(1-n)3F > -K

(@h57)= (1K) = {e -
piK(do=K) rS-rp Fory
PR (o 4 (152 ) <K

Note que
r$—7r rf—r 1+mrf+(1-n)rf E[7] + 157
n——+(1-n) - Y
1+7s 1+7rF (1+r5)(l+rF) 1+7-(,,F+(1_T()rs

entdo segue que

piK(doi-K) 1+mrF+(1-m)rS E[F]+r5F “r)s 1
K—p;(do,;i—K) (1+r5)(1+rF)  \ 1+7rF+(1-m)rS P

(w;,sj) =(L,K) < ie

piK(do,i-K) 1+mF+(1-m0)rS [ E[7]+r5/F -
K-pi(do,;=K) (1+r5)(1+rF) \ L+mrF+(1-m)r “Th)<—
K (dy; - K F+ 15
0>_1__Pi (do,i —K) E[7]+rr .,
K-pi(dy;—K)\1+mrF+(1-m)rs P

KUy K) Ln el
K-pi(do;i—K) (1+r)(1+7rF) P b
i i — K 7 S .F
1 + pi (do,i ) ( E[F]+rr _rp)

Lo+ (- | K — pade; — K\ 1+ 1% + (1 — 7)1
TS Pifo, 1-m

pi (do,; —K)
— " (r,-1,).
K—Pi(do,i—K)(l7 ?)

— 0<

s . . 1+7rF+(1-m0)rS . s - .
O tltimo passo foi possivel porque S 0, dada a condicdo de responsabilidade limitada,

rF > —1. Finalmente, as condi¢des em (55) podem ser reescritas como

(w},5)=(1,K) = 0< A+r)+r) | pildoi=K) ( Elflrr

+ p—
L+mrf+(1-m)rs  K-pjdo; —K\1+7rf+(1—m)rs p

(56)
pi (do,i — K) (rb—r )
K= pi(dy,; —K) P
A condicdo (56) implica que _pildoi=K) > 0,ja que (r —r )> 0 por definicdo, e, portanto
¢ plica q K—pi(do;—K) »Jaq b= Tp p ¢ao, e, p )
K(1+p;) >dn:
—L>dy; >K
( . w0 pi (do,i —K) i l
wi,sl-)—(l,K) = ——FF———>0 = {ou
K -pi(do; —K) K(1+pi)
T < do’i < K
Como p; > 0, a ultima desigualdade nunca sera verdadeira, resultando:
K(1+p;
(@) s57)=(1,K) = Kd+pi) do; >K (57)
pi
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Dada a condigdo (57), dg; < K(lp—m") = K -p;(dy; —K) > 0, o que nos permite reescrever (56)

como: '

(K=pi(do,i =K)) (A +7°) (1 +77)
1+mrf+(1—m)rs
<pi(doi=K)(rp—1p)
K(1+p))(1+7%)(1+7F)—p;K(E[F] +1°rF)
1+mrf+(1-m)rs
pido,i (E[F]r*r") — pido; (14 1°) (1 +717)
* L+ (1L—m)r —pidoirp < pi (do,i = K) (ry—rp)
K(1+p)(1+7+rF+7r°rF)— p;K(E[F] + r’rF)

E[7]+ rérF
L+mrf+ (1 -1)rs

(w)57) = (1,K) = 0< +p;i(do,i —K)

— 0<

+piKry,

— 0<
1+mrf+(1-m)rs
+PiKrp_Pid0,i(1+rp)<Pi(d0,i_K)(rh_rP) (58)
K(1+7%)(1+7F)
= 0< 1+ 7rf+ (1 —m)rs +piK(1+rP)_pid0:i(1+rP)<p"(d0’i_K)(rb_rp)

K@A+7r%)(1+7)
pi (L +mrf+ (1 —m)rs)

= do,i(1+”p)< +K(l+rp)<d0yi(l+rh)—K<rb—rp)

K(1+75)(1+rF)
pi(L+rp)(L+mrF+(1-1)rS) +K< dO,i
— e
s F
do; < K(1+r5)(1+rF) e

pi (147, ) (L+mrF+(1-m)rS)
Ocorre que de dy; < K(1+p;)/p; e (58) vem:

K1 +75)(1+7F)

pi (1 + 1) (1 4+ 7trf + (1 — 10)r®) +K <dy,
e
, ' . )
b KOwp) o KOsp)  KO+r)(1sr)
3 Pi Pi pi(l+rh)(1+7U’F+(1—T()r5)
E[F]+ 15"
- 1 >

1+ 7rf+ (1 —m)rs’

indicando’ que as condicées em (58) nunca serdo satisfeitas quando o projeto for de baixo risco, ja que

para esse caso ocorrer é necessario que 1, <r, <(E[#] +7°rF)/(1 + 77" + (1 — 7t)r®). Logo, nunca ocorrera
solucdo de canto quando w? > 1, que é a mesma conclusdo a que ja haviamos chegado anteriormente de
forma mais intuitiva. Ja para projetos de risco moderado, em que w? =1, s6 ndo havera a possibilidade
de solucdo de canto se r;, = (E[7] + r*#F) /(1 + 7trF + (1 — 71)r®), e ficam valendo as condi¢bes necessarias
e suficientes para a existéncia de solucdo de canto expressas em (58), que também sdo validas para
projetos de risco alto, com 0 < a)? <ler,>r,>(E[f]+7r7)/(1+7rf + (1 - m)r’).

Note que até agora temos assumido que as condigdes em (58) sdo validas apenas se dg; < w
Contudo, como estamos tratando de uma situacdo em que a restri¢cdo investimento minimo é limita]nte,
vale a condigdo (49), dg ; < Ii()l—:)g"), que quando w? =1 equivale a dy; < w.

Lhag]

7No tltimo passo utilizou-se o fato de que (1 + rs)(l + rF) =E[F]+r5rF + (1 +7orF+ (1 - n)rs).
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“pwl) < ;Hp’) e a condigdo (49) pode ser satisfeita com :)H)p’ >dy; >
i iw; ,az

, mas neste caso ndo haveria solugdo de canto. No entanto, a condigdo dy; < K (1 + p;)/p; sera

Ja quando 0 < w <1,

K(1+p;)
Pi
redundante para 0 < w? <1 se

K(1+75(1+7) +K<K(1+pi)

p,-(1+rp) 1+mrf+ (1 —m)rs) Pi

. (1+7%)(1+7%) F1<(1+p))
(1+rp) 1+mrf+(1-m)rs)
(1+7%)(1+7%)
- L+ 7t + (1 —m)rs <pi(1+7)
E[f]+ "+ (1 + murf + (1 —m)r®)
- L+ 7t +(1—-m)rs 5p,~(1+rp)

1 E[7]+rérF 1)o1 <
— - p.
pi \1+7rf+ (1 —710)r’ -

Como 0 < p; <1, tem-se também que:

1 E[7] + rsrF E[7] + rSrF
pi\1+mrf+(1—-m)rs T+mrf+ (1 —m)rs
1 E = S F E = S..F
1 [F]+ 77 c1)e1s [7]+ 77
pi\1+mrf+ (1 —m)rs 1+ mrf+ (1 —m)rs

resultando, portanto, que para a condigdo d ; <K (1 + p;)/p; ser redundante no caso em que 0 < w? <1
é necessario que

S E[F]+rérF 1> E[7]+ rérF
“\l+mrf+ (1 -m)rs 1+mrf+ (1 —m)rs
E[F]+rérF
= 1, >
Po 1+ + (1 -m)rs

Como para 0 < a)? < 1 vale a relagdo r, > r, > (E[F]+7°rF)/(1 + ur* + (1 — m)r®), a condido

acima é sempre satisfeita. Resulta que apenas as restricoes em (58) ja representam de forma completa
as condicOes necessarias e suficientes para que exista solucdo de canto.

Nos casos em que nao ha solucao de canto, é possivel resolver a otimizacao através de uma otimizacao
com restricdo convencional. Lembrando que

flwi,si) =E[lncy ;]
= [ In{s/((1+ P+ (14 r (@) (1=
=lns; +E[In((1+7)w;+ (147 (@) (1-w;) )]
=lns; +in((1+ %) @; +(1+7 (@) (1-w;))
F(1=m)In (14w +(1+r (@) (1-w;)),
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as condicOes de primeira ordem ficam:

aL_ 1 Pi e

8_51'__d0,1_51+5_i_w1/\_0

JL } (1-m)(rf—r) (rs—r) B 5
P L Vvwors Yy o s oy ey e e I
JL

ﬁ_K_Siwl 0

A solucdo do sistema (59) leva a duas equagoes polinomiais do segundo grau, uma em w; e outra em
s;, resultando em dois valores para w; e dois outros para s;:

Solugbes __ 1

! 2(1+7)%(1+p)

X {do,i(l +r)’p+K(1+ f)[Zr—rS -4 (7’—7‘(7’F +(-1+ TC)rS)P]

+ [(1+r)2(—41<(1+p)(1<(r—rF)(r—rS) (60)
oy (1+7)(r 10+ (-1 +7()rs)p)
5\ \11/2
+(d0,i(1+r)p—K(rF+r5+(n(rF—rS)+r5)p—r(2+p))) )]] }
e
Solugdes __ 1
i 2K (r=1F)(r—r5)+ 2dg (1 + 1) (r — 7 + (=1 + 70)r9)

X {do,i(l + r)2p+K(1 +7)

2r—rS—rf + (r— it + (-1 + n)rs)p]

¥

[(1+r)2(—4K(1+p)(K(r—rF)(r—rS) (61)

+doi(1+7)(r—mrf+(-1+ n)rs)p)

12
" (do'i(l +1)p—K(r"+ 7%+ (re(rF = 1) + 1) p - r(2+P)))2)H }

Isto ocorre porque nao foi incluida a restri¢do ao crédito e, consequentemente, nao ficou garantido
que os valores obtidos para w; estivessem no dominio estabelecido em (36).
Para simplificar a notacao, faca:

A=dy;(1+7)°p+K(1+ r)[Zr—rS—rF+(r—7'(rF+(—1 +n)r5)p]
B=K(r—1)(r—=r’)+do;(1+7)(r—mrf+ (-1 +m)r)p

C=(1+ r)z( -4K(1+p)C+ (do,i(l + r)p—K(rF +r8+(n(rf =)+ %) p—r(2+ p)))z)
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SSoluc;f)es _ A+ \/E

i S 2(1+1)2(1+p)
Solugdes _ AT \/E

“i T TaC

Se hé equilibrio, apenas o menor valor de w;, e consequentemente o maior valor de s; = K/w;, estara
no dominio de f (wj,s;). A principio, a solugdo sera, portanto, a seguinte combinacdo de valores em (62):

o__ A+VB

(63)

T A+ r2(1+p)

s—_A_\/E

w:

o2C (64)

Ha um caso, contudo, em que (63) e (64) ndo representam as solucoes finais quando o investimento
minimo é limitante. Se as restri¢oes forem muito fortes, seja a restricdo ao crédito, seja a restricdo hi-
perbolica ao investimento minimo, o que significa que d,,; é muito pequeno em relagdo a K, entdo a
utilidade méaxima obtida com as restricdes sera cada vez menor, até que se torne menor que a maior

o1e . . . _ _ p
utilidade sem investimento em projeto, com «w; = 0, que ocorre, por (47), quando s; = do,irzpi- Esta

. P . " v 4\ pi - pi
utilidade minima, abaixo da qual o 6timo passa a ser o ponto (cui, s; ) = (0, dO,z Tp ) sera F (0, dO,z Tp )

que por (51) fica:
P ) _d P P
P(o,d0,11+pi)_1n(d0,, doy,1+pi)+p, 1n(d0,,1+pi)+1n(1+rp)]
:ln(do,i(l+Pi)_d0,ipi)+pi1n do,ipi (1+1)
1+Pi 1+Pi
dy; doi0i (1+p;
:ln( 0,i )+piln( 0,191( +p1))
1+p; L+p;
=lnd0,,-—1n(1+pi)+pi[1nd0’,~+lnpi(1+rp)—1n(1+pi)] (65)
=(1+pi)Indy,; = (1+p;)In(1+p;) +piInp; (1 +p;).
A solugao final é:
Pi - s
(O,do’irlpi), SEF((&); ,si+)<(1+pi)lndori
(w}‘,SI): —(1+p)In(1+p;)+pilnp;(1+p;)  (66)

A-VB  A+VB
|

) , caso contrario.
2C "2(1+1)%2(1+ p))

Esta situacdo é ilustrada na Figura 12 que mostra como, dependendo do nivel de desigualdade e da
severidade da restricdo ao investimento minimo, os agentes mais pobres podem simplesmente ndo ter
qualquer acesso a investimentos que poderiam melhorar seu bem estar. E possivel inferir que a reducéo
no volume investido tenha impactos ndo apenas na eficiéncia do sistema financeiro como também no
crescimento econdmico, chegando-se a um resultado semelhante ao de Aghion e Howitt (1998), contudo,
o modelo aqui proposto tras uma variacao ndo discutida pelos autores: elevados graus de desigualdade
e de equidade impactariam negativamente a eficiéncia.
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Figura 12. Exemplo de situacdo em que as restricoes impdem um limite tdo severo a proporcao de inves-
timento que se torna mais preferivel ndo fazer investimento algum em projeto.

\
90 \ Solugédo da otimizagdo com []
\ limitagdo ao investimento [
\ minimo e crédito ocorre em ||
80 \ uma curva de nivel abaixo da (]
curva de indiferenca que (]
70 tangencia o eixo vertical.

60

50

Excedente ao consumo

30

20

——————~ Otimo ocorre em (w, ,s,) = o,dmL
"1+ p,

10F

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Alocacao do excedente ao consumo

Resta, por fim, introduzir a restri¢cao de crédito, que pode piorar ainda mais a situacdo dos agentes
mais pobres. Se o investimento minimo ndo é limitante, o 6timo sera simplesmente:

: 1 Pi
[mln(a)o,m),dorlrpi]. (67)

Ja para o caso em que o investimento minimo é limitante, basta usar a intersecdo da hipérbole da
restricdo ao investimento minimo com a reta w; = 1/(1 — a):

W;S; =K
1 = s5; =K(1-a). (68)

w; = ——
l-«a

. ~ e ~ ey 4\ _ pi
A consideracao sobre a utilidade dessa solucdo ser menor que a utilidade em (a) S z.) = (0, do, Tlpl)

também é valida na situacdo com investimento minimo e restricdo ao crédito limitantes, e a solucdo
final fica:

(o,do,i - iipi ) se F(w™,si") < (1+p;)Indy,

(wi,si): _(1+pi)1n(1+Pi)+pilnpi(1+rp) (69)

1
(—,K(l - a)), caso contrario.
1-«a

5. SIMILA(;AO NUMERICA DO EQUILiBRIO

Dada a complexidade da solugao do modelo descrito, suas implicacdes foram analisadas através do
célculo numérico do equilibrio para o conjunto de parametros descritos na Tabela 1. A escolha dos pro-
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Tabela 1. Pardmetros usados nas simulacdes numéricas.

Parametro Valores simulados

Projeto 1: r5=22%,rF =-19%en=61%
Projeto 2: 75=48%,rF =-28% e =62%
Projeto 3: 1°=65%, 1" =-5% e =35%

Projeto disponivel na economia

Restri¢do ao investimento minimo como propor- 2 [ e 1
¢do da riqueza total no periodo inicial (K/Dj) 10.000° 1.000° 100 10
Taxa de desconto da utilidade do consumo fu- 0,25; 0,50 e 0,75
turo (p)

Desigualdade () 1,2,3,4e5

jetos foi orientada por valores tipicos de retorno esperado e desvio padrao de bolsas de paises desenvol-
vidos (Projeto 1) e emergentes (Projeto 2). O Projeto 3 tem retorno esperado e desvio padrédo tipicos de
paises emergentes, mas incorpora uma assimetria maior em diregdo a retornos positivos.

Em simulag¢des prospectivas observou-se que nem sempre existe o equilibrio. A combinacao de nivel
de desigualdade e restricao ao investimento minimo pode gerar situagdoes em que simplesmente nao
ha empréstimos nem depositos. Por exemplo, se o investimento minimo for muito alto, o projeto pode
nao ser acessivel ou desejavel nesta escala para a maioria da populacéo. Se nao houver investimento no
projeto, ndo havera tomada de crédito e os bancos ficam sem funcdo (no modelo ndo ha empréstimo
entre agentes simplesmente para ajustar suas preferéncias intertemporais de consumo e poupanca). Por
outro lado, se a desigualdade for muito baixa e o investimento minimo ndo impuser um limite muito
alto, os agentes ndo precisam do sistema financeiro para investir. Novamente o banco fica sem func¢do
e nao ha equilibrio. A escolha da restricdo ao investimento minimo buscou usar valores de modo que
houvesse o maior nimero possivel de situacoes em que existe o equilibrio.

Os valores escolhidos para p simplesmente buscam uma cobertura razoavel para o intervalo entre 0
e 1. Como as simulagdes sdo computacionalmente muito custosas, decidiu-se utilizar apenas trés valores
em todas as combinagoes possiveis.

Analogamente, a escolha de p buscou uma cobertura razoavel dos valores de indice de Gini encon-
trados em economias reais, conforme a equagao (8). Até o valor 5, a relagdo entre o indice de Gini e y
apresenta pouca ndo-linearidade, como mostrado na Tabela 2.

Para cada valor de y foi necessério usar um valor correspondente do pardmetro de escala A, con-
forme a relacdo (6), de modo que a riqueza total da economia ndo mudasse de uma simulacdo » para

Tabela 2. Valores de y usados, indices de Gini correspondentes e economias reais cujos indices de Gini
aproximam-se dos utilizados na simulacdo. Fonte: United Nations (2009).

indice de Gini Exemplo de paises com
y Correspondente indice de Gini proximo
1 16,40% Menor que Dinamarca
2 31,30% Canada, Eslovénia, Paquistao
3 43,81% Nigéria, Hong Kong, Filipinas
4 53,73% Brasil, Equador, Paraguai
5 61,36% Botswana, Haiti
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outra simulacdao m, provocando distorcoes. Assim, definiu-se:

Yn—1
o1 el "
m =A, = Ay =—— (70)
Vi Vi erm—1
yﬂ’l

Como A para y = 1 foi arbitrariamente definido com o valor de 10, os demais valores foram: 5,39
para y = 2;2,70 para y = 3; 1,28 para y =4 e 0,58 para y = 5.38.

As distribuicoes de dotacao inicial ficaram como mostradas na Figura 14, e as curvas de Lorentz
correspondentes estdo na Figura 13.

Na simulacdo foram calculadas matrizes de decisdes 6timas contendo pares de escolhas (w;‘, sf) para
toda a populagdo que foi discretizada em intervalos de valor 0,001. Como o 6timo depende dos valores
de pr e br, as matrizes de decisdo 6tima foram calculadas para todas as combinac¢des possiveis de taxas
r, e 1y, selecionadas em intervalos de 0,1%, que atendessem as condigdes (13), (32) e (43). Dado o vetor
de decisbes otimas, foram calculadas aproximagoes numeéricas, para cada combinagdo de r, e r;, dos

valores:
2 ! (1 3 w*)s* di a diferenca entre a quantidade demandada e a
0 i)°i quantidade ofertada de recursos;
1 (! o] % qs a média dos valores absolutos das quantidades de-
b) = | [1-wi|s;di
2 Jo mandadas e ofertadas;
1
0 f (1 - w;)s;r ( a)f) di medida relacionada com o lucro do banco.
0

1 e\ % g .
Para cada valor de r,, buscou-se o valor de r; para o qual fo (1 - w; )s ;di =0 ouintervalo de valores

de r, em que fol ( 1- a);)sjdi muda de sinal. Neste ultimo caso, o valor de r;, que faz jol (1 - “’1)51 di=0

Figura 13. Curvas de Lorentz para os valores de y simulados.

l T T T T T T T T T
y=1 7t
09F| - _ _ ., _ /1A
y=2 ///"
o8t y=3 S
y=4 ;]
E - . =5 / u
5 0.7 Y , -
© / ./.
3 06’ / ‘/ K L] -
g s
2 Y
< 0.5 y a i
o AR
s /
S 0.4} e i
e .
: o
2 L - - i
o 0.3 s » .
// _ ) .
0.2} - ot 8
01f T T y
0 1-//n:.:' PR : ! ! ! !

| |
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Propor¢éo da populacéo
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Figura 14. Distribuicdo da dotacdo inicial para os valores de y simulados.

90 ‘
—y=1

80[ |~ — —y=2 1
——y=3

701 y:4 . 7
. y:5

60} B

50t R

40

Dotagéo inicial

30

20

10

o QU S IO .\ L L ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
indice da populagéo

foiinterpolado linearmente. Assim, para este par de valores r, e r;, ha o equilibrio entre oferta e demanda

1! "
€3 J() ‘1 —w;
. 1 Notr () di
sultando num lucro proporcional a JO (1 - w; )sir(wi) i.

Dessa forma, foram gerados varios pares de valores 7, e r, (sendo o valor de r;, o resultado de uma
interpolacdo) que correspondem ao equilibrio entre oferta e demanda. O equilibrio final é representado
pelo par que além de equilibrar oferta e demanda resulta no maior lucro para o banco. Assim, no equili-
brio, as duas condicdes (29) e (31) sdo satisfeitas.

0 algoritmo de calculo da matriz de escolhas 6timas seguiu a seguinte estrutura:

s; di corresponde ao volume de recursos que é transacionado no sistema financeiro, re-

1) Calcula wq de acordo com (48);
2) Calcula a de acordo com (15);

3) Testa se o investimento minimo é limitante usando (49):

A) Se ndo for, atribui o par (w;’,s:) conforme (67): s; vem de (47) e w; é o menor entre w € a
propor¢do maxima de concessdo de crédito, 1/(1 — a);

B) Se o investimento minimo for limitante, o algoritmo testa se é o caso de uma solucdo de
canto usando (58):

~ ~ C .. #,provisorio _,provisorio
a) Se for uma solugdo de canto, usa a solucao provisoria (a) ; P ,S; P ) =(1,K);

b) Se ndo for uma solucdo de canto, usa os valores em (63) e (64) como solucdo provisoria;
) Testa se o crédito é limitante para as solu¢des provisérias com restricao ao investimento
minimo também limitante:
I) Se for, muda a solucdo proviséria para a intersecdo entre a hipérbole de restricao
de investimento minimo e a reta de restri¢do de crédito, conforme (68);
II) Se ndo for, testa se a utilidade das solugdes provisérias é maior ou menor que a
utilidade em (0, doi %) dada por (65):
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i) Se for maior, usa as solucdes provisérias como finais;
ii) Se ndo for, usa ( 0,dqy i%) como solugdo final.
’ i

6. ANALISE DOS RESULTADOS

Os resultados obtidos com as simulagdes sao apresentados nas Figuras 15 a 20. Cada figura mostra
os valores de spread e volume transacionado via bancos para todas as combinacoes de projeto, restricao
de investimento minimo como proporgéo da riqueza total (K/Dy), p e y apresentados na Tabela 1. Na
analise dos resultados é possivel observar dois efeitos mais importantes em atuacdo: (a) a possibilidade
dos agentes econdmicos investirem no projeto sem a utilizacdo do sistema financeiro; (b) a diminuicao
do acesso dos agentes econdmicos a empréstimos. Ambos os efeitos resultam em menores volumes
transacionados, impedindo os bancos de aproveitar economias de escala em sua operacao, o que por sua
vez leva a cobranca de maiores spreads. A importancia relativa destes efeitos, contudo, é influenciada de
maneira diferente pelos pardmetros. Enquanto o primeiro efeito é favorecido por menor desigualdade e
por investimento minimo menos restritivo, o segundo efeito é potencializado por maior desigualdade e
maiores restrigoes.

Nas Figuras 15 a 18 é possivel observar o caso em que o investimento minimo é menor, o que favorece
o efeito (a). Nos menores niveis de desigualdade o volume é menor e os spreads maiores, ou seja, o
sistema financeiro é menos eficiente, e aumentos marginais na desigualdade s6 melhoram a eficiéncia.
A medida que a desigualdade torna-se bem maior, contudo, o efeito (b) comeca a dominar e a eficiéncia
do sistema financeiro novamente reduz-se. Nestas condi¢des ha um nivel “6timo” de desigualdade que
maximiza a eficiéncia do sistema financeiro. Note que em algumas situagoes extremas (liquidez muito
baixa ou muito alta, restricdes muito brandas ou muito severas) pode simplesmente ndo existir equilibrio
e nada ser transacionado via sistema financeiro (volume igual a zero).

E curioso notar como quando o investimento tem maior assimetria para retornos positivos (Projeto 3),
considerando esse nivel de restri¢cdo ao investimento minimo (K/Dy = 1/1.000), a impaciéncia no
consumo dos agentes torna-se relevante na definicao dos spreads. Mesmo com a queda no volume, nas
situagdes em que os investidores ddo mais peso ao consumo futuro (p = 0,5 e principalmente p =
0,75) os bancos conseguem cobrar spreads maiores porque os agentes estdo dispostos a pagar mais
pela oportunidade de investir e participar dos retornos do projeto. Apenas quando os agentes sdo mais
impacientes (p = 0,25) é que a hd uma relagdo inversa entre spreads e volume.

Nas Figuras 19 e 20, a maior restricdo no investimento minimo potencializa o efeito (b) e ameniza o
efeito (a): em situacdes de maior desigualdade a restricdo ao investimento minimo dificulta ainda mais o
acesso aos agentes mais pobres, e quando a desigualdade é menor, a restricdo ao investimento minimo
impede que mais agentes realizem o projeto sem acessar o sistema financeiro. Resulta que aumentos
marginais na desigualdade reduzem o volume transacionado no sistema financeiro ja a partir das situa-
¢des menos desiguais.

A maior contribuicdo deste modelo é demonstrar a viabilidade teérica de canais através dos quais a
eficiéncia do sistema financeiro seja afetada pela desigualdade. Novas pesquisas podem tanto estudar e
verificar empiricamente o funcionamento de tais canais como elaborar o modelo aqui proposto de modo
que possa ser calibrado para estudar economias reais. Com um modelo mais realista, é possivel tentar
estimar empiricamente os pardmetros do modelo e o peso da desigualdade e da pobreza nas ineficiéncias
do sistema financeiro.
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Figura 15. Projeto 1, K/Dy = 2/10.000

Spread Volume x 1.000
Y p=025 p =050 p=0,75 Yy p=025 p=050 p=0,75
1 0,044785 0,000000 0,058000 1 0,227816 0,000000 0,000000
2 0,035725 0,049876 0,000000 2 0,310289 0,152771 0,000000
3 0,018696 0,029255 0,037786 3 0,305214 0,239458 0,196470
4 0,016965 0,017751 0,017995 4 0,293261 0,256767 0,229672
5 0,024555 0,028011 0,031240 5 0,278830 0,271049 0,267218
P P
0.06 |- —e— =025 |]
—— =050 N
—A—p=075
0.04 N |
0.02 . a
0
1 2 3 4 5 7 1 2 3 4 5 7
Figura 16. Projeto 2, K/Dgy = 2/10.000
Spread Volume x 1.000
Yy p=025 p =050 p=0,75 Yy p=025 p =0,50 p=0,75
1 0,143897 0,189000 0,189000 1 0,166267 0,000000 0,000000
2 0,114255 0,168115 0,098366 2 0,279256 0,122527 0,081305
3 0,062021 0,091116 0,115766 3  0,289798 0,224075 0,181662
4 0,052968 0,054805 0,055886 4 0,277934 0,244615 0,222266
5 0,188233 0,188293 0,188331 5 0,329759 0,309518 0,296860
P P
0.2 |- s
0.15 1
0.1} s
0.05 B
0 | | |

Y
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Figura 17. Projeto 3, K/Dy = 2/10.000

Spread Volume x 1.000
Yy p=025 p=050 p=0,75 Yy p=025 p=050 p=0,75
1 0,087712 0,193000 0,193000 1 0,206757 0,000000 0,000000
2 0,144920 0,098018 0,075666 2 0,286778 0,142931 0,077360
3 0,190727 0,159379 0,140213 3 0,283410 0,224489 0,185840
4 0,174912 0,183949 0,191637 4 0,256665 0,233484 0,217627
5 0,165478 0,168705 0,171025 5 0,223620 0,216135 0,210969
p p
0.2 8 y
0.15 8
0.1 N
0.05 - —0—p=025
—m— =050
—A—p=075
0 | | | I I
1 2 3 4 5 7 1 2 3 4 5 7
Figura 18. Projeto 1, K/Dy = 1/1.000
Spread Volume x 1.000
Yy p=025 p =050 p=0,75 Yy p=025 p =0,50 p =0,75
1 0,000000 0,026324 0,064653 1 0,000000 3,101576 3,233333
2 0,000000 0,010148 0,015551 2 0,000000 2,462914 2,425629
3 0,017097 0,038560 0,041024 3  2,160271 2,488032 2,437784
4 0,056500 0,056532 0,056546 4 2305112 2,245911 2,197369
5 0,056705 0,056709 0,056713 5 1,885264 1,864882 1,845707
p p
0.06 |- N
0.04
0.02 -
0
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Figura 19. Projeto 2, K/Dy = 1/1.000

Spread Volume x 1.000
Yy p=025 p=050 p=0,75 Yy p=025 p=050 p=0,75
1 0,000000 0,026324 0,064653 1 0,000000 3,001314 3,103623
2 0,000000 0,035668 0,050864 2 0,000000 2,386206 2,364412
3 0,188212 0,188343 0,188376 3 2,742271 2,608069 2,506811
4 0,188581 0,188600 0,188610 4 2,171954 2,115444 2,075711
5 0188773 0,188714 0,188716 5 1,798728 1,767357 1,755658
p p
0.2} |
0.15 -
0.1
0.05 | |
0 é ® \ 4
1 2 3 4 5 7 1 2 3 4 5 7
Figura 20. Projeto 3, K/Dy = 1/1.000
Spread Volume x 1.000
Yy p=025 p =050 p=0,75 Yy p=025 p =0,50 p=0,75
1 0,109963 0,167752 0,181904 1 2,395488 3,016930 3,108458
2 0,133778 0,174316 0,184648 2 2,057582 2,370570 2,309765
3 0,150679 0,167766 0,169529 3  1,728334 1,816222 1,777431
4 0,159451 0,162353 0,162096 4 1431682 1,438617 1,430382
5 0,160183 0,159869 0,158715 5 1,179541 1,181305 1,183166
p p
0.2 B I I
3 - -
0.15}| |
2 - -
0.1+ s
0.05| L |
0 | | | 0 | | | | |
1 2 3 4 5 7 1 2 3 4 5 7
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A. APENDICE: CARACTERIZAGCAO DO PARAMETRO DE DESIGUALDADE 14

A partir da Figura 1, intuitivamente, havera igualdade se a riqueza de um quantil z da populacao
corresponder exatamente a z x 100 % da riqueza total, o que é representado pela reta. Para qualquer
distribuicdo ndo uniforme da riqueza, z x 100 % da populacdo mais pobre sempre tera uma propor¢ao

menor que zx 100 % dariqueza, ja que o excedente estara com a populacdo mais rica. Matematicamente,

o = , . . .2 dDg; d .
da continuidade de dy ;, D ;<, é continua e diferenciavel em z, de modo que % = 1302 , ou seja, a

derivada de D ;, também é monoténica ndo decrescente. Se a riqueza for distribuida uniformemente,
dEO,fSZ

do’,‘ = DO B 1

=1,Yz € [0,1], e obtém-se a reta da Figura 1. Numa distribuicdo de riqueza

dEO,iSZ
dz

abaixo da reta e assim permanecera até que z = D ;, = 1, caso contrario D ;., cruzaria a reta num

desigual, para z suficientemente proximo de 0, dy, < Dy e < 1, e, portanto, Boyigz estara

dBO,iSZ dDO,iSz
ponto z <1 em que — = I

acruzar aretae l_)(),igz seria diferente de 1, o que é uma contradigao.
O indice de Gini sera entao:

1 leyz_l
Gini:l—ZJ. Do,iSZdzzl—ZJ dz
0 0o ¢

7 -1
1 2 [er-1 1 1
-1]=1- “1]=1-2(=-
0 er—1\ y y eV-1

>1 e como € monotoénica ndo decrescente, D ;<, nunca retornaria

Y

2 (eVZ

para todo y > 0.

2
Da expansdo em série da fungdo exponencial, se ¥ > 0 entdo e’?>1+ % + yT e também e77/? <

-1
(1+Z+7—2)
i B
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Juntando ambos os resultados obtém-se:

2 2,3
1 16 +12y +4y“+
e%—67%>1+z+7/—— > :’)/ 7/ 7/ 2)/ >»)/'
2 4 1+%+VT 16+8y+4y
De /2 —¢77/? vem:
- 1 Y y? 2 1
eV —2+eV>y? = (e +eV)>—+1 = cosh(y)-1>"— = —+————_>0.
4 2( ) 2 ) 2 2 1-cosh(y)
Como dg)i/ni = 7—22 + #sh(y) > 0 para todo y > 0, o indice de Gini é uma fungdo estritamente

crescente de , de modo que quanto maior y, maior a desigualdade.
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