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Os trabalhos de Markowitz e Sharpe formaram as bases da cha-
mada Moderna Teoria do Portfolio. Com o passar dos anos, 0s
trabalhos desses autores foram revisados e medidas alternativas
para formacao de carteiras foram propostas. Diante disso, ha
necessidade de avaliar quais as diferengas entre tais medidas. Se-
gundo Roman e Mitra, esse problema constitui uma nova fase de
estudos, denominada de Teoria do Portfolio Pés-Moderna. Neste
artigo, o objetivo ¢ comparar os modelos de otimizagdo com a
utilizagdo das medidas de risco desvio padrdo (DP), momento
parcial inferior (LPM) e valor em risco condicional (CVaR), para
o estudo de suas diferentes formas de alocagdes em carteiras de
acdes negociadas na BM&FBovespa. A realizacao do artigo foi
dividida em duas etapas: na primeira, houve a sele¢do das medidas
de risco e a defini¢do do periodo de andlise; na segunda, houve a
divisdo dos ativos de acordo com a forma da distribuigao de proba-
bilidade dos retornos, um grupo composto por agdes com retornos
normalmente distribuidos e outro grupo por agdes com retornos
que ndo possuem distribui¢ao normal. Quanto as medidas de risco,
os testes apresentaram caracteristicas similares entre os modelos;
em relagdo aos retornos, os modelos que minimizaram o LPM ¢ o
CVaR demonstraram resultados superiores em comparagao ao DP.
Esses resultados sao relevantes porque pdem em contraposi¢ao os
trabalhos que defendem nao existir diferengas significativas entre
os modelos.
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1. INTRODUGAO

O artigo pioneiro de Markowitz (1952) provocou uma mudanga radical na
forma de analisar o problema da formagao de portfolios (grupos ou carteiras) de
ativos financeiros. Diversos direcionamentos formados na teoria, conjuntamente
explorados por outros pesquisadores classicos como Sharpe (1964) e Lintner
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(1965), provocaram dtvidas, discussdes e questionamentos,
tendo como produto uma gama de livros e artigos que formaram
a Moderna Teoria do Portfolio.

Nas tltimas décadas, autores como Rom e Ferguson (1994),
Grootveld e Hallerbach (1999) e Roman e Mitra (2009) argu-
mentam que essa teoria esta em fase de transi¢éo para a chamada
Teoria do Portfolio Pos-Moderna (Post Modern Portfolio The-
ory). Segundo esses autores, o desenvolvimento de novas formas
de otimizar carteiras de investimentos viabilizadas pela grande
capacidade computacional traz novos dilemas e questdes para os
gestores de carteiras. Kato (2004) cita a necessidade de estudar
métodos para comparar os resultados de cada uma das medidas.

O presente artigo ¢ uma extensdo dos trabalhos de Aratjo,
Montini e Securato (2010) e Araujo e Montini (2011). No
primeiro, os autores comparam as medidas de risco desvio
padrdo e semivariancia na otimizagdo de carteiras de agdes e
recomendam a comparagdo dessas medidas quando aumenta
o numero de ativos na carteira. No segundo estudo, Aratijo ¢
Montini (2011) analisam trés medidas: desvio padrdo, momento
parcial inferior de ordem 2 (Lower Partial Moment [LPM] ou
semivariancia) e o valor em risco condicional (Conditional
Value-at-Risk [CVaR]). Os autores recomendam avaliar as
diferencas quanto a forma de distribuicdo de probabilidade
dos retornos das agdes e ao impacto do grau de assimetria na
formagdo de carteiras.

Diante das recomendagdes citadas, no presente artigo o ob-
jetivo € investigar as alocag¢des de investimentos em agdes com
uso de diferentes métricas de minimizagao de riscos (desvio
padrao, momento parcial inferior de ordem 2 [LPM] e valor
em risco condicional [CVaR]), buscando responder a seguinte
questdo de pesquisa:

* Quais as caracteristicas das carteiras de agdes quando sdo
utilizadas diferentes métricas de mensuragdo de riscos,
considerando normalidade e auséncia de normalidade na
distribui¢@o de probabilidade dos retornos das agdes?

O foco das analises foi verificar se os portfolios apresentam
caracteristicas de riscos e retornos diferenciadas. Para essa tare-
fa, empregam-se as seguintes métricas de risco: desvio padrdo
(Markowitz, 1952); LPM, utilizando a medida de semivariancia
proposta em Estrada (2008); e CVaR, proposta por Rockafellar
e Uryasev (2000). As medidas foram selecionadas com base no
estudo de Roman e Mitra (2009), que apresentam, para pesquisas
futuras, a importancia do foco nas medidas de risco baseadas
no lado inferior da distribui¢do dos retornos (downside risk),
como semivariancia € CVaR. De acordo com esses autores,
essas métricas sdo os pilares da teoria do portfolio pés-moderna.

Jarrow e Zhao (2006) ainda citam mais trés justificativas
para a crescente atencdo as medidas de downside risk. A pri-
meira diz respeito aos debates correntes por causa das nume-
rosas catastrofes financeiras e aos acordos da Basileia. Nessas
discussoes, mensuragdes de downside risk, como o valor em
risco (Value at Risk [VaR]), t€ém importancia consideravel. A

segunda relaciona-se com as utilizagdes mais frequentes de
derivativos na gestdo de portfolios, que alteram a distribuigdo
de probabilidade da carteira, passando de simétrica para assi-
métrica. Por ultimo, em momentos de desaceleragdo do mer-
cado de capitais, a utilizagdo de ativos de renda fixa ¢ crucial.
Contudo, nesses produtos, verifica-se a existéncia de caudas
pesadas nas distribui¢des de probabilidade, o que dificulta a
analise por média-variancia.

O préximo topico ¢ dedicado a revisao bibliografica, em que
sdo abordadas questdes sobre medidas de risco, avaliagdo das
métricas e conceituagdo das medidas comparadas no trabalho.
Posteriormente, detalham-se os métodos para a obtengao dos
objetivos, descrevem-se as analises e resultados e apresentam-
-se as consideragdes finais.

2. REFERENCIAL TEORICO

O tema risco tem bastante impacto na literatura da arca
financeira. Um dos principais trabalhos nessa linha ¢ Against
the gods: the remarkable story of risk, o best seller de Peter
L. Bernstein (1996). Outros pesquisadores publicaram artigos
de importancia significativa para o desenvolvimento do tema,
como Nawrocki (1999) que realizou uma revisao bibliografica
para descrever o desenvolvimento das mensuragdes do chama-
do downside risk, e Roman e Mitra (2009), que escreveram um
breve historico das medidas de risco.

No Brasil, existem trabalhos como o elaborado por Saito,
Savoia e Fama (2006) que descrevem a evolugdo da fungdo
financeira, desde os primeiros artigos de Markowitz (1952),
Tobin (1958) e Sharpe (1964), até a ascensdo das finangas
comportamentais no célebre trabalho de Kahneman e Tversky
(1979). Outro autor, Kato (2004), adiciona a literatura uma bre-
ve revisao a respeito do desenvolvimento das medidas de risco.

Segundo Kato (2004), a chamada teoria do risco teve origem
no estudo de Tetens (1789), em que o autor realizou diversas
analises e discussdes a respeito de dados relacionados a anuida-
des e direitos de pensao; algumas delas utilizavam como medida
a média e o desvio padrdo. Kato (2004) também cita Keynes
(1937), ao descrever sobre o risco ser medido a partir dos des-
vios em relag@o a um retorno médio, devendo um prémio pelo
risco ser atribuido aos investimentos nos ativos representados
com altas dispersdes. Outros autores, como Domar ¢ Musgrave
(1944), definem o risco como possibilidades de perdas, dado
que estaria associado a probabilidade de a taxa de retorno ser
menor do que zero.

Como se percebe, os diversos autores associam termos
como variagao, dispersdo, perda e incerteza ao risco. Entretanto,
o conhecimento de como representar esse risco de forma que
seja possivel ordena-lo ¢é alvo de discussdes entre pesquisado-
res. Segundo Kato (2004), ndo existe consenso entre os autores
sobre uma medida de risco financeiro.

Kato (2004), Alexander (2008) e Roman e Mitra (2009)
citam duas categorias para mensura¢do do risco financeiro
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na otimizagdo de portfolios. A primeira ¢ caracterizada pelas
medidas que consideram a dispersdo em relagdo a um retorno-
-alvo e podem somente assumir valores positivos; nesse caso,
a categoria ¢ dividida em dois grupos: medidas simétricas e
assimétricas. A segunda categoria é formada pelas medidas de
risco baseadas em quantis.

Na primeira categoria, o grupo das medidas simétricas é
representado pela variancia (ou desvio padrdo) e pelo desvio
médio absoluto. Como retorno-alvo utiliza-se o valor espera-
do. Nesse caso, os riscos sdo considerados como dispersdes
acima ou abaixo das expectativas. No segundo grupo, o risco
¢ mensurado somente em relagdo aos desvios abaixo do retorno-
-alvo (downside risk), podendo ser o valor esperado ou algum
benchmarking. Os principais representantes do grupo sdo a
semivariancia ¢ o conjunto de medidas baseadas no momento
parcial inferior da distribuicdo de probabilidade dos retornos
(Lower Partial Moment [LPM]).

A segunda categoria ¢ formada pelas medidas de risco ba-
seadas em quantis (percentis). Nesse campo, sdo classificadas
as medidas Value-at-Risk (VaR) e Conditional Value-at-Risk
(CVaR). A dimensao ¢ caracterizada pelo foco no chamado tail
risk measures, ou seja, o objetivo ¢ estimar o risco a partir da
area da cauda esquerda da distribuicdo de probabilidade dos
retornos do ativo, dado certo nivel de confianga (1%, 5% ou
10%). De acordo com Alexander (2008), o estudo da cauda es-
querda ¢ muito importante para explicar as perdas de um ativo.

2.1. Avaliagao das medidas de risco

Roman ¢ Mitra (2009) utilizaram algumas propriedades
matematicas das medidas de risco para verificar conceitual-
mente a consisténcia de cada uma delas; os conceitos norte-
adores foram os de dominancia estocastica (DE) e coeréncia.
Essas propriedades foram discutidas por autores como Hadar
e Russell (1969), Aharony e Loeb (1977), Artzner, Delbaen,
Eber e Heath (1999), Clemen e Reilly (2001) e Kato (2004), o
que mostra a relevancia do tema.

Roman e Mitra (2009) conceituam dominancia estocas-
tica como um processo realizado para classificar variaveis
aleatdrias abaixo de suposi¢des gerais do comportamento
econdmico modelado pela funcdo utilidade. As principais
regras sdo as seguintes: dominancia estocastica de primeira
ordem (First-degree Stochastic Dominance [FSD]) e dominan-
cia estocastica de segunda ordem (Second-degree Stochastic
Dominance [SSD]).

Considerem-se F(x) e G(x) fun¢des de probabilidade acu-
muladas nas carteiras F' e GG, em que X ¢ uma variavel aleatoria
que representa os retornos. As dominancias estocasticas de
primeira e segunda ordens foram definidas por Hadar e Russell
(1969) e Aharony e Loeb (1977) como:

* 0 portfolio F possui FSD em relagdo a G se F(X) < G(X);
* o portfolio F possui SSD em relagdo a G se f"_m [G(x)— F(x)
dt>0.

No caso de selegao de carteiras de ativos, F'sera eficiente em
relagdo a carteira G, se F tiver um retorno esperado maior do
que G e F'tiver variancia menor do que a de G. Essa proposicao
¢ apresentada na expressdo [1]. Essa relagdo ¢ caracterizada
exatamente pela dominancia estocastica de segunda ordem.

E(X)> E X) e Var(X) < Var (X) [1]

O segundo conceito norteador relacionado as proprieda-
des matematicas das medidas de risco ¢ a coeréncia. Segundo
Rockafellar e Uryasev (2000), o trabalho de Artzner ef al.
(1999) ¢ a principal referéncia sobre os axiomas (propriedades)
de uma medida de risco coerente.

Sejam X e Y dois ativos, uma medida de risco p é chamada
de medida de risco coerente quando satisfaz os axiomas de
coeréncia enunciados a seguir.

Axioma 1 (subaditividade) — para todos os X ¢ ¥, p(X + ¥)
< p(X) + p(Y). Esta propriedade ocorre pela diversificagao,
isto €, o risco de dois ativos combinados ndo deve ser maior
do que os riscos individuais.

Axioma 2 (homogeneidade positiva) — para todo X e 4 > 0,
p(AX) = Ap(X). O risco de uma variavel aleatoria (como a
taxa de retorno em porcentagem) multiplicada por um escalar
(como algum valor monetario) deve ser o mesmo que multi-
plicar o escalar pelo risco individual da variavel aleatoria.

Axioma 3 (monotonicidade) — para todos os X e Y tais que X
<Y, p(X) <p(Y). Caso um ativo X sempre apresente retornos
menores em relagdo a outro ativo ¥, esse ativo X deve possuir
risco menor em relagdo ao Y.

Axioma 4 (invariancia a transla¢do) — para todo X e a € R,
pX+ ory) = p(X) — a. Adicionar a quantia inicial um valor a
e investir no ativo livre de risco (sendo "= 1) torna o risco da
carteira ainda menor. Isso ocorre pelo fato de as propriedades
do ativo livre de risco ndo possuirem risco. Mediante as di-
versas medidas de risco existentes na otimizagao de carteiras,
Roman e Mitra (2009) apresentam as principais propriedades
atendidas por essas mensuragdes, como apresentado na Figura
1. Como se percebe nessa figura, somente o CVaR atende as
trés caracteristicas principais de uma medida de risco, con-
forme demonstraram Roman e Mitra (2009). Tanto o VaR
quanto a familia LPM apresentam problemas de coeréncia, e
o desvio padrdo ndo apresenta dominancia estocastica.

2.2. Otimizacao de carteiras pelo desvio padréo (DP)

O foco da analise de carteiras esta na estimagdo de riscos
e retornos de ativos a partir da descrigdo de suas distribuigdes
de probabilidades. Um dos métodos mais conhecidos ¢ o mo-
delo média-variancia (Varian, 2006), proposto por Markowitz
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Dominancia Estocastica

Dominancia Estocastica

Medida de Risco de Primeira Ordem
Desvio padrao Né&o
Desvio médio absoluto N&o
LPM Sim
VaR Sim
CVaR Sim

de Segunda Ordem Cestneid
Nao Sim*
Nao Sim*
Sim N&o
N&o Né&o
Sim Sim

Nota: *Coerentes, ao supor-se distribuigdo normal.
Fonte: Adaptado de Roman e Mitra (2009, p. 83).

Figura 1: Propriedades das Medidas de Risco

(1952). Luenberger (1998) discute de forma minuciosa os
aspectos desse modelo, desde a estimag@o dos retornos até a
otimizacdo de carteiras, utilizando a variancia como medida
de risco. No que tange a estimagdo do retorno da carteira,
considerou-se a equagdo [2].

E(r)= Z w.E(r) [2]
=1

em que £(r,) € o retorno esperado da carteira; £(r,) € o retorno
esperado do ativo i; w, € o percentual do valor total investido
no ativo 7.

A variancia pode ser estimada a partir da dispersdo dos
resultados das a¢des em relagdo a seus retornos médios, como
¢ apresentado na equacao [3].

n

2 —
o. = Z o WW; [3]

ji=1

em que w, € o percentual do valor investido no ativo i; ag ¢a
variancia da carteira; o; ¢ a covariancia entre ativos i e j.

A construcdo e a administragdo de carteiras de acdes
baseiam-se na busca de altos retornos e baixos niveis de risco;
esse esforco pode ser chamado de problema de portfolio ou,
segundo Luenberger (1998), o problema de Markowitz.

A construgao do portfolio sugerido por Markowitz tornou-se
possivel por meio de programacdo quadratica, com a qual se
buscou otimizar o modelo exibido na equagao [4] (Cassarotto
Filho & Kopittke, 1998; Luenberger, 1998; Costa & Assuncao,

2005).

n
Min Z oWW, [4]
MM
=
sujeito as restricdes

Essa otimizacdo, que sera denominada de modelo M. 1, im-
plica a minimizagdo do risco dado um nivel de retorno desejado,
devendo os percentuais alocados obterem somatorio igual a 1.

2.3. Otimizagao pelo momento parcial inferior

O modelo proposto por Estrada (2008) torna-se importante
pelo conjunto de trabalhos que utilizou a heuristica para estimar
o chamado downside beta; o proprio autor faz uma sequéncia
de artigos nos anos de 2002, 2006 ¢ 2007 (Estrada, 2002; 2006;
2007) utilizando a simplificacdo; somente em 2008 discute
especificamente a técnica de otimizagdo (Estrada, 2008). No
Brasil, encontram-se os trabalhos de Lucena e Motta (2004),
Lucena e Figueiredo (2008) ¢ Fortunato, Motta ¢ Russo (2010),
que também utilizaram a heuristica, porém ndo compararam
essa medida de risco com outras.

Segundo a divisdo citada por Nawrocki e Cumova (2010),
na solugao proposta por Estrada (2008) o objetivo ¢ transformar
amatriz assimétrica em simétrica; a principal justificativa desse
tipo de solugdo seria a chamada endogeneidade dos algoritmos
heuristicos. Em outras palavras, muitas vezes o investidor ne-
cessita conhecer o grau de associagdo entre os ativos, mas as
proposi¢des baseadas em heuristicas desconsideram essas in-
formagdes. A matriz assimétrica é apresentada na expressao [5]:

Ry
CSV, =17 ) (R~ R) Min(®R,~R, 0] 18]
=

em que R, € o retorno do ativo i; R fé o retorno do ativo livre
de risco; e T, o tamanho da amostra.
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Pela equacdo [5], percebe-se que a matriz ¢ assimétrica
(cs Vij #CS Vﬁ), uma vez que os elementos da diagonal supe-
rior sdo diferentes daqueles da diagonal inferior; isso ocorre
porque o termo (R, — R /) ¢ multiplicado por Min(Rj -R, 0). A
partir disso, Estrada (2008) propds a formulagao apresentada
na equacao [6]:

R
Csv, = 1/TZ [min(R,~ R) Min(R,~R, 0)]  [6]
=1

Por meio da modificagdo proposta por Estrada (2008), os
problemas da assimetria e da matriz endogena foram resolvi-
dos; a partir disso, torna-se possivel a otimiza¢do conforme os
direcionamentos de Markowitz. Pesquisadores como Nawrocki
(1999) e Sing e Ong (2000) tratam a semivariancia sob a otica
da familia LPM. No caso discreto, o modelo pode ser repre-
sentado pela expressdo [7]:

LPM, (X) = E(min(X~ 7, 0)})¢ ol

em que X = R, € o retorno do ativo #; 7 € o retorno minimo
aceitavel; k£ ¢ a ordem do modelo (grau de aversio ao risco).

Andrade (2006) e Alexander (2008) citam algumas ordens
especificas: LPM,  como primeira ordem; LPM, , chamado de
segunda ordem; LPM,  chamado de semiassimetria; e LPM,
como semicurtose. Diante da relagdo entre os conceitos da
semivariancia ¢ do LPM, neste artigo o termo LPM, quando
utilizado, estara relacionado a estimac¢do da semivaridncia
apresentada em Estrada (2008). A otimizagdo que utiliza o
LPM como medida de risco ¢ apresentada na expressao [8] e
sera denominada de modelo M.2.

n
Min Z cS szWin [8]
=

sujeito as restri¢cdes

n
ZW’;I
=1

e
0<w, <1

2.4. Otimizagao pelo valor em risco condicional

O modelo mais utilizado para a otimizacdo do CVaR
(Conditional Value-at-Risk) para carteiras de investimentos
foi proposto por Rockafellar e Uryasev (2000). Alguns traba-
lhos no Brasil também utilizaram a metodologia, como os de
Montini (2003) e Ribeiro, Ferreira e Santos (2007). O método
tem bastante praticidade, por minimizar o CVaR e estimar o
VaR (Value-at-Risk) ao mesmo instante.

O CVaR ¢ uma medida de risco estimada pela média das
perdas desde o pior resultado até o percentil (Value-at-Risk —
VaR) selecionado (geralmente 1%, 5% ou 10%), o que possi-
bilita conhecer a informagéo a respeito da extensdo das perdas
(Alexander, 2008). Para o caso de distribui¢@o continua, 0 CVaR
¢ apresentado por meio da equagdo [9]:

Xa

CVaR (X)=—o! f X fx) * dx [9]

— 00

em que x € uma carteira de ativos; x, € o VaR; a € o percentil
da distribui¢do de x; e f(x) é uma fungdo de perda associada
ax.

Para a estimacdo do CVaR, podem ser utilizadas metodo-
logias como as simulagdes por Monte-Carlo, analise de séries
historicas e realizagdo de aproximagdes da distribuigdo de
probabilidade na fung¢do de perda por meio da distribuigdo
normal ou da ¢ de Student.

Acrepresentacdo do CVaR na equagdo [9] sofreu uma modi-
ficacdo proposta por Rockafellar e Uryasev (2000); a mudanca
pode ser visualizada na expressao [10]:

g0 =(1-p" j Jeey) e p(y) * dy [10]

Sx.y) 2 0x)

em que p(y) € a fungdo densidade de probabilidade de variaveis
de mercado; /5 € o nivel de probabilidade a ser escolhido; e f{x,y)
¢ uma fungdo de perda associada a carteira x ¢ a variaveis de
mercado y.

Posteriormente, Rockafellar e Uryasev (2000) definiram a
formula do VaR como a expressao [11]:

VaR = aﬁ(x) =min{ae R: ¥ (x, a) >} [11]

em que ¥ (x, @) ¢ a funcdo de distribui¢do acumulada para a
perda associada a x.

Desse modo, Rockafellar e Uryasev (2000) propuseram
a combinacdo das expressdes [10] e [11] em termos de uma
fungao F > COMO ¢ demonstrado na equagdo [12].

Fyx, 0)=a+(1-p)" Jmm [fx, y)—al" = p(y)+dy [12]
yE

A expressdo [12] ¢ aplicada para distribui¢des continuas
de probabilidade. No caso discreto, na formula ha algumas
modificagdes (equagdo [13]):

Fywoy=a+ e y)—al"  [13]

_r
n(1—p) I=1
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A partir da defini¢do do CVaR para o caso discreto, na
expressao [14] ¢ definida a forma para a otimiza¢do de uma
carteira de agdes utilizando o CVaR como medida de risco.

n

_ Z [-wR,—a]" [14]

n(l-p) 5

sujeito as restri¢cdes

n
Zwl;l
=1

e
0<w;<1

Min: a +

em que 7 ¢ o tamanho da amostra.

A expressdo [14] e as restrigdes serdo utilizadas para o
modelo de otimizagdo M.3.

Diferentemente da analise proposta por Markowitz (1952),
que utiliza o desvio padrao como medida de risco ¢ em que
a otimizagdo ocorre por programagdo quadratica, tomando o
caso do CVaR como medida de risco a otimizag¢do ocorre por
meio de programacao linear.

2.5. Comparagao entre as medidas de risco na otimizacao de
carteiras de ativos

Nos topicos anteriores, foram apresentados os conceitos
dos modelos de otimizagao utilizados no presente artigo. Nesta
secdo, apresentam-se artigos em que se pesquisou a mesma
tematica. Vale ressaltar que somente no trabalho de Konno,
Waki e Yuuki (2002) foi encontrada a analise das trés medidas
de risco.

Um dos trabalhos relevantes sobre a comparag@o entre as
medidas de desvio padrao e a medida de risco LPM quanto a
eficiéncia da carteira foi realizado por Rom e Ferguson (1994).
Foi utilizada nesse trabalho, possivelmente pela primeira vez,
a expressao teoria do portfolio pés-moderna.

Nesse estudo, apresentam-se resultados relevantes sobre
a fronteira eficiente. No caso, quando os autores analisaram a
curva de Retorno versus Risco, demonstraram que o modelo
de otimizagao que contém a medida de risco baseada no LPM
possuiu dominio estocastico em relagdo aos demais modelos
estudados.

Também se verificaram maiores alocagdes nos ativos de
renda variavel quando utilizadas as medidas de LPM, enquanto
amedida de desvio padrao realizou maiores posi¢des em ativos
de renda fixa.

Conforme Rom e Ferguson (1994), esses resultados de-
monstraram que as otimizagdes de carteiras que tomam como
medida de risco o LPM sdo mais adequadas a gestdo de carteiras
do que o desvio padrao proposto por Markowitz (1952). Rom
e Ferguson (1994) também explicaram que as alocagdes em

maiores quantidades nos ativos de renda variavel ocorreram
pelo maior grau de assimetria observada nos retornos desses
ativos que, segundo os autores, apresentaram maiores retornos.

Os resultados apresentados por Rom e Ferguson (1994)
geraram discussdes nas pesquisas cientificas da area: um grupo
de autores concordou com as analises, € outro contrap0s-se aos
resultados. Em relagdo aos autores que obtiveram resultados
semelhantes aos de Rom e Ferguson (1994), podem ser citados
Grootveld e Hallerbach (1999), Andrade (2006) e Nawrocki
e Cumova (2010).

Grootveld e Hallerbach (1999) realizaram uma investigagao
utilizando trés indices de renda variavel e trés indices de renda
fixa do mercado norte-americano no periodo de janeiro de
1980 a dezembro de 1994. O trabalho tornou-se relevante por
diversificar a quantidade de analises na pesquisa em relagdo
ao trabalho de Rom e Ferguson (1994). Segundo Grootveld
e Hallerbach (1999), os retornos das carteiras foram maiores
quando utilizado o LPM como medida de risco nas otimizagdes.

A pesquisa realizada por Nawrocki ¢ Cumova (2010),
que utiliza o LPM como medida de risco, ¢ muito importante
porque os autores apresentaram uma simplificacdo efetiva
em custo computacional e facilidade de aprendizagem para a
otimizacao de carteiras. Os resultados demonstrados também
foram obtidos por Rom e Ferguson (1994); segundo os autores,
as carteiras otimizadas, tomando-se como medida de risco o
LPM, apresentaram maiores retornos.

Andrade (2006) investigou os modelos de otimizagao con-
siderando o LPM para o mercado brasileiro. No estudo foram
selecionadas 24 ac¢des negociadas na Bolsa de Valores de Séao
Paulo (Bovespa) no periodo de janeiro de 1995 a marco de
2001. O autor analisou o comportamento da carteira dentro do
periodo de formacao e apds a formacao e constatou maiores
retornos nas carteiras com o LPM minimizado.

Alguns autores obtiveram resultados favoraveis ao LPM;
outros, desfavoraveis. Uma das criticas mais fortes é encontrada
em Estrada (2008). Segundo esse autor, a fronteira eficiente
formada pelo LPM aparenta ser mais eficaz em relagdo ao
modelo que considera o desvio padrdo. Todavia, isso ocorre
simplesmente pelo fato de o LPM ser somente uma medida de
mensuragdo de risco focada em um tinico lado da distribuicao
de probabilidade dos retornos.

O LPM mensura somente uma parte do risco em compara-
¢do com o desvio padrdo, que contempla tanto o lado superior
quanto o inferior da distribui¢do de probabilidade dos retornos.
Dessa forma, seria indiferente para o investidor a escolha de
uma fronteira eficiente formada a partir do desvio padrao ou
pelo momento parcial inferior (LPM), dado que em qualquer
uma das escolhas o risco estaria minimizado.

Jarrow e Zhao (2006) também contrapdem os resultados a
respeito das medidas de risco focadas no lado inferior. Apos
compararem os métodos de otimizacdo em dois grupos de
carteiras — o primeiro por ativos de renda fixa e o segundo por
ativos de renda variavel —, os autores concluem que nio ha
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diferencas significativas entre os métodos de minimizagao por
meio do desvio padrdo e por meio do LPM tanto no grupo com
ativos de renda fixa quanto no grupo de ativos de renda variavel.

O trabalho de Brito Neto e Volkmer (2001) é relevante por
apresentar uma metodologia diferente em relacdo aos autores
citados anteriormente. Em vez de utilizar todos os ativos para
minimizag¢do do risco da carteira ou separar os ativos por
tipo (renda fixa ou variavel), Brito Neto e Volkmer (2001)
os separaram pelo formato da distribuicdo de probabilidade.
Desse modo, compararam os métodos de otimizagdo de uma
carteira formada somente por ativos que apresentaram distri-
buicdo normal com os de outra carteira formada por ativos
que demonstraram retornos com distribui¢do ndo normal. Os
resultados também sdo dispares em relag@o ao trabalho de Rom
e Ferguson (1994), ndo existindo diferencas significativas entre
os métodos, considerando-se o desvio padrao ¢ o LPM.

Quanto a comparagdo desvio padrao versus CVaR, podem
ser apresentados os trabalhos de Rockafellar e Uryasev (2000)
e Bertsimas, Lauprete e Samarov (2004). No primeiro artigo,
foram gerados retornos por meio de simulagdo, e as compara-
¢des ocorreram pela composicao da carteira segundo os niveis
de confianca selecionados (90%, 95% e 99%) e pelo calculo
do VaR e CVaR em ambos os modelos de otimizagdo. Pelos
resultados de Rockafellar e Uryasev (2000), as carteiras e os
calculos do VaR e CVaR tenderam a convergéncia em ambos
os métodos.

No segundo artigo, Bertsimas et al. (2004) buscaram maior
aprofundamento nas analises ao variar, por meio de simula-
¢des, o grau de assimetria das distribui¢des dos retornos dos
ativos a serem impostos na carteira. Quando foram utilizadas
distribui¢oes simétricas, o modelo com CVaR apresentou maior
volatilidade em relacdo ao desvio padrao, principalmente quan-
do niveis de significancia (o) baixos foram determinados. As
carteiras tenderam a semelhanga quando o tamanho da amostra
aumentou. Ao simular distribui¢des assimétricas, o modelo com
CVaR demonstrou dominancia em relagdo ao desvio padrio, e as
diferencas foram consideradas significativas. Contudo, as distan-
cias foram acentuadas quando se modificaram os valores de (c).

No artigo de Konno ef al. (2002), apresentam-se compa-
ragdes entre as trés medidas de risco abordadas na presente
pesquisa. Os autores realizaram simulag¢des de fronteiras efi-
cientes com dados da bolsa de valores de Toquio e buscaram
evidenciar as diferengas entre os retornos que cada uma das
carteiras produziu utilizando as diferentes medidas de risco
em cada otimizacdo. Os autores criaram dois grupos para
compara¢do das medidas: o primeiro continha os ativos com
distribui¢do normal; o segundo, com distribui¢do ndo normal.
Em ambos os grupos, as diferengas quanto aos retornos nao
foram significativamente diferentes.

Existe uma vasta literatura a respeito do tema otimizagao
de carteiras. Desde o modelo proposto no artigo de Markowitz
(1952), o assunto ¢ exaustivamente tratado no meio cientifico.
Conforme apresentaram Roman e Mitra (2009), o conteudo

esta numa fase de transi¢do em que o objetivo é minimizar os
riscos de uma carteira de ativos levando em consideragdo os
aspectos comportamentais dos investidores. Diante disso, existe
a discussdo sobre quais medidas de risco melhor se ajustam
ao padrao comportamental do investidor. No presente artigo,
comparam-se as medidas de risco que levam em conta somente
o lado das perdas com a medida que considera tanto as perdas
quanto os ganhos. Na Figura 2, sdo resumidos os principais
artigos que tratam das medidas — desvio padrao (DP), LPM
(momento parcial inferior) e CVaR (valor em risco condicional)
— e que foram apresentados na revisdo bibliografica.

3. METODOLOGIA

Neste artigo, apresenta-se uma comparagao entre as me-
didas de risco desvio padrdo (DP), momento parcial inferior
(LPM) e valor em risco condicional (CVaR), considerando
retorno de agdes oriundas e ndo oriundas da distribuigdo normal.

O processo de pesquisa foi dividido em duas etapas: na pri-
meira determinaram-se as medidas de risco a serem utilizadas e
dividiram-se os periodos de andlise; na segunda, dividiram-se
os ativos conforme a distribui¢ao de probabilidade (um grupo
tem ativos normalmente distribuidos e outro, ativos nao normal-
mente distribuidos), aplicaram-se os algoritmos de otimizagao
e analisaram-se os resultados.

3.1. Etapa 1

Apds a revisdo bibliografica, foi possivel identificar algu-
mas medidas de risco mais utilizadas (DP, LPM e CVaR). Na
Figura 1, levantaram-se as propriedades matematicas (domi-
nancia estocastica e coeréncia) associadas a essas medidas de
risco. Por meio do referencial tedrico, definiram-se as fungdes
objetivo e restricdes suficientes para otimizagao das fungdes
apresentadas nas expressdes [4] (modelo M.1), [8] (modelo
M.2) e [14] (modelo M.3). A sintese das expressdes a serem
minimizadas ¢ apresentada na Figura 3.

Neste artigo, considerou-se para a analise os retornos diarios
de acdes presentes na Bovespa de janeiro de 2006 a dezem-
bro de 2013. Esse periodo foi selecionado devido ao volume
relativamente baixo entre os anos de 2002 e 2005, conforme
apresenta Aragjo (2012). Buscou-se, também, analisar perio-
dos diferentes em relagdo a outros autores, como Brito Neto e
Volkmer (2001) que utilizaram o periodo entre 2000 e 2001,
Andrade (2006) que utilizou uma série entre 1995 e 2001, e
Araujo et al. (2010) que analisaram periodos entre 2009 ¢ 2010.

Participaram das analises as ac¢des presentes no indice
Bovespa com presenga em bolsa acima de 90% e liquidez em
bolsa acima de 0,29. A presenca em bolsa leva em consideragio
o numero de dias em que houve pelo menos um negocio com a
acao dentro do periodo estudado (janeiro de 2006 a dezembro de
2013). Esse critério também foi utilizado em Rubesam e Beltrame
(2013). A liquidez em bolsa pondera o nimero de dias em que
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Amostra

Periodos

Comparagdes Analises Resultados

Rom e gz;r;?;l?zt;?;n_s/?nrgﬁ Jan. 1978 - Indice Sharpe,
Fergusom italizati ' US D ' 1992 DP x LPM Indice Sortino e LPM maiores retornos
(1994) ~capitalization, non-us, ez. Fronteira eficiente
bonds e cash
Andlise da
Grootveld e — : assimetria dos
Hallerbach Zrﬁz sattl)/g Zé{qsd/ndustry il)aerlz. 11%%91_ DP x LPM ativos, andlise LPM maiores retornos
(1999) ' das fronteiras
eficientes
150 ativos selecionados
Nawrocki aleatoriamente do C
e Cumova banco de dados da il)aerlz. 22%%19_ DP x LPM Ezc;r;ttetlra GIEETE LPM maiores retornos
(2010) Center of Research in '
Security Prices (CRSP)
Andrade 24 acdes negociadasna  Jan. 1995 — DP x LPM Fronteira eficiente LPM maiores retornos
(2006) Bovespa Mar. 2001 etestz ex post
Cinco classes de ativos
Estrada - US, EAFE, Emerging Jan. 1998 - NI Né&o hé retornos
(2008) Markets, US bonds, US ~ Dez. 2006 LR HOIERGIEENE e
real state
Brito Neto — ) Teste qui- I
e Volkmer E)%'Seast'\;os - dlare :\\lllz\r,. ggg? - DP x LPM -quadrado, teste gi?;:rz]atégtornos
(2001) P ' de Wilcoxon
Simularam carteiras
formadas somente por Simulagdes
Jarrow e ativos de renda variavel diarias para , ~ N&o ha retornos
Zhao (2006) e outras carteiras horizonte de Dl el SR diferentes
formadas somente por um ano
ativos de renda fixa
Simulagdes de
Rockafellar — amostras de I
Trés ativos — S&P500. , x Né&o ha retornos
e Uryasev ' tamanho 1000, DP x CVaR Simulagéo .
(2000) US bonds e small caps 3000, 5000, diferentes
10000 € 20000
. . Né&o ha diferencas
Bertsimas 96 ativos com dados Jan. 1996 - DP x CVaR ggn;g?]%;?ass (distribuicdo simétrica),
et al. (2004) mensais Dez. 1999 eficientes CVaR maiores retornos
(distribuigdo assimétrica)
~ , - N&o ha diferencas
Konoetal  \-jodagoesdafokyo . 4qq5 DPxLPMx  Simulacdes (DP x LPM/CVaR), néio
(2002) Stock Exchangecom ) 1qqq CVaR G2 I ha diferencas (LPM x
dados mensais e diarios ' eficientes
CVaR)
Figura 2: Quadro Comparativo dos Estudos Realizados
houve negocios da ag¢@o na bolsa e o volume financeiro nego- operacionais ¢ dificuldades de negociagdo, conforme citam
ciado; o critério de liquidez é comumente utilizado nos estudos Caldeira e Moura (2013). Portanto, utilizar as agdes de maior
em finangas, como apresentado por Caldeira ¢ Moura (2013). liquidez ¢ uma amostra representativa para o estudo; o uso
A utilizagdo desses critérios ¢ importante dado que o uso desses critérios permitiu a selecdo de 50 agdes. Os pregos das
de a¢des menos liquidas envolvem, na pratica, maiores custos acoOes foram ajustados para dividendos e desdobramentos,
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M.1 —- Markowitz (1952)

Sujeito a:

0<sw=<1

M.2 - Estrada (2008)

n
Min: Z CSV..W.wj

J.i=1 Ji=1

Sujeito a:

Se )

k=1 k=1

M.3 - Rockafellar e Uryasev (2000)

i

Fontes: Markowitz (1952), Estrada (2008) e Rockafellar e Uryasev (2000).

Figura 3: Modelos de Otimizagao

conforme Broussard e Vaihekoski (2012). Esses ajustes evitam
problemas de sinais falsos, que podem causar viés na estimagao
das taxas de retornos, para negociagdo nos pregos, os quais
foram coletados no sistema Economatica.

Apos as fases de escolha do periodo e levantamento dos
ativos, foi necessario realizar o tratamento dos dados. Nessa
fase, primeiramente foram calculadas as taxas de retorno dos
ativos por meio da expressao [15].

PP
R=——t [15]
l Ptfl

em que ©; é o prego da agiio no tempo 7.

Natiltima fase da primeira etapa, houve a divisao da amostra
em dois periodos. Foram analisados periodos que tivessem no
minimo cem dias, pois, dado que alguns dos testes estatisticos
utilizados tém propriedades assintoticas, nimero menor poderia
afetar seus desempenhos.

Um ponto importante a ser considerado ¢ o limite maximo
do tamanho da janela de estimag@o dos parametros. Segundo
Souza (1999), a selegdo de periodos longos estimaria parame-
tros que poderiam ndo representar o comportamento do ativo.
Diante disso, a escolha de periodos semestrais possibilitou
atingir os objetivos tragados com a andlise de 16 semestres (1°
semestre de 2006, 2° semestre de 2006; 1° semestre de 2007, 2°
semestre de 2007; 1° semestre de 2008, 2° semestre de 2008; 1°
semestre de 2009, 2° semestre de 2009; 1° semestre de 2010,
2° semestre de 2010, 1° semestre de 2011, 2° semestre de 2011,
1° semestre de 2012, 2° semestre de 2012, 1° semestre de 2013
e 2° semestre de 2013).

3.2, Etapa 2
Na segunda ectapa, buscou-se delinear como obter infor-

magodes a partir dos dados; diante disso, as analises dos dados
foram selecionadas. Mediante a necessidade de escolher as

ferramentas de analise, tornou-se importante especificar as

principais perguntas da pesquisa:

* As métricas de risco para otimizagdo de carteiras de agdes
podem apresentar retornos e riscos diferentes?

* As métricas de risco na otimizagao de carteiras apresentam
resultados divergentes na presenca de diferentes distribui¢des
de probabilidade nos retornos das acdes?

A segunda etapa foi iniciada com a divisdo do banco de
dados em dois conjuntos: no primeiro, concentraram-se as agoes
que apresentaram seus retornos com distribuigdo normal; no
segundo, as agdes que apresentaram retornos nao normalmente
distribuidos. Essa divisdo foi importante para realizar analises
de forma semelhante a dos trabalhos de Brito Neto e Volkmer
(2001) e Konno et al. (2002). O teste de Jarque-Bera (expressdo
[16]) — que, conforme Brooks (2008), ¢ comumente utilizado
para avaliar a normalidade das distribuigdes de probabilidade
na area financeira — foi utilizado para definir em qual dos dois
conjuntos a acao seria classificada.

b2 (b, —3)
W=g|——+ —; [16]

em que b, € apresentada na expressdo [17]; e b, € apresentada
na expressao [18].

b ER) [17]
@
E(R%)

b, = W [18]

Apds a divisao do banco de dados, foi iniciado o processo
de otimizacdo pelo seguinte procedimento: primeiramente,
duas agdes foram selecionadas de forma aleatdria; depois,
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minimizou-se o risco com a utilizagao dos modelos M.1, M.2
e M.3, obtendo-se as carteiras em cada respectivo modelo. Em
seguida, mais uma acdo foi selecionada de forma aleatoria e
uma nova minimizag¢ao foi realizada com as agdes anteriores ¢
anova agao, formando a nova carteira com o risco minimizado.
Esse processo ¢ realizado até a obten¢do do niumero maximo
de acoes classificadas com distribuicdo normal. O mesmo
procedimento foi realizado no grupo das acdes com retornos
nao normalmente distribuidos.

A partir das carteiras formadas no processo de otimizacao,
buscou-se conhecer as caracteristicas de riscos e retornos de
cada portfolio. No caso dos retornos, estimou-se a média da
carteira por meio da média ponderada dos retornos de cada agdo
presente na carteira. No caso dos riscos, estimou-se o desvio
padrao, o LPM grau 2 com retorno minimo aceitavel igual a
zero ¢ 0 CVaR a 95% de confianga. Para comparar as medidas de
risco, utilizou-se o teste F para verificar a igualdade de varian-
cias (somente realizado nas carteiras com distribui¢do normal).

Em resumo, o banco de dados foi dividido em dois grupos
(acdes normalmente distribuidas e ndo normalmente distri-
buidas), e para cada grupo foram considerados trés modelos de
otimizagdo, propostos por Markowitz (1952), Estrada (2008) e
Rockafellar e Uryasev (2000). Apos as carteiras formadas pelos
trés modelos, estimaram-se trés medidas de risco: desvio padrao
(DP), momento parcial inferior (LPM) e valor em risco condi-
cional (CVaR). Dessa forma, obtiveram-se nove combinagdes
de analise para cada grupo com ag¢des normalmente distribuidas
e ndo normalmente distribuidas descritas na Figura 4.

Combinagoes

Modelo de Otimizagao

Para comparar os retornos das carteiras baseadas nas dife-
rentes medidas de risco, foram utilizados: teste ¢ para amostras
relacionadas (para as carteiras com distribuigdo normal) e teste
de Postos Sinalizados de Wilcoxon para amostras relacionadas
(para as carteiras que ndo apresentaram distribuigdo normal).
Os resultados dos testes foram baseados nos intervalos de
confianga e nos niveis descritvos obtidos por meio do processo
de reamostragens (bootstrap), conforme apresentam Efron
e Tibshirami (1993). A andlise foi viabilizada por meio do
software de simulacdo, otimizacao e analise de dados MatLab
(Matrix Laboratory).

4. ANALISES E RESULTADOS

Como descrito na metodologia, por meio do teste de Jarque-
-Bera (nivel descritivo de 10%) para testar normalidade, o
banco de dados foi dividido em dois grupos: o primeiro formado
pelos retornos que apresentaram distribuigdo normal (grupo
1) e o segundo, pelas a¢des que ndo aderiram a normalidade
(grupo 2). As andlises buscaram comparar o resultado entre
as medidas de risco e o retorno das carteiras, como pode ser
observado nos topicos a seguir.

4.1. Andlises dos riscos e retornos
Em conformidade com a metodologia proposta por Marko-

witz (1952) para avaliar carteiras de ativos, no presente trabalho
buscou-se analisar as caracteristicas dos portfolios segundo

1 M.1
2 M.1
3 M.1
4 M.2
5 M.2
6 M.2
7 M.3
8 M.3
9 M.3
10 M.1
1" M.1
12 M.1
13 M.2
14 M.2
15 M.2
16 M.3
17 M.3
18 M.3

Distribuigdo das Agoes na Carteira Medidas de Risco
Normal Desvio padrao
Normal LPM
Normal CVaR
Normal Desvio padrao
Normal LPM
Normal CVaR
Normal Desvio padrao
Normal LPM
Normal CVaR

N&o Normal Desvio padrao
Nao Normal LPM
Nao Normal CVaR
N&o Normal Desvio padrao
Nao Normal LPM
N&o Normal CVaR
N&o Normal Desvio padrao
Nao Normal LPM
Nao Normal CVaR

Figura 4: Combinac¢ées Analisadas
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seus riscos e retornos. Dado que os modelos foram baseados
em medidas de risco diferentes, foi necessario estimar o risco
da carteira formada por meio das trés medidas de risco (DP,
LPM e CVaR) descritas.

As comparagdes entre as medidas de risco mensuradas nos
grupos detalhados na Figura 4 sdo apresentadas nas Figuras 5 e
6. Na Figura 5, sao demonstradas as analises nas combinagdes
em que as carteiras aderiram a normalidade, enquanto na
Figura 6 s3o visualizados os resultados referentes as combi-
nagdes em que as agdes presentes nas carteiras ndo aderiram
a normalidade. Nas figuras sdo apresentados os resultados
para o primeiro semestre de 2012, mas esse comportamento
foi 0 mesmo em todos os semestres analisados; desse modo, o
semestre apresentado serve como referéncia de interpretagao
para os demais.

Nas Tabelas 1, 2 e 3 sdo0 observadas as seguintes caracteristi-
cas: nas colunas 1 e 2, 0 ano e o semestre em estudo; na coluna
3, os modelos comparados; na coluna 4, o numero de agdes
na carteira para o grupo normalmente distribuido; na coluna
5, os resultados do teste F realizado para testar a hipdtese de
igualdade entre os riscos obtidos pelos dois modelos; na coluna
6, apresenta-se a mediana do retorno da carteira com retornos
normalmente distribuidos; na coluna 7, o nivel descritivo do
teste ¢ realizado para comparar o retorno médio entre os mode-
los com a¢des normalmente distribuidas; na coluna 8, o nimero
de agdes na carteira para o grupo nao normalmente distribuido;
na coluna 9, a mediana do retorno da carteira para agdes ndo
oriundas da normalidade; ¢ na coluna 10, apresenta-se o Teste
de Wilcoxon para amostras relacionadas a fim de comparar
as medianas dos retornos entre os modelos com retornos nao
precedentes da normalidade.

4.1.1. Andlises dos riscos

Nas Figuras 5(a) e 6(a), observa-se o comportamento das
combinagdes analisadas pela medida desvio padrao, de acordo
com o aumento da quantidade de agdes presentes nas carteiras.
Nas Figuras 5(b) ¢ 6(b), observa-se o comportamento das com-
binagdes analisadas pela medida de momento parcial inferior
(LPM), e nas Figuras 5(c) ¢ 6(c), apresenta-se a analise das com-
binagdes mensuradas pelo valor em risco condicional (CVaR).
Percebe-se o decaimento do risco em todas as combina¢des com
o aumento do niumero de agdes presentes na carteira. Esse tipo
de resultado era esperado devido ao efeito da diversificacao,
conforme demonstrou Markowitz (1952), pois com o aumento
do nimero de ativos, devidamente selecionados na carteira, ha
uma redugdo do risco.

No presente artigo, demonstra-se que o decaimento do
risco parece ocorrer de forma diferenciada para cada grupo
analisado. Nas Figuras 5(a) e 6(a), as combinagdes 1 e 10,
respectivamente, tiveram decaimento mais rapido. Na Figura
5(b), as combinagdes apresentaram decaimento semelhante.
Na Figura 6(b), a combinac@o 14 decaiu mais rapidamente.

Por ultimo, nas Figuras 5(c) e 6(c), as combinagdes 9 ¢ 18
apresentaram menor nivel de risco com o aumento do niimero
de a¢des na carteira.

Apesar das possiveis diferengas apresentadas nas Figuras
5 e 6, os testes F' ndo as confirmaram nas combinagdes das
acdes que aderiram a normalidade (ver na coluna 5 das Tabe-
las 1, 2 e 3). Nos testes F, os resultados foram idénticos em
todos os semestres, apresentando niveis descritivos acima de
10% (valor p > 10%). No caso das combinagdes em que as
acdes ndo aderiram a normalidade, os testes F' ndo puderam
ser realizados porque a estatistica de teste apresenta viés para
conjunto de dados que tém distribuicdo diferente da normal,
conforme cita Brooks (2008). Desse modo, nenhum teste foi
realizado nas combinagdes apresentadas na Figura 6; contudo,
ao comparar-se com a Figura 5, visualmente percebe-se que as
diferengas de decaimento foram maiores na Figura 6.

Para finalizar as comparagdes a respeito das mensuragdes
de riscos entre os grupos, ressaltam-se os seguintes resultados.
Nota-se pelas Figuras 5(a) e 6(a) que, independentemente da
distribui¢do dos retornos (normal e ndo normal), quando se
considera o desvio padrdo, o decaimento mais rapido ocorre
para o modelo de otimizacdo M.1 proposto por Markowitz
(1952) — combinagdes 1 e 10. Verifica-se pela Figura 5(b)
que, para os retornos com distribui¢do normal considerando a
medida LPM, os trés métodos foram equivalentes. No entanto,
ao observar-se a Figura 6(b), para retornos ndo normalmente
distribuidos, o modelo de otimizagdo de Estrada (M.2) apre-
sentou os menores valores de LPM.

Nota-se pelas Figuras 5(c) e 6(c) que, independentemente
da distribui¢do dos dados (normal e ndo normal), quando se
considera o0 CVaR o decaimento mais rapido ocorre para o
modelo de otimizagao M.3 proposto por Rockafellar e Uryasev
(2000) — combinagdes 9 e 18. Quando os dados ndo possuem
distribui¢do normal, o CVaR ¢ muito menor quando o método
de Rockafellar e Uryasev (2000), modelo M.3, ¢ utilizado para
formar as carteiras.

Esses resultados estdo em parte de acordo com os comenta-
rios de Estrada (2008). Conforme o autor, seria indiferente a es-
colha de algum modelo de otimizag@o baseando-se em alguma
medida de risco especifica. Por exemplo, caso o investidor “A”
escolha o desvio padrdo como medida de risco de sua carteira,
o modelo de Markowitz (1952) formaria uma carteira com o
desvio padrao minimo; caso o investidor “B” escolha o CVaR
como medida de risco, o modelo de Rockafellar e Uryasev
(2000) proporcionaria ao investidor uma carteira com CVaR
minimo. Diante disso, ndo importaria a escolha de um modelo
especifico, porque tanto o investidor “A” quanto o investidor
“B” teriam uma carteira de risco minimo.

Entretanto, quando Estrada (2008, p. 67) comenta que “tudo
deve ser resumido ao que determinado investidor perceber
como a medida de risco mais adequada”, podem-se demons-
trar algumas contraposi¢des. Apesar de os riscos das carteiras
terem demonstrado caracteristicas semelhantes mediante os
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(A) Riscos mensurados pelo desvio padrdo nos grupos com distribuicdo normal (1° semestre 2012)
(B) Riscos mensurados pelo LPM nos grupos com distribuicdo normal (1° semestre 2012)
(C) Riscos mensurados pelo CVaR nos grupos com distribuigdo normal (1° semestre 2012)

Figura 5: Comparacgées entre as Medidas de Risco nas Carteiras com Distribuicao Normal
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Figura 6: Comparacgées entre as Medidas de Risco nas Carteiras com Distribuicao Nao Normal
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Tabela 1

Comparacao das Distribuicées dos Retornos dos Modelos M.1 e M.2

Distribui¢ao Normal Nao Normal

Ano  Semestre  Modelos n Teste F Mediana T?s;; L Mediana Te(:t)‘; g

2006 1 M.1 22 F=0,603 -0,025% 20 0,114%
2006 1 M.2 22 p=0,422 0,054% e 20 0,135% b
2006 2 M.1 23 F=0,609 0,172% 0,001 21 0,175% 0,000
2006 2 M.2 23 p=0,457 0,242% 21 0,184%
2007 1 M.1 20 F=0,639 0,164% 0,001 28 0,161% 0,000
2007 1 M.2 20 p=0,619 0,215% 28 0,254%
2007 2 M.1 30 F=0,619 0,024% 0,001 18 -0,018% 0,000
2007 2 M.2 30 p=0,516 0,230% 18 0,020%
2008 1 M.1 15 F=0,644 -0,163% 0,001 33 0,052% 0,000
2008 1 M.2 15 p=0,658 -0,056% 33 0,081%
2008 2 M.1 3* 45 -0,119% 0,000
2008 2 M.2 3 45 -0,108%
2009 1 M.1 22 F=0,670 0,161% 0,001 26 0,299% 0,000
2009 1 M.2 22 p=0,816 0,167% 26 0,321%
2009 2 M.1 18 F=0,643 0,188% 0,001 30 0,235% 0,000
2009 2 M.2 18 p=0,641 0,218% 30 0,327%
2010 1 M.1 27 F=0,607 0,014% 0,001 21 0,047% 0,000
2010 1 M.2 27 p=0,457 0,077% 21 0,077%
2010 2 M.1 25 F=0,651 0,207% 0,001 23 0,136% 0,000
2010 2 M.2 25 p=0,679 0,239% 23 0,158%
201 1 M.1 31 F=0,618 0,044% 0,001 17 0,075% 0,000
201 1 M.2 31 p=0,506 0,084% 17 0,120%
2011 2 M.1 15 F=0,637 0,071% 0,001 33 0,110% 0,000
2011 2 M.2 15 p=0,591 0,118% 33 0,114%
2012 1 M.1 24 F=0,610 0,043% 0,001 24 0,105% 0,000
2012 1 M.2 24 p=0,470 0,093% 24 0,199%
2012 2 M.1 21 F=0,563 0,089% 0,001 27 0,131% 0,000
2012 2 M.2 21 p=0,254 0,199% 27 0,193%
2013 1 M.1 17 F=0,675 -0,027% 0,002 31 -0,024% 0,000
2013 1 M.2 17 p=0,848 -0,017% 31 0,060%
2013 2 M.1 19 F=0,667 0,041% 0,001 29 0,094% 0,000
2013 2 M.2 19 p=0,773 0,067% 29 0,181%

Notas: Teste t para amostras relacionadas. 2Teste de Wilcoxon para amostras relacionadas. Resultados baseados em 1.000 reamostragens.
*Amostra insuficiente para anélises.
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Tabela 2

Comparacdao das Distribuicées dos Retornos dos Modelos M.1 e M.3

Distribuig¢ao Normal Nao Normal
Ano Semestre Modelos n Teste F Mediana T?spt; [ Mediana Te(:t)‘i 2
2006 1 M.1 22 F=0,576 -0,025% 20 0,114%
0,001 0,013
2006 1 M.3 22 p=0,313 0,039% 20 0,142%
2006 2 M.1 23 F=0,615 0,172% 21 0,175%
0,005 0,001
2006 2 M.3 23 p=0,501 0,192% 21 0,200%
2007 1 M.1 20 F=0,588 0,164% 28 0,161%
0,05 0,000
2007 1 M.3 20 p = 0,365 0,202% 28 0,202%
2007 2 M.1 30 F=0,595 0,024% 18 -0,018%
0,001 0,354
2007 2 M.3 30 p=0,403 0,187% 18 0,000%
2008 1 M.1 15 F=0,658 -0,163% 33 0,052%
0,003 0,004
2008 1 M.3 15 p=0,745 -0,085% 33 0,023%
2008 2 M.1 &F 45 -0,119%
0,000
2008 2 M.3 3 45 -0,076%
2009 1 M.1 22 F=0,643 0,161% 26 0,299%
0,001 0,000
2009 1 M.3 22 p=0,652 0,181% 26 0,301%
2009 2 M.1 18 F=0,566 0,188% 30 0,235%
0,002 0,001
2009 2 M.3 18 p=0,325 0,261% 30 0,349%
2010 1 M.1 27 F=0,608 0,014% 21 0,047%
0,001 0,380
2010 1 M.3 27 p=0,471 0,063% 21 0,057%
2010 2 M.1 25 F=0,625 0,207% 23 0,136%
0,001 0,001
2010 2 M.3 25 p=0,523 0,210% 23 0,146%
2011 1 M.1 31 F=0,630 0,044% 17 0,075%
0,001 0,016
2011 1 M.3 31 p=0,573 0,063% 17 0,103%
2011 2 M.1 15 F=0,598 0,071% 33 0,110%
0,612 0,000
2011 2 M.3 15 p=0,416 0,090% 33 0,077%
2012 1 M.1 24 F=0,603 0,043% 24 0,105%
0,001 0,000
2012 1 M.3 24 p = 0,455 0,070% 24 0,163%
2012 2 M.1 21 F=10,586 0,089% 27 0,131%
0,005 0,000
2012 2 M.3 21 p=0,396 0,132% 27 0,178%
2013 1 M.1 17 F=0,648 -0,027% 31 -0,024%
0,171 0,000
2013 1 M.3 17 p=0,687 -0,025% 31 0,016%
2013 2 M.1 19 F=0,597 0,041% 29 0,094%
0,001 0,000
2013 2 M.3 19 p=0,391 0,106% 29 0,177%

Notas: Teste t para amostras relacionadas. 2Teste de Wilcoxon para amostras relacionadas. Resultados baseados em 1.000 reamostragens.
*Amostra insuficiente para andlises.
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Tabela 3

Comparacdao das Distribuicées dos Retornos dos Modelos M.2 e M.3

Distribui¢ao Normal Néo Normal

Teste 1
(p)*

Teste 2

Mediana (0)?

Ano Semestre Modelos Teste F Mediana

2006 1 M.2 22 F=0,668 0,054% s 20 0,135% s
2006 1 M.3 22 p=0,741 0,039% 20 0,142%
2006 2 M.2 23 F=0,707 0,242% e 21 0,184% VT
2006 2 M.3 23 p = 0,841 0,192% 21 0,200%
2007 1 M.2 20 F=0,643 0,215% 0 28 0,254% s
2007 1 M.3 20 p = 0,652 0,202% 28 0,202%
2007 2 M.2 30 F=0,672 0,230% 18 0,020%
2007 2 M.3 30 p = 0,691 0,187% e 18 0,000% 0.009
2008 1 M.2 15 F=0,714 -0,056% e 33 0,081% e
2008 1 M.3 15 p=0,885 -0,085% 33 0,023%
2008 2 M.2 3 45 -0,108%
2008 2 M.3 3 45 -0,076% R
2009 1 M.2 22 F=0,671 0,167% o 26 0,321% NG
2009 1 M.3 22 p=0,823 0,181% 26 0,301%
2009 2 M.2 18 F=0,615 0,218% e 30 0,327% e
2009 2 M.3 18 p = 0,492 0,261% 30 0,349%
2010 1 M.2 27 F=0,702 0,077% e 21 0,077% NG
2010 1 M.3 27 p=0,710 0,063% 21 0,057%
2010 2 M.2 25 F=0,674 0,239% e 23 0,158% T
2010 2 M.3 25 p = 0,807 0,210% 23 0,146%
2011 1 M.2 31 F=0,714 0,084% 17 0,120%
2011 1 M.3 31 p=0,793 0,063% . 17 0,103% iz
2011 2 M.2 15 F=0,661 0,118% o 33 0,114% e
2011 2 M.3 15 p=0,757 0,090% 33 0,077%
2012 1 M.2 24 F=0,692 0,093% e 24 0,199% G
2012 1 M.3 24 p=0,795 0,070% 24 0,163%
2012 2 M.2 21 F=0,727 0,199% e 27 0,193% o
2012 2 M.3 21 p=0,715 0,132% 27 0,178%
2013 1 M.2 17 F=0,670 -0,017% O 31 0,060% NG
2013 1 M.3 17 p=0817 -0,025% 31 0,016%
2013 2 M.2 19 F=0,629 0,067% e 29 0,181% e
2013 2 M.3 19 p = 0,563 0,106% 29 0,177%

Notas: Teste t para amostras relacionadas. 2Teste de Wilcoxon para amostras relacionadas. Resultados baseados em 1.000 reamostragens.
*Amostra insuficiente para andlises.
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testes F, ainda é necessario avaliar o quanto de retorno cada
carteira apresentou. Uma vez que o grau de risco ¢ similar nos
modelos, um investidor precisaria testar se os retornos tendem
a ser iguais. Caso isso ocorra, certamente o comentario de
Estrada (2008) pode ser mantido e difundido, caso contrario,
realmente é necessario o procedimento para selecdo de modelos
de otimizacao.

4.1.2. Andlises dos retornos

Apds a andlise dos riscos das carteiras, buscou-se verificar
suas caracteristicas quanto aos retornos; os principais resultados
sdo apresentados nas Tabelas 1, 2, 3. Ao proceder a revisdo
bibliografica a respeito de comparagdes entre os modelos
que utilizaram como medida de risco o desvio padrdo (M.1)
¢ 0 LPM (M.2), verificou-se um grupo de pesquisadores que
encontrou diferengas significativas entre os modelos — Rom
e Ferguson (1994), Grootveld e Hallerbach (1999), Andrade
(2006) e Nawrocki e Cumova (2010) —, e outro que nao encon-
trou significancia estatistica — Brito Neto e Volkmer (2001),
Konno et al. (2002), Jarrow e Zhao (2006) e Estrada (2008) —,
conforme ¢ visto na Figura 3.

No grupo que apresentou diferengas significativas, defende-
-se 0 dominio do modelo LPM em relagdo aquele que utiliza o
desvio padrao (DP) como medida de risco, isto ¢, nas analises
dos resultados, demonstrou-se que o modelo LPM apresenta
retornos maiores em relagdo ao DP quando se deseja minimizar
o risco. Entretanto, esses autores ndo testaram a igualdade de
variancias das carteiras formadas, o que ¢ exibido no presente
artigo.

As medianas dos retornos e os testes utilizados para verificar
as diferencas entre os retornos sdo apresentados nas Tabelas 1, 2
e 3. A mediana foi escolhida para representar a centralidade da
distribuicdo dos retornos, porque, no caso das distribuicdes nao
normais, a média ndo é um estimador eficiente para demonstrar
a tendéncia central da distribuigao de probabilidade, conforme
citam Moretin ¢ Bussab (2010).

Dado que as carteiras foram construidas pelas mesmas
acdes, mas utilizando métodos diferentes (por construgio),
existe correlacdo entre elas; desse modo, o uso de um teste que
desconsidere esse efeito pode apresentar resultados viesados,
conforme apresentam Moretin ¢ Bussab (2010). Diante disso,
no caso dos modelos estudados no conjunto de dados que ade-
riram a normalidade, foram realizados os testes ¢ para amostras
relacionadas. Para o conjunto de dados que ndo demonstrou
distribuicdo normal, foram realizados os testes de Wilcoxon
para amostras relacionadas.

Na Tabela 1, sdo visualizadas as analises dos retornos nos
modelos M.1 e M.2. Percebe-se que em todos os semestres
analisados, no caso dos retornos com distribuicdo normal,
o modelo M.2 apresentou retornos superiores em relacdo ao
M.1, sendo todos significativos. Para o caso das distribuigdes
ndo normalmente distribuidas, observa-se que as medianas

dos retornos foram maiores quando estimadas nas carteiras
formadas pelo modelo M.2, tendo esse resultado ocorrido em
todos os semestres.

Diante desses resultados, dado que o modelo M.2 forma
uma carteira que minimiza o risco mensurado pelo momento
parcial inferior da distribuigdo de probabilidade ¢ que essa
carteira apresentou maiores retornos em relagéo aquela formada
pelo modelo de Markowitz (modelo M.1), o presente trabalho
pode ser adicionado ao grupo de estudos que afirma que o
modelo de otimizagao de carteiras que utiliza o LPM apresenta
retornos superiores aquele que utiliza o desvio padrdo como
medida de risco.

Quanto as comparagdes entre desvio padrao e CVaR, hé os
trabalhos de Rockafellar e Uryasev (2000) e Bertsimas et al.
(2004). No primeiro, os autores apresentaram resultados em
que os retornos praticamente ndo se diferenciavam. No segundo
trabalho, ao verificarem as diferengas entre os retornos com
distribui¢des simétricas e assimétricas, Bertsimas et al. (2004)
complementam as analises.

Em suas pesquisas, Bertsimas ef al. (2004) demonstraram
que, no caso em que a distribuicdo foi simétrica, os retornos
nao se diferenciaram. Contudo, ao verificarem as assimétricas,
o modelo baseado no CVaR apresentou retornos maiores, isto
sugere que os investidores deveriam escolher o modelo base-
ado no CVaR para otimizagio de carteiras quando os retornos
historicos dos ativos ndo apresentem aderéncia a normalidade.

Na Tabela 2, sdo demonstradas as comparagdes entre os
modelos M.1 e M.3. Observa-se que em todos os semestres
analisados o modelo M.3 apresentou medianas superiores ao
M.1 para o grupo com distribui¢do normal, € em 14 periodos
as diferengas foram significativas. No caso dos retornos nao
normalmente distribuidos, o modelo M.3 apresentou retornos
superiores aos do modelo M.1 em 14 dos 16 periodos, mas em
dois deles a diferenga ndo foi significativa.

Percebem-se, nas analises, algumas diferencas nos resulta-
dos em relagdo ao estudo de Bertsimas ef al. (2004). Enquanto
esses autores demonstraram diferencas significativas somente
no conjunto de retornos ndo normalmente distribuidos, no
presente artigo houve diferengas significativas nos dois con-
juntos de dados, tanto nas agdes com normalidade dos retornos
quanto naquelas com auséncia de normalidade. Esses resultados
também foram diferenciados em relagdo ao estudo de Aratjo e
Montini (2011), no qual o modelo que utilizou o desvio padrao
como medida de risco apresentou maiores retornos no periodo
analisado (2009 e 2010); no presente artigo, as carteiras ana-
lisadas pelo modelo que minimiza o CVaR apresentaram os
maiores retornos.

Foram encontrados poucos trabalhos em que os modelos
LPM e CVaR sdao comparados. O trabalho em que os resultados
sao detalhados ¢ o de Konno et al. (2002). Em sua pesquisa, os
autores demonstram que as diferengas entre ambos os modelos
ndo foram significativas. Tais resultados foram justificados pe-
las caracteristicas dos modelos, que buscam minimizar o risco
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do lado inferior da distribui¢ao de probabilidade dos retornos,
variando somente a forma de estimagao.

As comparagdes entre os modelos M.2 e M.3 sdo apresen-
tadas na Tabela 3. No caso das distribui¢des normais, o modelo
M.2 apresentou retornos maiores em todos os periodos. Con-
tudo, em quatro deles as diferengas ndo foram significativas
ao nivel de 5%. No caso das distribui¢des ndo normais, em 12
semestres dos 16 analisados, o modelo M.2 apresentou supe-
rioridade quanto aos retornos, mas em somente um semestre a
diferenca niao foi significativa. Esses resultados indicam que,
apesar de os modelos buscarem minimizar o lado inferior das
distribuigdes de probabilidade dos retornos, a forma de esti-
magdo pode alterar o comportamento das carteiras.

5. CONSIDERAGOES FINAIS

A necessidade de os investidores buscarem formas de
comparar os modelos desenvolvidos para a otimizagdo de
carteiras, dado que o modelo de Markowitz (1952) foi revisado
durante os anos, ¢ muito importante para a tomada de decisdo
no mercado financeiro. Segundo Kato (2004), faltam trabalhos
que auxiliem os investidores a escolherem qual modelo de
otimizacdo de carteiras deveria ser adotado na gestao de seus
investimentos, principalmente na forma de como mensurar o
risco financeiro da carteira.

Na literatura, foram revisadas algumas medidas de risco,
como LPM (Lower Partial Moment) ¢ CVaR (Conditional
Value-at-Risk), cujas estimagdes foram facilitadas pela capa-
cidade computacional da atualidade. Diante disso, as metodo-
logias para comparacao do desempenho de modelos de selecao
de ativos formam a bases da Post-Modern Portfolio Theory
(PMPT) (Rom & Ferguson, 1994; Grootveld & Hallerbach,
1999; Roman & Mitra, 2009).

Mediante a contextualizagdo do trabalho, delimitaram-se
os objetivos da pesquisa. No principal deles — Quais as carac-
teristicas das carteiras de a¢des, quando utilizadas diferentes
métricas para a mensura¢ao de riscos, considerando-se retorno
com distribuicdo normal e ndo normalmente distribuido? —
propunha-se comparar as alocagdes de investimentos com
uso de diferentes modelos de otimizagao, em cada um deles
buscando-se minimizar as seguintes medidas de risco adotadas
para analise: o desvio padrao, o momento parcial inferior ¢ o
valor em risco condicional.

A partir das analises, percebeu-se que os retornos das car-
teiras apresentaram caracteristicas diferenciadas, dependendo
do modelo de otimizacao utilizado e da medida de risco esti-
mada. Essas diferencas foram observadas tanto para retornos
com distribui¢ao normal quanto para aqueles ndo normalmente
distribuidos. Desse modo, esses resultados contrapdem-se as
analises de Brito Neto e Volkmer (2001), Jarrow ¢ Zhao (2006)
e Estrada (2008), segundo as quais seria indiferente a escolha de
algum modelo de otimizagdo, baseando-se em alguma medida

de risco especifica. Portanto, selecionar de forma adequada a

medida de risco durante o processo de otimizagao de carteiras ¢

uma tarefa necessaria na atividade de analise de investimentos

e gestdo de carteiras.

Discutida a importancia de preocupar-se com os modelos
de otimizacdo para aferir riscos e retornos, sua necessidade
na analise de investimentos foi comprovada do ponto de vista
estatistico. Do ponto de visto pratico, no artigo apresenta-se
uma metodologia em que programadores podem desenvolver
uma rotina automatizada, que ndo compromete a adogao, tanto
por analistas quanto por investidores, de ferramentas robustas
para tomadas de decisdes. Com o advento dos algoritmos para
arealizacdo de negocios em alta frequéncia, esse tipo de rotina
pode até ser realizada em tempo real sem prejuizo do tempo
necessario para as tomadas de decisdes por esses atores.

Como sugestdo para trabalhos futuros, recomenda-se
avaliar os comportamentos dos modelos de otimizacdo e as
medidas de mensurag@o de risco em outros espagos de tempo,
como subdivisdes anuais, mensais ou trimestrais. Isso se torna
importante para verificar a robustez dessas medidas para perio-
dos de tempo maiores ou menores. Como exemplos, Jarrow e
Zhao (20006) realizaram simulacdes diarias para o horizonte de
tempo de um ano, e no presente artigo utilizaram-se periodos
semestrais; portanto, sugere-se a verificagdo dos métodos em
espagos de tempo diferentes.

Outra recomendagdo para trabalhos futuros seria incluir
outros tipos de ativos, como renda fixa e cambio. Essa inclusgo ¢
importante porque, tanto no presente artigo quanto no artigo de
Konno et al. (2002), foi utilizado somente retorno de agdes para
comparar as medidas de risco. Comparar os métodos contendo
esses outros tipos de ativos € uma contribui¢do importante para
a literatura, pois possibilita a utilizagao de ativos diferenciados
na comparagao entre as medidas de momento parcial inferior
e valor em risco condicional.

No presente artigo, contribuiu-se, de forma relevante, para
aprofundar a discussdo levantada por Estrada (2008), segundo
a qual ndo importa a medida de risco na sele¢do de ativos.
Neste trabalho, foram obtidos resultados que mostram a grande
importancia de escolher a métrica adequada na otimizagao de
carteira de acdes.

Como pode ser visto na Figura 2, este artigo também con-
tribui de forma relevante nos seguintes aspectos:

* no Brasil, ndo havia trabalhos em que as medidas desvio
padrao, LPM e CVaR tivessem sido discutidas no mesmo
artigo;

* no mundo, essas trés medidas ndo foram comparadas num
mesmo estudo em carteiras de acdes contendo normalidade
e ndo normalidade.

Como contribuigdo pratica, os gestores de carteiras podem
utilizar a metodologia apresentada para avaliar seus resultados
num ambiente dindmico. ¢
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Analysis of risk metrics in share portfolio optimization

Markowitz and Sharpe’s studies formed the basis of the so-called Modern Portfolio Theory. Over the years, their
papers were reviewed and alternative measures for portfolios optimization were presented. In view of this fact, there
is a need to evaluate what are the differences between these measures. According to Roman and Mitra, this problem
constitutes a new phase of studies, called Post-Modern Portfolio Theory. The purpose of this article is to compare
the optimization models using risk measures such as standard deviation (SD), lower partial moment (LPM) and
conditional value at risk (CVaR) to study their different forms of allocations in portfolios comprised of stocks traded
on the BM&FBovespa. The article is divided into two stages: the first begun with the selection of risk measures and
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ABSTRACT

the definition of the analysis period; in the second stage, there was the division of assets according to the shape of
the probability distribution of returns, with a group of stocks with returns normally distributed and another group of
stocks with returns without normal distribution. As for risk measures, tests showed similar characteristics between
models; as for the returns, the models that minimized LPM and CVaR showed superior results compared to the SD.
Such results are relevant because they oppose the studies according to which there are no significant differences
between the models.

Keywords: portfolio theory, downside risk, value-at-risk.

RESUMEN

Analisis de métricas de riesgo en la optimizacion de carteras de acciones

Los estudios de Markowitz y Sharpe formaron las bases de la Teoria Moderna del Portafolio. Los trabajos de estos
autores fueron revisados y medidas alternativas para la formacion de carteras fueron propuestas. Asi, hay una necesidad
de evaluar qué diferencias existen entre dichas medidas. Segun Roman y Mitra, este problema constituye una nueva
fase de estudios denominada Teoria Postmoderna de Portafolio. El objetivo en este articulo es comparar los modelos
de optimizacion con la utilizacion de las medidas de riesgo de desviacion estandar (DE), momento parcial inferior
(LPM) y valor en riesgo condicional (CVaR) para estudiar las diferentes formas de asignacion en carteras de acciones
negociadas en la BM&FBovespa. El trabajo se divide en dos partes, en la primera, se llevo a cabo la seleccion de
las medidas de riesgo y la definicion del periodo de andlisis; en la segunda, se dividieron los activos de acuerdo con
la distribucion de probabilidad de los rendimientos, un grupo compuesto por acciones con retornos normalmente
distribuidos y otro grupo por acciones con rendimientos que no tienen distribucién normal. En cuanto a las medidas
de riesgo, las pruebas presentaron caracteristicas similares entre los modelos; en relacion con los retornos, los modelos
que minimizaron el LPM y el CVaR demostraron resultados superiores en comparacion con la DE. Estos resultados
son relevantes porque ponen en contraposicion los trabajos que defienden la no existencia de diferencias significativas
entre los modelos.

Palabras clave: teoria del portafolio, downside risk, valor en riesgo.
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