MOMENTOS-L: TEORIA E APLICACAO EM HIDROLOGIA'
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RESUMO - Esta nota técnica foi redigida com o objetivo de apresentar o método momentos-L, que tem sido
proposto para o cdlculo dos parametros das principais distribui¢des de probabilidades utilizadas em estudos
hidrolégicos. Também foi seu objetivo inferir sobre o tipo de distribui¢ao estatistica mais empregada em aplicacdes
especificas. Com base na revisdo, pdde-se concluir que, ao analisar dados de eventos extremos, € recomendavel
testar a aderéncia, pelo menos, das seguintes distribuicdes de trés pardmetros: Generalizada Logistica, Generalizada
de Eventos Extremos, Generalizada Normal, Pearson tipo III e Generalizada de Pareto. Concluiu-se também
que os parametros dessas distribuicoes, e seus quantis, devem ser estimados utilizando os momentos-L derivados
dos momentos ponderados por probabilidade.

Palavras-chave: Hidrologia, distribui¢cdes estatisticas e método dos momentos.

L-MOMENTS: THEORY AND APPLICATION IN HYDROLOGY

ABSTRACT — This technical note aimed to review the L-moments methods which have been proposed to calculate
the parameters of the main distributions of probabilities used in hydrological studies. It also aimed to infer
on the type of statistical distribution most used for specific applications. Based on the review, it was concluded
that when analyzing data of extreme events it is advisable to test the adherence of, at least, the following
distributions of three parameters: Generalized Logistics, Generalized of Extreme Events, Pearson type 111
and Generalized of Pareto. It was also concluded that the parameters of these distributions and its quantis
should be estimated using the L-Moment derived of the Moments weighted by Probability.

Key words: Hidrology, statistical distributions and moments methods.

momentos e o dos momentos-L, podem conduzir a
resultados diferentes.

1.INTRODUCAO

A andlise de distribui¢des de freqii€ncias de vazdes

maximas e minimas e a de precipitagcdes maximas
demandam o uso de distribui¢des estatisticas. Um dos
problemas no uso de qualquer procedimento estatistico
aplicado a dados hidrolégicos estd, segundo Silvae
Assad (1998), na estimagao dos parametros dessas
distribui¢des. Os métodos de ajuste, dentre eles o dos

A anidlise de freqii€ncia de precipitacdes e, ou,
de vazodes extremas € dificultada, em muitos casos,
pela baixa densidade de estagdes e também pelo curto
periodo de tempo dos registros disponiveis. Nessa
situacdo, o hidrélogo deve procurar estimadores menos
sujeitos a variagdes amostrais. Para isso, Damazio e
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Costa (1991) sugerem a utilizagao da teoria dos momentos
ponderados por probabilidade (MPP), pois, segundo
eles, o sucesso desses estudos depende da distribuigcio
adotada e do método usado para estimar 0s seus
parametros, sendo MPP uma alternativa eficiente. Esse
método € uma opgido que resulta em viés menor do
que os que se obtém pelo método convencional
(HENRIQUES, 1991).

Uma abordagem cldssica para o estudo de vazdes
minimas consiste no ajustamento de distribui¢des tedricas
de probabilidades as séries de vazdes minimas médias
de estiagens de varios dias de duracdo, obtidas em
série histérica de vazdes didrias do local em estudo.
Procurou-se, com isso, caracterizar as vazoes minimas
de estiagem por meio da obtenc¢do da distribuicdo de
probabilidades do nimero de dias sem chuva, da
distribui¢do de probabilidades da vazao inicial de
recessao e das constantes de deplecdo da 4gua no
subsolo. Para projetos de estruturas hidraulicas, como
vertedouros e barragens, entre outros, bem como para
previsdo e controle de enchentes, faz-se necessario
o conhecimento das probabilidades de ocorréncia de
vazdes superiores a certos valores prefixados.

O objetivo deste trabalho foi apresentar algumas
consideragdes tedricas sobre os métodos de momentos
e momentos-L, que tém sido propostos para calcular
os parametros das principais distribui¢des de
probabilidades utilizadas em estudos hidrolégicos e
apresentar os estimadores dos parametros de algumas
distribuic¢des utilizadas nesses estudos.

2.MOMENTOS

As caracteristicas das distribui¢cdes de
probabilidades podem ser sumarizadas pelos momentos
populacionais. O momento de primeira ordem, em relacao
a origem dos X, representa a média populacional (u),
e o momento central de ordem r =2 é, por definic¢ao,
a variancia de X, simbolizada por 6°. As quantidades
que podem ser deduzidas do momento central de ordem
2 sdo o desvio-padriao (o) e o coeficiente de variagdo
(CV). Parar > 2, é usual descrever as caracteristicas
da funcdo de distribuicdo através das razdes

. . . -r/2 .
adimensionais U,.H, ~, das quais se destacam os

coeficientes de assimetria () e de curtose (), dados
—3/2 —
poT ¥ = U3y e Hatty’

Os momentos amostrais sdo estimados por
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quantidades similares, calculadas a partir dos dados
de uma amostra de tamanho n. Por exemplo, o estimador
natural de 4 € a média aritmética ou o momento amostral

de primeira ordem em relagdo a ori gem x=n Z X;. Os

momentos amostrais (m) de ordem (r) superlor sao
estimadores viesados dos momentos populacionais
de mesma ordem, entretanto podem ser corrigidos para
produzir estimadores sem viés, por exemplo, para
variancia, assimetria e curtose, respectivamente:

2
pe n N n m,

sy, V= s
? m-1)n-2) s

n—1
2
il [ -3 |+
s'm-2)m-3)|\n-1 .

3. METODO DOS MOMENTOS-L

(S

Além de dependentes de n, as estimativas com
base em momentos amostrais convencionais envolvem
poténcias sucessivas dos desvios dos dados em relagdo
ao valor central. Em conseqiiéncia, pequenas amostras
tendem a produzir estimativas ndo-confidveis,
principalmente para as fun¢des de momentos de ordem
superior, como a assimetria e curtose. Os momentos-
L sdo medidas de posi¢do, escala e forma das distribui¢coes
de probabilidade, similares aos momentos convencionais,
porém estimadas por combinagdes lineares da assimetria,
da curtose e do coeficiente de variagcao. Eles compdem
um sistema de medidas estatisticas mais confidveis
para descrigdo das caracteristicas das distribui¢des
de probabilidades e sdo derivados dos momentos
ponderados por probabilidade (MPP). Os MPP de uma
variavel aleatdria X, descrita pela fungdo de probabilidade
acumulada F(x), sdo as quantidades definidas

: |

pori,,, = E{ FG - F@] .
Os momentos-L de uma varidvel aleatéria X podem
ser conceituados como sendo as quantidades

i, = J.x(u)'P,il(u)dua e, em termos dos MPP, os
momentos-L sdo dados por A, =, =f, (média ou
momento-L de posi¢do da distribui¢do), A,=or—
20,=2B,—B,(momento-L de escala), A,=a -
6a,+60,=6f,-6+f, e A, =0 —120,+300,—200,=200,-
308,+12B,-8,.

As propriedades dos momentos-L sdo (HOSKING
e WALLIS, 1997): a) existéncia: se a média de uma
distribuicao existe, entdo todos os momentos-L também
existem; b) singularidade: se a média de uma distribui¢do
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existe, entdo todos os momentos-L a definem
singularmente; ¢) valores-limite:—o0 < ?»1 <oy, > 0;
paraX20, 0 < t < 1;d) transformacdes lineares: se
XeY,Y=aX+ bsdo duas varidveis aleatdrias de
momentos-L lr e k’; , respectivamente, entdo sdo validas
as seguintes relagdes A =al+b, A =ak;
v =(sinal de a)z,, T > 3; simetria: se X é uma varidvel
aleatdria, descrita por uma distribui¢c@o de probabilidades
simétrica, entdo todos os quocientes de momentos-
L de ordem impar (t=0, r=3, 5, ...) serdo nulos.

As fungdes-densidade de probabilidade, f{(x); as
funcdes de distribuicdo acumulada, F(x); e a funcao
quantil, x(F), bem como os momentos-L (4,, 4,, 7,,
T,) € os paradmetros de algumas distribui¢des tedricas
de trés parametros (o = parametro de escala, v =
pardmetro de forma e £ = parAmetro de posi¢ao), estdo
representadas nos Quadros 1, 2 e 3, conforme Hosking
e Wallis (1997).

4.SOBRE O USO DE DISTRIBUICOES DE
PROBABILIDADE

As distribui¢cdes de probabilidade de dois e trés
parametros mais indicadas e utilizadas em hidrologia,
no estudo de eventos de valores extremos, sdo do tipo
I— Gumbel, do tipo II — Fréchet e do tipo III — Weibull,
além da distribuicdo generalizada de eventos extremos.
Cabe mencionar também outros modelos ndo-extremais
como a distribui¢do Log-Normal, Pearson Tipo [1l e
Log-Pearson Tipo III, assim como as distribui¢des de
quatro parametros, Kappa, ou de cinco parametros,
como as distribi¢cdes Wakeby e Boughton (PINHEIRO
e NAGHETTINI, 1998).

Osborn et al. (1980), utilizando as distribui¢des
de Gumbel, Log-Normal, Pearson Tipo III e Log-Pearson
Tipo III nas séries de valores maximos anuais de chuva,
observaram que a distribui¢do que melhor se ajustou
aos dados foi a de Gumbel. Aron et al. (1987) determinaram
diversas alturas de chuvas, com duracgdes de 1 a 24
horas e periodos de retorno que variaram de 1 a 100
anos, no Estado da Pensylvania (EUA), e observaram
que a distribui¢do Log-Pearson Tipo III apresentou
melhor ajuste. Pinto et al. (1996) ajustaram modelos
tedricos de distribuicdo de probabilidade aos dados
de chuvas intensas de 29 estacdes pluviograficas do
Estado de Minas Gerais, verificando que o modelo de
Gumbel foi o que melhor se ajustou aos dados.

Matos Neto e Fraga (1983), Silvaetal. (1999) e
Vieira et al. (1988), analisando as precipitagcdes intensas
na cidade de Fortaleza, CE, no Estado de Sao Paulo
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e naregido de Piracicaba, SP, respectivamente, utilizaram
o modelo tedrico de distribui¢cao de probabilidade de
Gumbel, que tem proporcionado resultados satisfatorios
em vdrios casos. Ela foi empregada pelo Servigo Nacional
de Meteorologia dos Estados Unidos para ajustar os
valores extremos de alturas de chuvas a serem utilizados
em mapas que relacionam a variacao da altura da chuva
com a area atingida (OSBORN et al., 1980).

Damazio e Costa (1991) apresentaram os resultados
de uma andlise de freqiiéncia regionalizada de séries
de precipitacdes maximas anuais, na bacia do rio Madeira.
Como metodologia, usaram a teoria dos momentos
ponderados por probabilidade (MPP), tendo em vista
o curto periodo de tempo abrangido pelos registros
dos pluvidmetros existentes na regido e em razao do
fato de suas estimativas serem mais robustas e menos
influenciadas pela ocorréncia de valores atipicos,
conhecidos como outliers, em comparagao com o método
dos momentos convencionais.

Fernandes e Heinz (1991) investigaram a robustez
de varias distribui¢des de probabilidade usuais na analise
de eventos extremos hidrolégicos. A cada amostra de
dados foram ajustadas seis distribui¢des de probabilidade
pelo método dos momentos, a saber: Gumbel,
Exponencial, Log-Normal a dois e trés parametros,
Pearson Tipo Il e Log-Pearson Tipo III. A partir dessas
distribuicdes foram estimados valores de extremos com
10, 100, 1.000, 10.000 e 100.000 anos de periodo de retorno.
Para as estimativas de 1.000 e 10.000 anos de recorréncia,
os modelos de dois pardmetros indicaram resultados
mais robustos que os modelos de trés parametros, com
destaque para as distribuicdes de Gumbel e Exponencial.
Quanto a influéncia de diversos métodos de estimativa
de parametros, destacaram-se os métodos dos momentos
e da maxima verossimilhancga, para as distribui¢cdes
de Gumbel e Exponencial, respectivamente.

Pinheiro e Naghettini (1998) utilizaram, em estudo
regional de chuvas intensas, o método de momentos-
L para estimar os parametros da equacao do tipo
intensidade—duragao—freqiiéncia para a regiao
metropolitana de Belo Horizonte, tendo sido testadas
as seguintes distribui¢des de trés parametros: Logistica
Generalizada, Generalizada de Valores Extremos,
Generalizada de Pareto, log-Normal e Pearson Tipo I11.
Indiretamente, devido ao fato de uma distribuigao de
trés parametros poder conter outra de dois parametros,
testaram-se também as distribui¢des de dois pardmetros:
Uniforme, Logistica, Normal, Exponencial, Pareto e Valores
Extremos do Tipo I (Gumbel).
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Quadro 1 - Fungio densidade de probabilidade, f{x), distribui¢do acumulada, F(x), fun¢do quantil, x(F), momentos e parAmetros de posi¢do (&), de escala
() e de forma (v) das distribui¢cdes Generalizada Logistica e Generalizada de Valores Extremos

Table 1 — Probability density function, f(x), cumulative distribution, F(x), quantile function, x(F), moments and position parameters (&), scale (o) and
form (v) of Generalized Logistics and Generalized of Extreme Events

Funcdo densidade de probabilidade
J&)

Distribuigao

F (x)

Fungdo Quantil
X(F)

Momentos -L

7\']7 7\'25 T3, T4

Parametros de posicdo ( £ ),

de escala (o ) e de forma (v)

Generalizada Logistica

para v#0

x-¢§

y= ,para v=0

Generalizada de Valores Extremos

f(.x) —a 7lef(lfv )yfeiv

1n[1 - vi(x ¢ )}
y=- @ para v#0
v
x—¢
a
para v=0

1
e

F(x)=e*

§+t{1_[1;’j‘}para v#0
o d{F)

para v=0

§+“[_(_IHF)v]parav;t0
v

E-a ln(—lnF)

para v=0

PR B S
1 % senivn)

1= av T
: senivn'}
T, =-V
1+5 v?
T, = p
-1<v<l

A =g+ a[l-FEHv)]
- aﬁ-Z"’%F(l +v)
2030

-2

- s(-47)-100-3" Jr64-2")

-2

= —a 1
a:% sen(v n)
VT

v=-1,

f:;hl _al:l'F(1+V)]
2%
. Y
-2 Y G+y)
v~78590 ¢, +29554 ¢,’

2 _ln2

¢y = —
: 3+7; In3

I'(.) denota fungio gama: I'(x)= _[: e dt

0€6
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Quadro 2 — Fungio densidade de probabilidade, f{x), distribui¢do acumulada, F(x), fungao quantil, x(¥), momentos e parametros das distribui¢des Generalizada
Normal e Generalizada de Pareto*
Table 2 — Probability density function, f(x), cumulative distribution, F(x), quantile function, x(F), moments and parameters of Generalized Normal and

Generalized of Pareto*

Fungao densidade de probabilidade Distribuicao Fungdo Quantil Momentos -L Parametros de posigao ( &),
Jx) F(x) x(F) A, Aa, T3, T4 de escala (o ) e de forma ( v)
3 3 2
Generalizada Normal F(x)= (p(y) x(F) ndo tem I e‘ 4

2
-y
e 2

a2
12 =2)]

f(x) =

y=- ,para v#0
1%
X —
y= ,para v=0
Generalizada de Pareto
f(x) = 7167(17\) )y
VX —
i 1-205)]
a
y=————"—,parav=0
v
X —
y= ,para v=0
a

o(y)= o) dt

1 -4
e 2

CD()/): Jon

F(x)=1-¢7

forma analitica

explicita

§+ai—(1—F)V }

para v =0
E—a ln(l—F), para

v=0

2 4 6
—vA°+A1 Vvi+Ad, vi+4, v
1+B, v’ +B, v*+ B, v*

LG+ CvI+Cvt+Cv°

0
T, RT,+V
1+Dv>+D,v*+D,v®

A=+
1+v

Loa
? 1+v)2+v)

1
3+v

1-v)X2-v)

fa = (3+VX4+V)’ '

73

> -1

a2

Ay v ef%

a:—z

1-2¢| -V

)

N E,+E . +E, 1 +E, 1¢
c 1+F ¢ +F, 1} +F, ©¢
=i -2+l
05=(1—+—\/X2+v)i2

1-3
\):713

1+7,

79 =1,2260172 107'5 A, = 4,8860251 107'; 4, =4,4493076 1075 A, =8,_8027039 10™*; A, =1,1507084 10°°; B, =6,4662924 107;

B, =3,3090406 107°; B, =7,4290680 107°; C, =18756590 10~'; C, =-2,5352147 107°; C, =2,6995102 107;

C, =—1,8446680 10°°

D, =82325617 102; D, =4,2681448 1075 D, =11653690 10*; E, = 2,0466534;

E, =—3,6544371; E, =18396733; E, =—0,20360244; F, =—2,0182173; F, =1,2420401; F, =-021741801 (Fonte:

HOSKING e WALLIS, 1997).

eI3o[oapIy wo oededijde 9 BLIOJ) :"J- SOJUIWOIA

1E6
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Quadro 3 — Funcao densidade de probabilidade, f{x), distribui¢do acumulada, F(x), momentos e parametros da distribui¢do Pearson Tipo I1I*
Table 3 — Probability density function, f(x), cumulative distribution, F(x), moments and parameters of Pearson type I1I distribution

Funcgdo densidade de probabilidade Distribuigao Momentos -L (A}, Ay, T3, T4), para 0

Parametros de posicdo ( &), de

fx) F(x) <4/y* < o0 escala (o ) e de forma ( v)
Pearson Tipo 11 4 =4
g ¥¢ 2= §+—faM <=4
Se v > 0, entdo o dominio NET v
—a
dexé(§—2a/v)£x<oo,e Flx) 2 b

() B I Lk v

n &
( —&+2 ] e 2
v
K 4 4
(4 =6 Il —2—=|-3
( ) [zj T3 1/3(‘}2 sz

emque [/, (p, q) denota a razdo da

F(x)= (p(xa_fj, em que

Se v =0, a distribuigdo é Normal, e 0 d ominio de fungdo beta incompleta,

xé-o<x< oo, e

ox)= T[(Zn)f% e

f)=a @Y e2e) ; L) TED L iy

Se y<0,0dominiode xé-w<x< ¢&—2av

.l
v Lap
(i— 2a—xjv e ? i 4 4 oy
\% VT jfv e
4
{ 4
E

f(x) =

~
]
]
NS
TN

1

4Y: (4
LA R o
vz] (vzj
4 1

<

4
* fungdo quantil, x(F), sem forma analitica explicita; I" (.) é a fun¢do gama; e G( ,X | éafungdo gama incompleta.
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Valverde (2001) analisou séries histéricas de
precipitacdo de 31 estagdes pluviograficas localizadas
na bacia do rio Doce, objetivando ajustar e estimar,
por meio do método de momentos-L, os pardmetros
dos modelos tedricos de distribui¢do de probabilidades
de séries historicas regionais de precipitacdes maximas
adimensionalizadas com base no método index-flood.
Foi objetivo, também, estabelecer equacdes de
intensidade—duragcao—freqiiéncia regionais para a referida
bacia. Foram avaliadas as seguintes distribui¢cdes de
trés parametros: Generalizada Logistica, Generalizada
de Eventos Extremos, Generalizada Normal, Pearson
Tipo III e Generalizada de Pareto. Concluiu-se que a
distribuicdo probabilistica de trés parametros
Generalizada Logistica apresentou melhor aderéncia
aos dados de intensidade maxima média para essa bacia.

4. CONCLUSOES

Os dados de eventos extremos apresentam um
padrdo peculiar de distribuicdo, e as funcdes
probabilisticas acumuladas possuem formas bem
caracterizadas. Portanto, é recomendavel testar a
aderéncia desses dados, pelo menos, pelas seguintes
distribui¢des de: Generalizada Logistica, Generalizada
de Eventos Extremos, Generalizada Normal, Pearson
Tipo III e Generalizada de Pareto. Para estimar os
parametros dessas distribui¢cdes e seus quantis, devem
ser usados os momentos-L derivados dos Momentos
Ponderados por Probabilidade.
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