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RESUMO: Com este trabalho, teve-se o objetivo de pesquisar o desempenho do método de pontos
interiores (MPI), tipo trajetdria central, na maximizagdo de fungdes-objetivo associadas a producdo
e a receita agricolas, com restricoes de dgua e de nitrogénio. Para isso, foi desenvolvido um
procedimento matemdtico que maximiza a produgdo e a receita liquida separadamente, em fungdo
da dgua e do nitrogénio aplicados a cultura numa matriz bidimensional de restri¢cdes, a partir de
funcdes de produtividade para as culturas da aveia e da laranja-pera. O modelo foi caracterizado e, a
partir dele, foram gerados resultados numéricos para diferentes cendrios agricolas. Foi possivel
concluir que a metodologia utilizada (MPI) foi capaz de maximizar as fun¢des de produtividade e
de receita, resultando na obtencdo de valores semelhantes aos publicados na literatura, utilizando-se

de programacio separavel.

PALAVRAS-CHAVE: programacio ndo linear, trajetéria central, concavidade, fungdo-resposta,
otimizagao.

MAXIMIZATION OF THE PRODUCTION AND AGRICULTURAL INCOME WITH
WATER AND NITROGEN CONSTRAINTS BY USING THE INTERIOR POINTS
METHOD

ABSTRACT: The objective of this work was to evaluate the interior point method (central path)
(IPM) in the maximization of objective functions associated with the agricultural production and
income with water and nitrogen constraints. For this purpose, a procedure to maximize the
production and income in relation to water and nitrogen applied to the culture was developed in a
bi-dimensional matrix of constraints. The model was characterized and the numerical results are
presented for different agricultural crops and scenes. It was concluded that the used methodology
was capable of maximizing the productivity, obtaining values similar to the ones published in
literature by using separable programming.

KEYWORDS: nonlinear programming, central path, concavity, response function, optimization.

INTRODUCAO

A exploracgdo de qualquer atividade agricola que se destina a obten¢do de um produto requer a
utilizagio de insumos, que sdo combinados em quantidade e em qualidade por quem decide realizar
a exploracdo, conforme o conhecimento de tecnologias disponiveis. A rela¢do entre o processo de
conversdo de diversos fatores de producdo (insumos) em determinado produto caracteriza uma
funcdo de producdo, cuja relacdo insumo-produto pode ser continua ou descontinua (AGUIAR,
2005).

Virios fatores referentes ao solo, a planta e a atmosfera interagem entre si, determinando a
produtividade das culturas agricolas. Certamente existe uma relagdo funcional entre esses fatores e a
producdo das culturas, caracteristicas de cada condicio ambiental. A resposta das culturas a
irrigacdo pode variar em diferentes tipos de solos, climas e também em decorréncia da quantidade e
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da frequéncia de aplicagdo de dgua. O efeito da dgua na produgdo pode ainda interagir com
fertilizantes e uma série de outros insumos (FRIZZONE & ANDRADE JUNIOR, 2005).

O manejo racional dos insumos € imperativo na otimizagao da producio agricola. A avaliacdo
econdmica da produgdo envolve a quantificagdo da produtividade em resposta ao total de insumos
aplicados. A 4gua e o nitrogénio sdo fundamentais ao desenvolvimento das culturas, e quando sdo
correlacionadas a producio obtida, tem-se a funcio de producio dgua-nitrogénio-cultura.

O emprego das fungdes de producdo na andlise dos resultados de experi€ncias agricolas é
bastante difundido (FRIZZONE et al., 1995; BERTONHA et al., 1999; PEREIRA et al., 2003;
FRIZZONE & ANDRADE JUNIOR, 2005). Diversos trabalhos mostram que, para a funcdo de
producdo d&gua-fertilizante-cultura, um modelo polinomial de segundo grau normalmente é
utilizado. Essas funcdes ndo lineares podem ser tratadas por aproximacdes lineares, e a sua
otimizagdo pode ser feita utilizando-se da técnica de programacgdo separdvel. Essa abordagem
permite transformar um problema de programacio ndo linear em um problema de programacio
linear, possivel de ser solucionado pelo Método Simplex. Conforme FRIZZONE & ANDRADE
JUNIOR (2005), essa técnica permite aproximar uma funcio nio linear por meio de um conjunto de
segmentos de retas. De acordo com os autores, o desenvolvimento desse tipo de programacio
inicia-se por um equacionamento cujo esquema permite aproximar, por partes, fungdes ndo lineares
a funcdes lineares. A programacio linear e a programagio quadratica sdo, sem duvida, apropriadas
para problemas complexos que ndo podem ser resolvidos satisfatoriamente com técnicas analiticas
convencionais (BAIO et al., 2004; OJIMA YAMAKAMI, 2006).

Desenvolvida a partir do trabalho de KARMARKAR (1984), a metodologia de pontos
interiores (MPI), tipo trajetéria central, tem apresentado resultados com maior confiabilidade
quando aplicada em procedimentos que trabalham diretamente com as fungdes-objetivo. Segundo
BARBOZA & OLIVEIRA (2006), uma vantagem para o uso dessa metodologia estd na montagem
de estrutura matricial bem definida do problema. Experiéncias anteriores com o desenvolvimento de
MPIs especificos para uma classe de problemas e a exploracdo da estrutura matricial dos sistemas
lineares resultantes mostram que essa abordagem € muito bem-sucedida em termos da obtencgéo de
melhor desempenho computacional.

Com base no exposto, desenvolveu-se este trabalho com o objetivo de implementar
procedimento baseado no MPI, tipo trajetdria central, como alternativa a técnica de programacgao
separivel (FRIZZONE & ANDRADE JUNIOR, 2005). A fim de avaliar o desempenho
metodoldgico, é apresentada uma experiéncia numérica realizada com base nos dados apresentados
por FRIZZONE et al. (1995) e BERTONHA et al. (1999).

MATERIAL E METODOS

Seja p(w,n)a funcdo-resposta de uma determinada cultura (t ha' ou caixa drvore) em
relacdo a lamina de 4gua w(mm ou L arvore™) e a dose de fertilizantes n (kg ha” ou kg arvore™),
em geral uma fun¢do ndo linear, e w,,w,, n,, n, limitantes inferiores e superiores de w e n,

u’

respectivamente, sendo w, 20, n, 20, w, 2w, , n, 2n,.

z

Nesse contexto, o primeiro problema a considerar é: maximizar p(w,n); sujeito a
w<w<w,, n,< n<n,. O problema caracteriza-se como sendo de programagdo ndo linear
(PPNL) na caixa bidimensional de limitagdes [w,,w, Ix[n,,n, ] (BERTSEKAS, 2004).

Outro problema interessante de estudar na otimizacdo agricola com limita¢des hidricas e de
fertilizantes é a maximizacdo da receita liquida obtida no plantio de uma determinada cultura.

Considerando que o beneficio é proporcional a produtividade, procura-se, entdo: maximizar
RL(w,n) = p_.p(w,n)—c w—c,n; sujeito a w,Sw<w,, n,< n<n,; em que p. representa o
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preco da cultura (R$ th, cy o custo de dgua (R$ mm™ ha), ¢, o custo do nitrogénio (R$ kg'l) e
RL(w,n) areceita liquida obtida do plantio (R$ ha™).

Considere o PPNL na forma quadritica: maximizar p(w,n); sujeito a w,<w<w,_,

n<n<n,; p(w,n) =aw? +bwn+cn® +dw+en+f, sendo a,c<0. Conceitualmente, o MPI
tipo trajetdria central funciona da seguinte maneira: fixado um parametro p >0 e incorporando as

restri¢des, que definem a caixa bidimensional na fun¢io-objetivo por meio de uma fungdo “barreira
logaritmica”, resolve-se o PPNL irrestrito:

Maximizar ¢y (w,n) (1)
em que,

Oy (W,n) =p(w,n)+puB(w,n), e (2)

B(w,n) =log(w, —w)+log(w —wj)+log(n, —n) +log(n—ny) 3)

Em seguida, faz-se decréscimo de u e o processo é repetido até que um critério de parada

seja satisfeito. O nome barreira logaritmica deve-se ao fato de que a fun¢do logaritmo obriga o
procedimento a gerar pontos interiores afastados da fronteira da caixa bidimensional de restrigdes.
Para cada 4, o méximo de ¢, € alcangado num ponto interior do conjunto de solugdes vidveis do

problema, e quando u tende a zero, esse ponto move-se até um ponto préximo da solugdo 6tima do
problema. Como fun¢do de g, o conjunto de solu¢des 6timas dos PPNLs irrestritos fornece uma
curva denominada trajetéria central. O importante da metodologia é a maximizagdo de (I)M(W’ n)

para u fixo, mas como (1)M ¢ uma funcio estritamente concava, pelas condi¢des de primeira ordem

(BERTSEKAS, 2004), (w,n)=(w(u),n(u))define uma solucdo 6tima do PPNL irrestrito se, e
somente se:

0p (w,n
¢,(W.0) _dp(w,m)  w W g B R )
ow ow W,—W W-W, W, —W WwW-Ww,
0o (w,n
on on n,—n n-n, n,—n n-n
Fazendo s, = — Fh—w >0 5= wfv.'- =0z, =, #—n =0; 2= ;:n- >0, o sistema (4)-(5)
pode ser escrito como o sistema nao linear:
2aw+bn+s, —s, =—d (6)
2cn+bw + 7, -z, =-€ M
Sy (Wy-w)=u (®)
S1 (W - Wl) =u (9)
2y (ny-n)=u (10)
zl(n—nl):u (11)

Os pontos que resolvem aproximadamente as eqs.(6)-(11) encontram-se préximos da
trajetdria central associada a produtividade; mais ainda, as eqs.(6)-(7) representam as restri¢des que
definem a regido de viabilidade do correspondente problema dual, enquanto as egs.(8)-(11)
representam as condicdes de “folgas complementares aproximadas”. Entre as vantagens das
solucdes duais, destacam-se as possibilidades de fornecer informagdes econdOmicas sobre a
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utilizagdo de recursos, como, por exemplo, auxiliar na tomada de decisdo para a aquisi¢cdo de
recursos adicionais ou na andlise de sensitividade. Neste caso, as varidveis s, 5;, Z,,Z;, representam
a taxa de mudanca na produgdo e na receita liquida quando se faz variacdo nos limitantes dos
volumes de dgua e doses de nitrogénio. Pode-se dizer que o procedimento numérico implementado
para a maximizag¢do da produg¢do funciona como segue:

Dado um pardmetro u>0 e um ponto proximo de (w(g),n(p), s, (i), 5, (u), z, (), 2, (p))
(GONZAGA, 1992), em cada iteracdo € resolvido aproximadamente o sistema nao linear (6)-(11),
usando o método de Newton (BERTSEKAS, 2004). Em seguida, ¢ feito decréscimo de u e o

z z

processo € repetido até que uma condicdo de parada predeterminada € satisfeita. Da mesma
maneira, pode-se implementar um procedimento para a maximizagdo da receita liquida.

Para pesquisar o desempenho dos procedimentos, foram selecionadas as culturas aveia
(FRIZZONE et al., 1995) (eq.(12)) e laranja-pera (BERTONHA et al., 1999) (eq.(13)):

p(w,n)=3,575 10°w+1,554 10°n—-5,6 10°w?—5,110"n? (12)
em que,

p(w,n) - produtividade da aveia, t ha'l; p(w,n);

w - lamina de 4gua aplicada, mm, e

n - dose de nitrogénio, kg ha.

Os precos para a forragem de aveia, nitrogénio e dgua foram de R$ 150,00 ', R$ 0,50 kg'l e
0,020 m>, respectivamente, (w,n)e [0,600] [0,500].

p(w,n)=0,306+1,0110"°n—-1,46 10°n* +4,35 10~ w—4,47 10° w* (13)
em que,
p(w,n) - produtividade de laranja péra, caixas arvore™;
w - lamina de dgua aplicada, L. érvore’l, e
n - dose de nitrogénio, kg arvore™.
(w,n) € [0,6000] [0,5000]

Na primeira cultura, estudou-se a maximizag¢do da produtividade e a maximizacdo da receita
liquida. Para a segunda cultura, foi realizada apenas a maximizacio da produtividade em resposta a
aplicacdo da dgua e do nitrogénio, motivo pelo qual ndo foram apresentados os pregos normalmente
utilizados na maximizacio da receita liquida.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Para a cultura da aveia, os valores de produtividade e de receita liquida maximizados,
separadamente, apds a implementacdo do MPI em MATLAB, foram de 6,9 t ha'l, com lamina de
319,2 mm ha' e dose de nitrogénio de 152,36 kg ha, e de R$ 902,76 ha, com lamina de 307,29
mm ha” e dose de nitrogénio de 119,67 kg ha”. Utilizando a metodologia apresentada por
FRIZZONE et al. (1995), o valor de produtividade encontrado foi o mesmo, e em relagio a receita
liquida, pequenas diferencas de 0,64%, 0,87% e 0,27%, respectivamente. E importante ressaltar
que, na técnica de linearizacdo por partes (FRIZZONE & ANDRADE JUNIOR, 2005), o nimero
de seguimentos em que a funcdo-objetivo € linearizada, influencia no resultado encontrado, e
quanto maior esse nimero, mais préximo da fung¢do original se trabalha.

Nas Figuras 1 e 2, mostram-se os resultados de produtividade e de receita liquida,
respectivamente, para a cultura da aveia.
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FIGURA 1. Curvas de contorno da fun¢do p(w,n) e trajetdria central associada a produtividade (a),
e funcdo p(w,n) da aveia (b). Contour curves of the function p (w, n) and central
trajectory associated with productivity (a) and function p (w, n) of oat (b).
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FIGURA 2. Curvas de contorno da fungdo R(w, n) e trajetdria central associada a renda (a) e funcdo

RL (w, n) da aveia (b). Contour curves of the function R (w, n) and central

trajectory associated with income (a) RL and function (w, n) of oat (b).

Na Figura 1a, é possivel observar pequeno esbogo da trajetdria central gerada pelos pontos
do plano préximos dos pontos ((w(u),n(4)) que resolvem aproximadamente a eq.(1), para cada
M >0 fixo, no caso das curvas de contorno de p(w,n). Na Figura 1b, sdo apresentados os pontos
do espaco préximos dos pontos da trajetdria central (w(u),n(u), p(w(u),n(1))(para cada 1 >0
fixo), no caso do grafico da func¢do p(w,n). A vantagem de utilizar metodologia que segue

iterativamente a trajetoria central € que permite visualizar a convergéncia em direcdo a solucio
otima da produtividade quando u decresce até tolerincia predeterminada. Além disso, a cada

iterac@o, o usudrio tem ciéncia do progresso das solugdes aproximadas geradas e da regido onde se
encontram os valores 6timos dos problemas de producdo e da receita liquida, respectivamente. No
caso especifico deste trabalho, a sequéncia de pontos gerada pelo MPI que converge a solucdo
6tima € dada por (w* n* p(w* n*)) = (319,29; 152,36; 6,9) (Figura 1b). Além disso, o parametro

de penalidade x permite conhecer, em pequeno ndmero de iteracdes, a partir de que valor nio é

Eng. Agric., Jaboticabal, v.29, n.2, p.321-327, abr./jun. 2009



Daniel F. de Carvalho, Angel R. Sanchez Delgado, Rosane F. de Oliveira et al. 326

possivel obter melhor valor-objetivo, possibilitando a aplicagdo parcial do procedimento
implementado. Nesta experiéncia, o it em que sdo alcancados os valores 6timos é p* = 1313e — 4.

Analogamente, nas Figuras 2a e 2b, s@o apresentadas as trajetdrias centrais associadas as
curvas de contorno e grafico da receita RL(w,n), respectivamente. Nesse caso, € possivel perceber
que a sequéncia de pontos gerados como solugdes aproximadas da eq.(1), convergem para (w*, n*,
RL (w*, n*)) = (310; 120; 902,76). Os valores obtidos para as varidveis s;,s,,z;,Z,, na
maximizacdo da producdo e da receita liquida, respectivamente, sio quase zero (ordem 1077); isso
indica que ndo sdo significativas as variacdes ou mudancas nos volumes de dgua e doses de
nitrogénio, respectivamente.

Os resultados da maximiza¢do da produtividade referente a laranja-pera estdo apresentados
nas Figuras 3a e 3b. A produtividade médxima obtida pelo MPI, tipo trajetdria central, foi de 3,2
caixas por arvore, com volume de dgua igual a 5.065,1 L por drvore e dose de nitrogénio igual a
345,9 kg por arvore.
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FIGURA 3. Curvas de contorno da fun¢do p(w,n) e trajetdria central associada a produtividade (a),
e funcdo p(w,n) da laranja-pera (b). Contour curves of the function p (w, n) and
central trajectory associated with productivity (a) and function p (w, n) of the
orange pear (b).

Os resultados apresentados por BERTONHA et al. (1999) foram praticamente 0os mesmos,
com variagdo apenas no volume de dgua aplicada por drvore. Da mesma forma, as Figuras mostram
a trajetdria central gerada pelas solugdes 6timas aproximadas de eq.(1), quando da aplicagdo do
MPI, tipo trajetéria central. E possivel notar que agora a sequéncia de pontos converge a uma
solucdo 6tima dada por (w*, n*, p(w*, n*)) = (5.095,6; 345,9; 3,2). Novamente, ndo parecem
significativas as variacdes dos volumes de dgua e de doses de nitrogénio, respectivamente.

CONCLUSOES

Na busca de técnicas que trabalham diretamente com a fung¢do-objetivo, foi apresentada
proposta metodolégica implementada em MATLAB 7.1 para maximizar a producdo e a receita
liquida agricola separadamente com limitacdes de insumos (dgua e fertilizantes), usando o método
de pontos interiores (MPI), tipo trajetéria central. Com base nos resultados obtidos, foi possivel
concluir que a metolodologia apresentada constitui alternativa confidvel, considerando os resultados
semelhantes aos publicados na literatura, utilizando-se de programacio separdvel para a resolugdo
dos problemas de maximiza¢do da producio e da receita liquida em cendrios hidroagricolas.
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