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A PROPOSTA DE UMA TEORIA GERAL DE PRINCIPIOS
DE ABSTRACAO: UMA CONTRIBUICAO A
FUNDAMENTACAO DA ARITMETICA

André Nascimento Pontes’

RESUMO: O objetivo do presente artigo ¢ apresentar a correlagio entre o programa logicista fregeano
de fundamentagio da aritmética, o neologicismo de Crispin Wright e os chamados principios de
abstragio. Minha tese é que uma andlise geral de principios de abstragdo, do ponto de vista l6gico
e explanatdrio, é mais basilar que o projeto de fundamentagao da aritmética na forma como ele foi
proposto pelo logicismo. Isso fica evidente através do fato de que o fracasso do programa logicista
esteve intimamente ligado & imprecisdo e inconsisténcia no uso de procedimento de abstragio.

PALAVRAS-CHAVE: Légica; Filosofia da Matemdtica; Aritmética; Principio de Abstragao.

Em linhas gerais, principios de abstracio constituem mecanismos
l6gico-semAnticos que operam com a fungio de introduzir o discurso acerca
de objetos abstratos em uma teoria — no caso especifico da aritmética, onde
se concentram os esforcos deste artigo, a introdugao do discurso a respeito de
nimeros cardinais — juntamente com critérios de identidade que tais objetos
devem obedecer?. Diante da centralidade do uso de instAncias do principio de
abstracdo na realizacdo de importantes programas filoséficos e nas propostas
de distingbes conceituais bdsicas desenvolvidas nos campos da Metafisica,
Epistemologia, Filosofia da Matemdtica, dentre outros, penso que a tentativa
de realizar uma andlise geral de tais principios configura um projeto de
extrema relevancia para os fundamentos da prépria atividade filoséfica. Nesse
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2Ao longo do texto, usarei o termo “principios de abstragao” (no plural) para me referir as mais diferentes
instincias de um esquema proposicional geral que ¢ utilizado para obter definigoes contextuais ou
parciais a partir das quais introduzimos entidades abstratas em nossas teorias. Uma fomalizacao desse
esquema serd apresentada na Segdo 1. Nesse contexto, usarei o termo “principio de abstragio” (no
singular) para me referir a esse esquema proposicional.
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sentido, a andlise de principios de abstragio possui um cardter metafilos6fico
e conexoes claras nao apenas com problemas técnicos formulados em Filosofia
da Matemdtica, mas também com questdes filoséficas mais amplas. Por
exemplo, Aristdteles ja fazia uso de procedimentos de abstragio para explicar
nosso conhecimento sobre universais enquanto classe de objetos semelhantes.
Partindo desse contexto geral, parece natural pensar que os resultados de
uma teoria de principios de abstragio podem oferecer os recursos bdsicos de
andlise de questoes em diversos campos da pesquisa filoséfica. Um exemplo
relevante seria a disting¢io entre os termos “abstrato” e “concreto” — de extrema
importincia para o debate acerca dos universais — que s6 pode ser devidamente
formulada com base em uma explanacio da constituigio e dos critérios de
aceitabilidade do que entendemos por objetos abstratos.

No presente artigo, concentro meus esforcos na tentativa de apresentar
a necessidade de uma teoria geral de principios de abstragdo, tomando como
contexto argumentativo as conexoes entre procedimentos de abstracio ¢ a
Filosofia da Matemdtica. Meu ponto de partida é a discussao da relagdo de tais
principios com a execugdo do programa logicista de Frege — e isso inclui sua
posicao no fracasso desse mesmo programa — bem como com a formulacio
das alternativas neologicistas desenvolvidas nas tltimas décadas. A tese bdsica
que orienta meu artigo é que a realizacdo de uma teoria geral de principios
de abstragao ¢, de um ponto de vista logico e filoséfico, mais fundamental
que a propria execu¢do da fundamentagio da aritmética tomada do quadro
tedrico do logicismo. A justificativa para tal afirmagio é que, somente a partir
do momento no qual posso oferecer critérios sélidos para identificar uma boa
instincia do principio de abstra¢io — ou seja, uma instincia livre de paradoxos
—, ¢ que posso garantir a consisténcia do conjunto de resultados que derivamos
a partir dela.

O programa logicista em Filosofia da Matemdtica pode ser caracterizado,
em linhas gerais, como a proposta de reducdo de todas as proposicoes bésicas
da aritmética a proposigoes da légica. A tese central do logicismo é mostrar
niao sé que, em ultima instincia, a aritmética pode ser expressa em termos
estritamente légicos, mas, também, de maneira mais fundamental, que as leis
basicas da aritmética podem ser derivadas de leis 16gicas.’ E fato notério que

*> De acordo com Quine, o programa de redugdo em fundamentos da matemdtica se dd em duas
dire¢oes: por um lado, hd uma ideia de uma redugdo conceitual — no caso especifico do logicismo, isso
equivale A tentativa de expressar todas as nogoes aritméticas em termos estritamente logicos. Mas isso
nio garante ainda que a légica ¢ mais fundamental que a aritmética. Por isso, é imprescindivel um
segundo passo, que Quine chama de redugio doutrinal, através do qual todas as leis aritméticas possam
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o fracasso do programa logicista de fundamentagio da aritmética, na versao
proposta por Frege, deve-se fundamentalmente a formulacio do Paradoxo
de Russell, a partir do polémico Axioma V utilizado, dentre outras coisas,
para provar o chamado Principio de Hume; ambos, instncias do principio
de abstragio. Muitos filésofos e matemdticos apontam tal acontecimento
tanto como um marco na crise dos fundamentos, que inspirou avangos sem
precedentes na Filosofia da Matemdtica, quanto o ponto de origem do que
chamamos de teoria axiomdtica dos conjuntos.

A despeito do fracasso do programa fregeano de fundamentagio da
aritmética, as tltimas décadas foram palco de propostas de revisdo das principais
etapas de execugio do programa de Frege, tomando como base alguns resultados
técnicos recentes obtidos em légica e filosofia da matemdtica. O objetivo principal
era oferecer uma versio consistente do ideal de reducio da aritmética a l6gica.*
Tais propostas sio comumente denominadas na literatura como nreologicistas.
Em geral, como veremos adiante, as propostas neologicistas mais influentes
se concentram na tentativa de mostrar que ¢é possivel oferecer uma definicio
relevante de niimero cardinal sem apelar para nogio de extensdes de conceitos, a
exemplo do que fez Frege, ao utilizar o Axioma V. Para alguns neologicistas, uma
nova defini¢io deveria ser introduzida contextualmente, através do Principio de
Hume. Se isso for possivel, podemos oferecer uma versio do logicismo onde o
Axioma V ¢ dispensdvel e, consequentemente, onde o paradoxo de Russell nao
pode ser derivado. Nesse contexto, fica claro que o passo fundamental para o
neologicista seria mostrar a validade do Principio de Hume a ponto de legitimar
seu uso como um axioma dentro do sistema.

Da forma como planejei o presente artigo, ele se encontra divido em
trés secoes: na Secdo 1, apresento de forma panorimica a relevincia do Axioma
V e do Principio de Hume para a execugido do logicismo de Frege, bem como
a relagdo desses principios com o que chamarei de esquema geral de abstragio.
A Segio 2 ¢é dedicada a uma apresentagio dos principais tragos da proposta
neologicista de Crispin Wright. Por fim, na Se¢io 3, tento demonstrar que o
sucesso da proposta de Wright — se ele ¢ possivel — depende, em grande parte,

ser derivadas a partir de leis estritamente légicas. A redugao conceitual se preocupa com o significado e
a expressabilidade de uma teoria, com base nos conceitos de outra, ao passo que uma redugao doutrinal
se preocupa com a verdade e a derivabilidade de uma teoria, através de outra mais fundamental. Cf.
QUINE, W. v. O. Naturalized Epistemology. In: Ontological Relativity and Others Essays. New York:
Columbia University Press, 1969.

4 Dentre os trabalhos técnicos mais influentes, estio: WRIGHT (1983), BOOLOS (1987) ¢ HECK
(1993).
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de uma andlise geral do estatuto 16gico-seméntico de principios de abstracio.
Penso que, embora posteriormente tal andlise se revele insuficiente para o
sucesso do programa neologicista, dela podemos ainda derivar resultados
filoséficos relevantes envolvendo aspectos ontoldgicos e epistemoldgicos de
objetos abstratos.

1 O PRINCIPIO DE ABSTRAGAO E O LOGICISMO DE FREGE

Embora procedimentos de abstragio estejam presentes desde a tradicao
cldssica, por exemplo, no processo de derivagio de universais a partir de classe
de objetos semelhantes na metafisica aristotélica, foi Frege o primeiro a oferecer
um estudo formal, claro e convincente que correlaciona o uso de principios de
abstragio A constitui¢io de uma ontologia de objetos abstratos. E fato notério
que o interesse fundamental de Frege era a demonstragio do seu programa
logicista e, por isso, sua andlise de procedimentos de abstragdo se concentrava,
em ultima instdncia, na derivagdo de um tipo especial de objeto abstrato, a
saber, nimeros cardinais. A estreita relagio do programa filoséfico de Frege
e o uso de procedimentos de abstragdo fica evidente, como veremos a seguir,
através da centralidade do uso de duas instancias do principio de abstragdo na
execucio e fracasso do logicismo, a saber, o axioma V e o principio de Hume.

O nicleo do programa logicista fregeano estd centrado no problema
da explanagio da estrutura dos objetos descritos pela aritmética bdsica, ou
seja, 0s nimeros, — que, para Frege, possuem natureza légica — bem como
na forma como esses niimeros sio dados a nés. Contra Kant, que defendeu a
natureza sintética a priori do conhecimento matemdtico — e isso inclui tanto a
geometria quanto a aritmética — Frege defendeu a tese de que as proposicoes
da aritmética sao analiticas no sentido dado nos Fundamentos da Aritmética
§3, isto ¢, provdveis exclusivamente com base em leis logicas juntamente com
definicoes relevantes. Da forma como interpreto a questio, a execugio do
programa desenvolvido por Frege passa por dois pontos preliminares: (1) pelo
estabelecimento de uma linguagem formal através da qual todas as proposicoes
da aritmética possam ser expressas; e esse foi precisamente o projeto realizado
com sucesso por Frege, em sua Begriffsschrift, onde ele exp6s a base da légica
de predicados; e (2) pela apresentagao de definigoes bésicas que oferecam de
forma clara critérios de identidade para introduzir os objetos que o dominio
matemdtico pressupde; € isso, como penso, passa pela tentativa de oferecer
uma explanacio adequada para nosso conhecimento de objetos abstratos — no
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caso especifico da aritmética, o conhecimento sobre niimeros cardinais — via
andlise de principios de abstracio. O nucleo do presente artigo se concentra
na relagio entre a formulacio de uma teoria geral de principios de abstracdo e
a execucdo do tépico (2) mencionado anteriormente.

De acordo com Frege, toda asser¢io numérica constitui uma afirmacio
sobre predicados ou conceitos. Por exemplo, dizer que “quatro era o niimero
de musicos dos Beatles” equivale a dizer que o predicado ou conceito ser miisico
dos Beatles tem a propriedade de possuir quatro objetos que caem sob ele.
A questdo era como realizar a passagem das afirmagées sobre propriedades
numéricas para os niimeros propriamente ditos. Para isso, Frege introduziu’
o chamado Principio de Hume, em que podemos encontrar algo como um
“operador de cardinalidade” (“NxFx”, ou seja, o niimero que convém ao
conceito F). De maneira formal, o Principio de Hume pode ser enunciado
como segue:

NxFx=NxGx < F=G

onde o simbolo “=” denota a correspondéncia biunivoca entre
os elementos que entram na composi¢io das extensoes de F e G. O que a
formalizacio fregeana do Principio de Hume afirma basicamente ¢ que o
ndmero de F5 é o mesmo que o nimero de Gs se, e somente se, houver uma
correspondéncia biunivoca (um-a-um) entre os objetos que sio Fs e os objetos
que sio Gs. De modo andlogo, Frege oferece um critério claro para definir
equinumerosidade, a saber, os conceitos F e G sdo equinuméricos se, e somente
se, existe uma correspondéncia biunivoca entre os elementos que compéem a
extensdo de F e os elementos da extensdo de G, isto ¢, uma correspondéncia
um-a-um entre os membros dos conjuntos de Fs e Gs. E importante notar que
o Principio de Hume introduz na formulagio do programa logicista fregeano
um novo tipo de objeto, a saber, nimeros cardinais. Ele opera enquanto uma
definicdo contextual, tendo em vista que sua fungio ¢é estabelecer as condigoes
de verdade de toda sentenca envolvendo atribui¢oes numéricas.

Embora o Principio de Hume, juntamente com a légica de segunda
ordem, ofereca uma base consistente para o tratamento formal dos axiomas da
aritmética de Peano, a principio, ele ndo constitui uma verdade estritamente
légica e, portanto, nio pode ser utilizado como base para o programa logicista.
Para além dessa objecdo, Frege tinha percebido (FREGE, 1983, §§66-67) o
fato de que, tomado isoladamente, o Principio de Hume nao possibilitava dar

> Cf. Os Fundamentos da Aritmética, S§ 60-68.
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uma solug¢do para o que ficou conhecido na literatura como o Problema Jiilio
César, a saber, como identificar e diferenciar os niimeros de outros tipos de
objetos.® A ideia ¢ que o Principio de Hume oferece um recurso elegante para
verificar o valor de verdade de uma afirmacio da forma

NxFx = NxGx

ou seja, para verificar as condigoes de verdade da afirmacio de que a
dois conceitos convém o mesmo niimero. No entanto, ele falha em apresentar
as condigoes de verdade para uma sentenca da forma

a = NxFx

a qual sustenta ser 2 0 nimero que convém ao conceito F. Tomando
o exemplo oferecido por Frege: como saber que Julio César nao é o niimero
que convém a um conceito qualquer j? Ou ainda, como saber se é verdade que
dp(Jalio César = Nxgx)?

Como uma solugio para esse impasse, Frege introduziu o Axioma V
como um recurso para, a uma sé vez, provar a validade do Principio de Hume
e também prover o meio para uma definigio explicita de nimero cardinal em
termos de extensées de conceitos que eliminasse o Problema Julio César’.

Grosso modo, o Axioma V de Frege pode ser formulado como segue:
{x:Fx}={x:Gx} = Vx(Fx=Gx)

0 que, em linguagem natural, equivale 3 seguinte afirmacio: dizer que dois
conjuntos F e G sio idénticos é o mesmo que dizer que F ¢ G possuem a
mesma extensio, ou seja, os objetos Fs e os objetos Gs sio precisamente
os mesmos objetos. No Axioma V, os termos do tipo “{x:Fx}” funcionam
como um operador de abstracdo que permite falar sobre a extensio de um
conceito F qualquer. Em linhas gerais, o Axioma V serd usado para introduzir
uma definicio de nimeros enquanto classes de extensdes de conceitos
equinuméricos®. Respondendo de maneira simplificada ao problema anterior:

¢ O problema ganhou o nome esdrixulo de Problema Jitlio César, pois Frege o apresentou através
da questdo: “[como saber] se a um conceito convém o ntimero Julio César, ou ainda, se este famoso
conquistador da Gélia, ¢ ou nao um nimero?” Cf. Os Fundamentos da Aritmética, $56. Em tltima
instincia, o que estd em jogo, na formulagio do problema Julio César, é a busca por um critério de
aplicagdo para nimeros que determine a que tipos de conceitos um objeto x deve estar associado para
que x seja um numero.

7Para uma introdugao ao estudo do Axioma V de Frege, cf. HECK (1998).

8Vale ressaltar que, para Frege, extensoes sao também objetos.
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tendo em vista que Julio César ndo ¢ uma extensio, entio ele também nao é
um ndmero e, portanto, estaria solucionado o Problema Julio César’.

O que estd por trds tanto da formulagio do Axioma V quanto do
Principio de Hume — e que constitui o ndcleo de interesse do presente artigo —
sao os chamados principios de abstracio. O AxiomaV e o Principio de Hume sao
instAncias do principio de abstragio que Frege usa com o objetivo de introduzir
objetos abstratos — a saber, nimeros cardinais —, em sua teoria, juntamente
com critérios de identidade bem definidos para esses mesmos objetos.'® De
fato, a fungio central dos principios de abstragao deve ser (ou deveria ser) a
de estabelecer os critérios de identidade que possibilitem introduzir de forma
legitima e segura o discurso sobre objetos abstratos. Esse é, por exemplo, o
caso do Principio de Hume no logicismo fregeano, o qual permite gerar o
discurso sobre niimeros cardinais a partir de nogoes mais bdsicas, tais como a
de correlagio biunivoca (correspondéncia um-a-um) ou a de equinumerosidade.

Em linhas gerais, as diferentes instincias do principio de abstracio
sio nada mais que casos especificos de um esquema geral de abstragio com a
seguinte forma:

VxVy(Zx=2y < x=y)

onde “Z” é um operador aplicdvel a expressdes do tipo das varidveis
‘%" e “y” — um exemplo pode ser termos singulares — e “=” ¢ uma relagao
de equivaléncia entre entidades denotadas pelos termos que substicuem as
varidveis “x” e “y”. No caso especifico em que as varidveis “x” e “y” variam
sobre objetos, o termo “=” ocorre enquanto uma relagio diddica de primeira
ordem, e o principio de abstragio resultante representa uma abstragio de

primeira ordem sobre objetos. De maneira andloga, tanto o Axioma V quanto

9 E claro que, em uma andlise mais rigorosa do Problema Jiilio César, ¢ sempre possivel levantar a
questao “como sabemos que Julio César nao ¢ uma extensio?” A critica-padrio a essa solugio ingénua
¢ que, em tltima instincia, ela apenas transfere o problema: se, de inicio, a questdo era oferecer um
critério que determinasse se Julio César ¢ ou nio um nimero, agora o problema ¢ oferecer um critério
que determine se Julio César ¢ ou nao uma extensao. Ao que parece, nos Fundamentos da Aritmética,
Frege tomava a nogao de extensio de um conceito como fundamental e nao problemdtica.

10 Para uma anlise introdutéria da nogo de “objeto abstrato”, cf. LOWE, E. J. The metaphysics
of abstracts objects. The Journal of Philosophy, v. XCII, n. 10, out. de 1995. Lowe apresenta
basicamente trés concepgdes de objeto abstrato: um objeto pode ser entendido como abstrato (1)
enquanto oposto ao concreto, ou seja, ndo localizado no espago-tempo e destituido de interagio
causal com objetos concretos, (2) enquanto algo concebido como incapaz de desfrutar de uma
existéncia independente e, por fim, (3) enquanto algo que ¢ concebido e introduzido através de
principios de abstraco. E precisamente esse terceiro sentido de abstragio que estd em questio, no
presente trabalho.
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o Principio de Hume podem ser apresentados como instincias de ordem
superior do esquema geral de abstracio com base nas quais o conceito de
nimero cardinal pode ser explanado. No caso especifico do Principio de
Hume, a tese de que “o nimero de Fs é o mesmo que o nimero de G se,
e somente se, houver uma correspondéncia biunivoca entre os Fs e os Gs”, é
formalmente equivalente a um principio de abstragio de ordem superior, no
qual o termo “=” expressa a equivaléncia entre extensoes de conceitos — no
caso especifico, os conceitos Fe G.

O que Russell mostrou, e que causou o colapso do programa logicista de
Frege, foi que o uso irrestrito de definicdes por abstragio pode gerar situagoes
paradoxais que colocam em xeque a consisténcia do sistema que as utiliza.
O exemplo cldssico derivado dentro programa fregeano é o seguinte: através
do paradoxo que leva seu nome, Russell mostrou que, em tltima instancia,
o Axioma V utilizado por Frege — que, como vimos, é uma instancia do
esquema geral de abstragio — implica que, correspondendo a toda propriedade
de entidades matemdticas, existe um conjunto de entidades matemdticas que
possuem aquela propriedade.'" Logo, tomando a propriedade definida dentro
da teoria ingénua dos conjuntos, “o conjunto que nio contém a si mesmo
como elemento”, é ficil observar que tal propriedade pode ser usada para
expressar uma classe ou conjunto F, que possui como membros apenas os
conjuntos que nio contém a si mesmos como elemento. A situagio paradoxal
surge quando perguntamos se F ¢ ou nio um membro de E A conclusio é que
(PED <> =(PED)) e que ¢ logicamente equivalente a (PEDP) A = (DED)).

Podemos observar também, como ressaltam Demopoulos e Clark
(2007, p. 133), de maneira diddtica, que, na dire¢ao

Vx(FxeGx) = {x:Fx}={x:Gx}

"' De forma um pouco mais detalhada, a ideia ¢ que podemos mostrar que, com base no Axioma
V — {x:Fx}={x:Gx} = Vx(Fx<Gx) —, é possivel definir a nocdo de pertinéncia (membership), a saber,
x€y = FH(Hx A y = {x:Hx}). O fato é que, no contexto da légica de segunda ordem, o Axioma V,
juntamente com a presente formulagio da nogio de pertinéncia, implica o chamado axioma ingénuo
da compreensio (Naive Comprehension Axiom), presente na teoria ingénua dos conjuntos, a saber,
VPIzVx(xEz = Px). O que o axioma da compreensdo afirma é que, para toda propriedade, hd um
conjunto que consiste precisamente dos individuos que satisfazem a propriedade em questao. No
caso especifico onde nenhum individuo satisfaz a propriedade, o conjunto associado a essa mesma
propriedade consiste no conjunto vazio (). Vale ressaltar que resultados recentes (PARSONS, 1987)
mostraram que, no contexto da légica de primeira ordem, qualquer conjunto de instancias do Axioma
V ¢ consistente, ou seja, o fragmento da légica de primeira ordem do programa logicista fregeano ¢
consistente. O problema ¢ que a légica de primeira ordem nio ¢ potente o suficiente para os interesses
do programa logicista.
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o Axioma V apresenta o cardter funcional da relagio que associa todo
conceito a uma extensao, ao passo que a diregio

{x:Fx}t={x:Gx} = Vx(Fx<>Gx)

mostra que essa mesma funcio é biunivoca (um-a-um). No entanto,
o que o paradoxo de Russell evidenciou é que nido existe tal fungio. Se
assumimos que o Axioma V implica que a totalidade das extensées de conceitos
corresponde ao conjunto poténcia (power set) do conjunto de objetos que
caem sob eles, entao o Axioma V contraria o teorema de Cantor, segundo o
qual nfo existe nenhuma correspondéncia biunivoca entre um conjunto x ¢ o
conjunto poténcia de x, P(x). Em resumo, o que Russell apontou, através do
seu paradoxo, é que o programa logicista, da forma que ele foi proposto por
Frege, nao possui um modelo que o satisfaca'?.

2 O PROGRAMA NEOLOGICISTA E O PRINCIPIO DE ABSTRACAO

O nucleo das propostas neologicistas se concentra, via de regra, na
tentativa de oferecer uma base axiomdtica que evite formula¢oes paradoxais
e a consequente inconsisténcia do programa de reducio da aritmética a
légica (HALE; WRIGHT, 2001). Essa ¢ a ideia bdsica por trds da estratégia
proposta por Crispin Wright, no seu livio Freges conceprion of numbers as
objects (WRIGHT, 1983). Segundo Wright, o programa fregeano de redugao
da aritmética de Peano a um conjunto bdsico de proposi¢ées formuladas a
partir da ldgica de predicados de segunda ordem foi realizado em duas etapas
distintas: em um primeiro momento, Frege empregou o inconsistente Axioma
V para derivar o Principio de Hume. No segundo momento, o Principio de
Hume foi usado — juntamente com a légica de segunda ordem — para derivar
as afirmacoes bdsicas da aritmética de Peano. Como Wright defende, o Axioma
V nio ¢ efetivamente utilizado na segunda parte da derivagio fregeana. Dessa
forma, se for possivel comprovar que, ao contrdrio do Axioma V, o Principio

'2 Apés a demonstragio do paradoxo, o préprio Russell tentou salvar o programa logicista, formulando
uma versio alternativa. Cf. RUSSELL, B.; WHITEHEAD, A. N. Principia Mathematica [1910-1913]
3 vols. Cambridge: Cambridge University Press, 1978. Através dessa tentativa, ele derivou andlises
relevantes acerca do principio do circulo vicioso e da nogao de impredicatividade que resultaram em
sua teoria dos tipos ldgicos. Ocorre que, para um novo fracasso do programa logicista, dentre outros
problemas, a defini¢io de nimero proposta por Russell pressupunha, através do que ficou conhecido
com o axioma da infinidade, a existéncia de infinitos objetos no universo. Obviamente, tal axioma nio
¢ légico e sua aceitabilidade é extremamente polémica. Para uma andlise introdutéria do logicismo
de Russell, cf. GODWYN, M.; IRVINE, A. Bertrand Russell’s Logicism. In: GRIFFIN, N. 7he
Cambridge Companion to Bertrand Russell. Cambridge: Cambridge University Press, 2003.
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de Hume ¢ consistente com a légica de segunda ordem, poderfamos entao
mostrar que a primeira etapa da derivacio fregeana é dispensdvel, eliminando
assim o Axioma V do programa logicista ¢ nos concentrando apenas na
segunda etapa da derivacio.” Nesse sentido, o Principio de Hume poderia
ser assumido como analitico dentro do programa de reducio logicista e usado
para obter, nao uma defini¢io de niimero cardinal em termos de extensoes
de conceitos, mas uma defini¢do contextual estabelecida por estipulagao. Em
outras palavras, o Principio de Hume seria usado como um axioma ou uma
defini¢io primitiva para obter uma extensio conservativa da légica de segunda
ordem, pela qual o programa de redugio da aritmética fosse possivel.

Importantes resultados foram apresentados nas tltimas décadas, no
sentido de demonstrar que o Principio de Hume é consistente com a 16gica
de segunda ordem. Nesse contexto, destaca-se Boolos (1987), onde podemos
encontrar um esbogo de uma teoria formal FA (“Frege Arithmetic”) para o
programa logicista fregeano, contendo um equivalente do Principio de Hume
que captura a estrutura bdsica das teses centrais presentes nos Fundamentos
da Aritmética (SS 68-83) e para a qual Boolos apresenta uma prova de
consisténcia com a aritmética bdsica de Peano. Em linhas gerais, a teoria
formal FA, proposta por Boolos, é completamente expressa através da légica
de segunda ordem, enquanto uma extensio do sistema apresentado por Frege,
na Begriffsschrift. O objetivo de Boolos era mostrar que é possivel oferecer um
modelo para o Principio de Hume tanto na teoria dos conjuntos quanto na
aritmética de segunda ordem e que, portanto, o Axioma V seria dispensdvel
para a execu¢do do programa logicista.

Embora a relevincia desses resultados em torno da consisténcia 16gica
do Principio de Hume, com objetivo de salvar o programa fregeano de redugao
da aritmética a ldgica, seja vista com certa cautela, da mesma forma que
Hale e Wright (2007), penso que a credibilidade das propostas neologicistas
deve passar invariavelmente por uma andlise do estatuto légico-seméntico
de principios como o Axioma V e o Principio de Hume. Nesse sentido, ¢
de extrema importancia a formulagio de uma teoria geral de principios de
abstragio que ofereca critérios claros para determinar quais instincias de
principios de abstragio sio aceitéveis.' E precisamente isso o que eu tinha

¥ Uma proposta andloga ¢ oferecida por Heck (1993), tomando como base uma andlise do Grundgesetze
der Arithmetik.

!4 Para uma andlise do estatuto légico de principios de abstragdo e sua relagio com o programa
neologicista, cf. o artigo de WEIR (2003).
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em mente, quando mencionei, logo na introdugio, que, do ponto de vista da
argumentagio logica e filoséfica, a realizagio de uma andlise sistemdtica de
principios de abstracio deve ser anterior a execu¢io de qualquer programa de
fundamentacio da aritmética que pressuponha o uso de tais principios.

E importante ressaltar que no faz parte do objetivo do presente artigo
investigar se as propostas neologicistas tais como as apresentadas por Wright,
Boolos e Heck, estao adequadas ao programa original fregeano, juntamente
com todos seus pressupostos e consequéncias epistemoldgicas e ontoldgicas
envolvendo nogoes como a de objetos 16gicos, conceitos e extensoes defendidas
por Frege."” Trata-se aqui fundamentalmente de apresentar a necessidade
e a relevincia de uma teoria satisfatéria sobre o estatuto ldgico e filoséfico
dos principios de abstragio. E claro que, no contexto de fundamentagio da
aritmética, a partir dessa investiga¢io, podemos derivar resultados tteis os
quais podem revelar até que ponto tais principios colaboram para a viabilidade
formal do programa neologicista, além de mostrar quais as consequéncias
filoséficas gerais dessa colaboragio.

3 O IDEAL DE UMA TEORIA GERAL DE PRINCIPIOS DE ABSTRACAO: ALGUMAS
INDICACOES DE PESQUISA

Do modo como penso, a realizagio de uma andlise de principios de
abstragio estd inevitavelmente ligada a alguns topicos relevantes, tais como: a
distingao de ordens légicas de instincias do principio de abstragio, o principio
do circulo vicioso, a nocio de impredicatividade etc. Embora alguns desses
topicos, se tomados de maneira isolada, possam aparentemente apresentar
um cardter excessivamente técnico e/ou definicional, sua andlise é de extrema
relevincia para a formulagio e discussio dos principais problemas com os
quais os principios de abstracio estio comumente envolvidos, seja no ambito
mais restrito da fundamentagio da aritmética, seja no dmbito mais geral
dos problemas metafisicos e epistemoldgicos. Nao por acaso, tais topicos
constituem o ponto de partida de qualquer andlise acerca da consisténcia de
procedimentos formais de abstracio.

Primeiramente, uma andlise de principios de abstracio deve ter como
clara a ideia de que diferentes instincias do esquema geral de abstracao podem
possuir diferentes ordens logicas. Vejamos como isso ocorre. Como mostrei na

!> Para uma andlise da relagdo entre o programa logicista fregeano e a proposta neologicista, recomendo
fortemente o artigo de RUFINNO (2003).
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Secdo 1, a formalizagio do esquema geral de abstragio pode ser dada como
segue:

VxVy(Zx=Zy < x=y)

Nela, “2” é um operador aplicdvel a expressoes do tipo das varidveis
% e Y, e “=” caracteriza uma relacio de equivaléncia entre entidades
denotadas pelos termos que substituem as varidveis em questio. E ficil notar
que podemos obter diferentes instAncias de principios de abstra¢dao. Em geral,
isso vai depender do tipo de termo que substitui as varidveis “x” e “y”. Caso
as varidveis sejam substituidas por termos para individuos particulares — a
exemplo dos termos singulares — o simbolo “=” opera enquanto uma relagao
diddica de primeira ordem, enquanto o principio de abstragio resultante
representa uma abstragio de primeira ordem sob objetos. No entanto, os
casos mais interessantes — e, nio por mera coincidéncia, também os casos mais
polémicos — de instAncias do principio de abstragio envolvem a substitui¢ao
das varidveis “x” e “y” presentes na formaliza¢do acima por termos de ordem
légica superior no nivel elementar dos objetos, tais como conceitos.'® Como
vimos, esse ¢ precisamente o caso do Axioma V e do Principio de Hume.
O fato ¢ que, como observa Fine (2002, p.1), instincias de ordem superior
do principio de abstragio “[...] envolvem ‘projecoes’ de um largo dominio
de conceitos em um dominio restrito de objetos, onde esses mesmos objetos
podem eles mesmos cair sob os conceitos aos quais a abstragio é feita”. E
precisamente essa caracteristica reflexiva de instincias de ordem superior de
principios abstracido que os torna, por um lado, extremamente poderosos, e,

por outro, extremamente pCI‘igOSOS.

Até onde conheco o cendrio atual da literatura sobre principios de
abstracdo, Kit Fine ¢ o fildsofo que mais fez avangos no sentido de formular uma
teoria geral sobre abstracdo da maneira com que venho me referindo, ao longo
deste artigo. Como Fine afirma em seu livro The Limits of Abstraction, a visio
geral sobre o tema é que objetos abstratos devem ser tratados em termos de classes
de equivaléncia e, na maioria das vezes, essa equivaléncia é concebida enquanto
equivaléncia de conjuntos; sendo conjuntos entendidos aqui em termos de

!¢ Kit Fine apresenta a distingao de ordem entre instdncias do principio de abstragio, através dos termos

principio de abstragio objetual para abstragoes de primeira ordem e principio de abstragio conceitual
para abstragoes de ordem superior (cf. FINE, 2002, p. 1). Nos Fundamentos da Aritmética de Frege,
podemos encontrar exemplos de instincias dos dois tipos: a abstragio que deriva a nogao de diregio de
uma reta, a partir da nogio de retas paralelas, constitui uma abstragio objetual, ao passo que a abstragao
que deriva a nogio de equinumerosidade, com base na correspondéncia biunivoca entre elementos das
extensodes de dois conceitos quaisquer — realizada no Principio de Hume — é uma abstracio conceitual.
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extensoes dos conceitos a partir dos quais os objetos sio abstraidos. Com isso,
Fine (2002, p.2) defende que o objetivo de uma teoria de principios de abstragio
¢ tornar muito mais compreensiva a constituicdo e os limites das relagoes
entre essas classes ou conjuntos ¢ os conceitos envolvidos em procedimentos
de abstracdo. Ignorar essas relagoes fundamentais é um passo na direcio dos
paradoxos. Ainda de acordo com Fine, a aparéncia inofensiva de instincias de
ordem superior do principio de abstragio, a exemplo do axioma V, ¢, em grande
parte, derivada da falsa ideia de que os conceitos sio dados independentemente
dos objetos que sao abstraidos deles. Em linhas gerais, o argumento de Fine
(2002, p.4) ¢ que os critérios de identidade estabelecidos por principios de
abstragio estdo fundamentados numa relagao de equivaléncia reflexiva, simétrica
e transitiva entre classes. A sugestdo ¢ que, para evitar paradoxos, esses critérios
de identidade ndo devem ser inflaciondrios, ou seja, o nimero de classes de
equivaléncia nio deve ultrapassar o nimero de objetos envolvidos na abstragio.
Da mesma forma, esses critérios nao podem ser circulares, quer dizer, pressupor
a mesma nogio de abstragio que eles estao introduzindo.

Como ficou evidente na segio 1, a polémica criada no contexto da
Filosofia da Matemdtica em torno do uso de instdncias de ordem superior
do esquema geral de abstragio deve-se, fundamentalmente, & derivagio de
alguns paradoxos com base em tais instdncias. Em linhas gerais, a derivagao
de paradoxos no contexto dos procedimentos técnicos de abstragio
estd comumente associada ao uso, implicito ou explicito, de definigoes
impredicativas'” e, consequentemente, a algum grau de desobediéncia
do principio do circulo vicioso. Basicamente, o que o principio do circulo
vicioso sustenta é que nenhuma totalidade pode conter elementos definiveis
exclusivamente em termos dessa mesma totalidade. Em linhas gerais, a ideia
que orienta todo esse debate ¢ que, se principios de abstragao sio usados na
fundamentagio da aritmética para introduzir uma defini¢io contextual de
nimero cardinal, juntamente com as condigées de verdade para sentengas
numéricas, entio o estabelecimento dessas mesmas condicoes deveria ser
nao-circular, ou seja, a definicio nao deveria fazer uso do termo que estd
sendo definido. E precisamente a esse pré-requisito de nio circularidade que
as definigoes impredicativas “embutidas” nas diferentes instincias de ordem
superior do esquema geral de abstragdo claramente nio obedecem.

' Para uma apresentagio geral da relagio entre impredicatividade ¢ a Filosofia da Matemdtica, cf.
FEFFERMAN (2007).
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Para tornar clara essa conexdo entre procedimentos de abstragio, o
principio do circulo vicioso ¢ as defini¢cbes impredicativas, podemos tomar
o Axioma V como um caso paradigmdtico. O Axioma V envolve certo tipo
de circularidade viciosa; e foi precisamente essa circularidade que Russell
explorou, na formulagio do paradoxo que leva seu nome. O principio do
circulo vicioso foi definido no Principia Mathematica, de Russell e Whitehead,
como parte da tentativa de oferecer critérios claros para evitar situagdes como a
do Paradoxo de Russell, e estava intimamente ligado & formulacao da chamada
teoria ramificada dos tipos. £ oportuno lembrar que, como vimos acima, a
contradigio derivada por Russell a partir do Axioma V postulava a existéncia
de um conjunto definido intensionalmente, através da expressao “o conjunto
de todos os conjuntos que ndo contém a si mesmos como elementos”. E ficil
observar que tal expressio fere o principio do circulo vicioso e, portanto, nao
poderia ser legitimamente usada, o que evitaria assim o famoso paradoxo. Vale
ressaltar que toda definicio a qual fere o principio do circulo vicioso é dita
impredicativa.

No entanto, um elemento complicador para a discussao da relagio entre
impredicatividade e abstragio é que nem sempre defini¢des impredicativas
conduzem a uma contradigo. Por exemplo, a expressao “o jogador mais alto do
time”, quando usada para definir um individuo, o faz de maneira impredicativa,
pois, por meio dela definimos um individuo pressupondo a totalidade onde
ele estd inserido. Nio obstante, até onde podemos perceber, dela nio é possivel
derivar nenhuma situagio paradoxal. Se hd uma circularidade na definigao
acima, ela ¢ virtuosa. Portanto, do ponto de vista légico, ela é uma expressio
perfeitamente adequada e nio problemdtica. Nesse sentido, o principio do
circulo vicioso parece ser excessivamente restritivo, quer dizer, ele proibe nao
apenas defini¢des que levam a paradoxos, mas também definigoes corriqueiras
e nio problemdticas, uma tipica situa¢do que se costuma caracterizar pela
expressao “jogar fora a 4gua do banho juntamente com o bebé”. Os resultados
recentes desenvolvidos pelos neologicistas mencionados na se¢io 2 foram
expostos no sentido de provar a analiticidade do Principio de Hume'® e, em
linhas gerais, tendem a concordar que, embora ele envolva algum tipo de
circularidade, ¢ bastante razodvel tomd-lo como consistente. O problema é
oferecer um critério que diferencie boas e mds defini¢des impredicativas.

Da forma como penso, toda essa discussdo estd ainda em aberto e longe
de uma saida consensual. O que parece claro é que, para além dos impasses

18 Cf. BOOLOS (1987, 1997), HECK (1993), dentre outros.
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apresentados acima, fica de positivo o fato de que temos boas razdes para
pensar que uma solugio para as questoes da impredicatividade e do principio
do circulo vicioso possa proporcionar bons insights para a caracterizagdo e a
identificacdo de instincias do esquema geral de abstragdo livres de paradoxos.
Talvez esse constitua um ponto de partida adequado para a formulagio de uma
teoria geral de principios de abstragio. Obviamente, a execu¢io de uma teoria
nos moldes que estou propondo aqui possui um elevado grau de sofisticagao.
Com isso, ndo faz parte da minha pretensio neste artigo tragar um esbogo
de tal teoria, apenas, como efetivamente fiz, mostrar sua relevincia e indicar
algumas diretrizes a partir das quais esse projeto possa ser executado.
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ABSTRACT: The objective of this paper is to present the correlation between fregean logicist program
of the arithmetic foundation and CrispinWright's neologicism and the so-called abstraction principles.
My theses is that a general analyses of the abstraction principles, from a logical and explanatory point
of view, is more basic than the project of the arithmetic foundation in the way that it was proposed by
the logicism. That became evident through the fact that the failure in the logicist program was closely
connected to imprecision and to inconsistency in the use of abstraction procedures.
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