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Excesso de Incentivos à Inovação na Presença de 
Consumidores Sofisticados. Um Modelo de Progresso 
Tecnológico Endógeno com Capital Humano

 AurorA A. C. TeixeirA

Resumo
Neste artigo é desenvolvido um modelo de crescimento baseado no progresso tecnológico endógeno, em 
que o crescimento econômico é induzido por melhorias contínuas na qualidade de cada produto diferen-
ciado. A inovação, “motor” do crescimento, tem como “combustível” essencial o capital humano. Partindo 
dos modelos de base de Grossman e Helpman (1991a, 1991b), mas considerando, diferentemente, um 
índice de consumo constituído por bens diferenciados e um bem homogêneo, o modelo proposto destaca 
a influência determinante da procura no crescimento econômico, aspecto negligenciado pela literatura 
do crescimento endógeno. Do esforço de modelização decorre que consumidores pouco sofisticados, com 
reduzida preferência por produtos diferenciados em termos de qualidade, geram, seguramente, incentivos 
insuficientes para a investigação, enquanto que consumidores mais sofisticados podem gerar excesso de 
incentivos. Assim, se a quota dos produtos diferenciados na procura estiver positivamente correlacionada 
com o nível de desenvolvimento do país, então países menos desenvolvidos tendem a apresentar taxas de 
inovação relativamente reduzidas, ao contrário de países mais desenvolvidos, em que essas taxas podem 
até ser (socialmente) demasiado elevadas. 
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abstRact
In this article it is developed a growth model based on endogenous technological progress, where growth 
is induced by continuous improvements in the quality of each differentiated product. The innovation, the 
“engine” of growth, has human capital as its critical fuel. Based on Grossman & Helpman’s (1991a, 1991b) 
models but differently considering an index of consumption constituted by both differentiated goods and a 
homogenous good, the model proposed highlights the crucial influence of demand on economic growth, an 
issue neglected by endogenous growth literature. From the modeling effort it results that less sophisticated 
consumers, with reduced preferences by quality differentiated products generate, for sure, insufficient 
incentives to research, whereas highly sophisticated consumers might generate excessive incentives. 
Thus, in the case the share of differentiated products is correlated with the country’s development level, 
less developed countries tend to present relatively low innovation rates, contrasting with more developed 
countries, where these rates might be (socially) excessive. 
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IntRoDuÇão

Um dos fatos mais extraordinários da dinâmica das economias capitalistas ao longo 
dos últimos séculos é a emergência contínua de novas alternativas de consumo que 
acompanham o crescimento da renda e da produtividade em economias em expansão. 
(Fatas-Villafranca e Saura-Bacaicoa, 2004). Longe de satisfazer os consumidores, o 
crescimento econômico exponencial parece ter estimulado os desejos humanos ofe-
recendo novidade e variedade incorporadas num incessante fluxo de atrativos bens. 
(Grossman e Helpman, 1991b; Bianchi, 2002). Embora isto seja um fato bem conhe-
cido que caracteriza a evolução capitalista, pouca atenção tem sido atribuída pela teoria 
moderna do crescimento à compreensão do fenômeno do lado da procura, associado 
à relevância crescente das atividades de consumo na sociedade.1

Na verdade, a teoria ortodoxa do crescimento econômico, quer na sua forma neo-
clássica inicial (Solow, 1956), quer na nova ou endógena teoria do crescimento (ver 
Barro e Sala-i-Martin, 1995, para uma survey), negligencia a procura agregada. (Dutt, 
2006). Na teoria ortodoxa do crescimento econômico o foco reside tradicionalmente 
na lógica da acumulação do capital e na influência das diferentes formas de alterações 
técnicas. No entanto, embora a tecnologia, a produção e a oferta sejam elementos 
críticos para a capacidade de uma economia crescer, isto não constitui toda a história. 
Historicamente, tem existido e continuam a existir alterações maciças nos produtos 
e serviços oferecidos à procura final, assim como alterações no comportamento dos 
consumidores e nos padrões de consumo ao longo do processo de crescimento eco-
nômico. (Witt, 2001a). 

Alguns autores de correntes mais heterodoxas, nomeadamente evolucionistas (e.g., 
Metcalfe, 2001; Saviotti, 2001; Witt, 2001a,b), argumentam que o que acontece pre-
cisamente do lado da procura constitui uma parte essencial da teoria do crescimento 
econômico. De acordo com esta perspectiva, o papel do consumidor como “inovador” 
tem sido profundamente subestimado nas abordagens schumpeterianas da inovação e 
crescimento, principalmente do lado da oferta. (Metcalfe, 2001). 

Tentando requalificar o papel-chave da procura no processo de crescimento econômi-
co, e assim reconciliar, em certa medida, as duas abordagens teóricas do crescimento 
(ortodoxa e evolucionista) acima referidas, o presente artigo tem como objetivo princi-
pal apresentar um modelo de crescimento endógeno, em que o crescimento é induzido 
por melhorias na qualidade dos produtos. Partindo dos modelos-base de Grossman e 
Helpman (1991a, 1991b), mas de forma distinta destes, e considerando um índice de 

1 Uma exceção importante a esta falta de interesse no papel do consumo no crescimento econômico é a 
contribuição de Pasinetti (1981, 1993). Este autor defende que qualquer investigação sobre o progresso 
tecnológico deveria incluir hipóteses sobre a evolução da procura (e, especificamente, a procura por 
bens de consumo) relativamente ao crescimento da renda.
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consumo constituído por bens diferenciados e um bem homogêneo, o modelo pro-
posto destaca a influência determinante da procura, atribuindo aos consumidores a 
importância que estes detêm no mundo real. 

Um resultado inovador do modelo desenvovido no presente artigo aponta para o 
fato de, na eventualidade de o peso dos bens diferenciados no índice do consumo 
ser relativamente baixo, a taxa de equilíbrio de mercado se situar sempre aquém da 
que seria socialmente desejável (ótima), independentemente da dimensão dos avanços 
tecnológicos. Adicionalmente, quando os consumidores apresentam um consumo 
relativamente enviesado em direção aos bens diferenciados em face do mais elevado 
montante de lucros proporcionado por uma maior procura de bens diferenciados, 
existe a possibilidade de ocorrerem situações em que a taxa de equilíbrio de mercado 
gera excesso de incentivos em termos de bem-estar, ou seja, é superior à que seria 
socialmente adequada.

O presente artigo está estruturado da seguinte forma. Na seção a seguir, o modelo é 
descrito de forma sumária. Na seção 2, desenvolve-se a estrutura analítica do mesmo, 
procurando determinar a taxa de inovação de equilíbrio de mercado e a taxa de cres-
cimento do índice de consumo. Pelo fato de se estar na presença de um modelo que 
envolve estruturas de mercado de concorrência imperfeita (para os bens qualitativa-
mente diferenciados, o preço de mercado é superior ao custo unitário de produção) e 
spillovers de conhecimento que implicam rendimentos crescentes de escala, analisam-
se as questões de bem-estar (seção 3). Concretamente, a taxa de crescimento ótima 
é determinada, e a partir da comparação desta última com a taxa de crescimento de 
mercado, são tecidas considerações quanto à insuficiência ou excesso de incentivos 
à P&D. Finalmente, o artigo é concluído com uma síntese dos principais resultados 
do modelo. Para facilitar a fluência da leitura, remete-se ao Apêndice diversos passos 
técnicos da derivação dos resultados do modelo.

1.  BREvE DEscRIÇão Do MoDElo

A composição do sistema econômico mudou profundamente ao longo do tempo. 
(Saviotti, 2001). A constatação de que tem havido inúmeras alterações qualitativas 
ao longo do tempo é um fato inegável para qualquer economista. (Saviotti, 1988, 
1991, 1994, 1996). As economias modernas contêm um grande número de entida-
des (produtos, serviços, metódos de produção, competências, atores individuais e 
organizacionais, instituições), que são qualitativamente novas e diferentes comparati-
vamente às que existiam em sistemas econômicos passados. (Saviotti e Mani, 1995). 
De fato, o desenvolvimento e o crescimento econômico dependem da capacidade de 
o sistema econômico criar novos (ou novas versões de) bens e serviços. No entanto, 
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para que contribuam para o crescimento econômico, tais bens e serviços terão que ser 
adquiridos pelos consumidores. A dinâmica do desenvolvimento da procura constitui, 
assim, um determinante fundamental do desenvolvimento econômico. (Saviotti, 2001; 
Sonobe, Hu e Otsuka, 2004).

Tendo por base esta intuição empírica, no modelo teórico descrito nesta seção a eco-
nomia cresce devido à contínua melhoria de um conjunto de produtos diferenciados, 
que dá origem a um acréscimo no bem-estar dos consumidores. A utilidade/nível de 
satisfação dos consumidores depende de um índice de consumo agregado constituído 
por um número fixo de produtos diferenciados, daí o aumento do nível de satisfa-
ção ser determinado exclusivamente pelas melhorias na qualidade de cada um desses 
produtos. 

A opção por esta abordagem do crescimento econômico, via inovação dos produtos, 
baseada em esforços das empresas especificamente orientados para tentar a melhoria 
da qualidade dos mesmos, prende-se não apenas ao fato deste enquadramento ser 
atualmente aquele que, em termos teóricos, constitui uma formulação mais completa 
dos fundamentos microeconômicos do fenômeno agregado, que é o crescimento eco-
nômico (e por isso mais aderente à complexidade dos comportamentos dos agentes 
econômicos que estão subjacentes às relações econômicas), mas resulta também (e, 
talvez, sobretudo) da constatação empírica de que grande parte dos esforços de pes-
quisa por parte das empresas são, hoje em dia, destinados a melhorias dos produtos já 
existentes no mercado, constituindo as inovações radicais (novos produtos ou novos 
processos) um fenômeno menos freqüente.2 Nesta mesma linha de opção, introduz-se 
o fator capital humano, procurando tornar evidente a sua importância no processo 
de inovação de um país e, como tal, no respetivo crescimento, bem patente nas extra-
ordinárias performances de economias como a Coréia do Sul e Taiwan, caracterizadas 
por grandes investimentos em capital humano. (Collins, 1990).

A estrutura e pressupostos utilizados baseiam-se essencialmente nos modelos de 
Aghion e Howitt (1992), Grossman e Helpman (1991a, 1991b) e Segerstrom (1991). 
Em particular, segue-se de perto o tipo de exposição feita por Grossman e Helpman 
(1991b). Trata-se aqui de uma dupla diferenciação em nível dos produtos. Existe um 
conjunto fixo de produtos diferenciados que entram na cesta de consumo de cada indi-
víduo (diferenciação horizontal), estando cada um deles disponível num número ilimi-

2 Segundo um estudo do Gabinete de Estudos e Planejamento do Ministério da Indústria e Energia 
(GEPIE, 1992) de Abril de 1992, baseado numa pesquisa com 3.276 estabelecimentos industriais 
(25% das empresas das indústrias extrativa e de transformação com mais de 10 pessoas empregadas) 
para o período 1987-1989, a melhoria dos produtos existentes constituía a inovação de produto mais 
freqüente (69,1%), seguida da introdução de vários novos produtos e de um novo produto, com 26,8% 
e 15,2%, respectivamente. Vale, no entanto, esclarecer que tais porcentagens tendem a subestimar a 
importância da diferenciação vertical, já que muitos dos novos produtos vêm substituir produtos que 
desempenhavam funções semelhantes.
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tado de qualidades distintas (diferenciação vertical). É a dinâmica inerente à evolução 
da qualidade de cada um dos produtos que potencializa o crescimento econômico.3 
A taxa de crescimento econômico depende da composição, dimensão e alocação dos 
recursos disponíveis em cada momento do tempo e, em particular, do capital humano 
afeto à pesquisa que produz as novas qualidades de cada produto diferenciado.

Tal como em Grossman e Helpman (1991a, 1991b) e em Aghion e Howitt (1992), 
a Pesquisa e Desenvolvimento (P&D) é considerada uma atividade essencial, cujo 
sucesso potencializa as melhorias na qualidade dos produtos existentes (logo, do cres-
cimento econômico). Sendo o capital humano o input fundamental da atividade de 
P&D, ele constitui o recurso acumulável crítico ao processo de crescimento. Na linha 
de Romer (1990), o capital humano é a “variável-escala” do crescimento econômico. 
Uma economia com capital humano escasso tem um setor de pesquisa inexpressivo e, 
portanto, pouco apto a produzir melhorias na qualidade dos produtos e, conseqüen-
temente, incapaz de gerar crescimento econômico.

Seguindo Schultz (1961), Becker, Murphy e Tamura (1990), Romer (1990), Grossman 
e Helpman (1991b) e Barro (1991), o capital humano é a acumulação de esforço 
destinado à escolaridade e à aprendizagem. Considera-se que este capital é, em cada 
momento do tempo, constante, negligenciando os efeitos cumulativos inerentes a este 
fator.4 Este pressuposto, aparentemente extremo, se justifica pelo fato de o modelo 
ser de progresso tecnológico. Aqui, o interesse centra-se na relação capital humano ⇒ 
progresso tecnológico, e não o contrário. 

Ao contrário de Grossman e Helpman (1991b) e Romer (1987), não se considera a 
força de trabalho como o input base da atividade de pesquisa. Embora seja plausível 
que uma economia com maior quantidade de trabalho realize mais P&D, gerando, 
por isso, uma maior taxa de inovação de produto, a sua consideração implicaria que 
as economias de maior dimensão (com uma maior quantidade de mão-de-obra/po-
pulação) tenderiam, ceteris paribus, a crescer mais rapidamente, resultado este que se 
pretende evitar. Em geral, o crescimento mais rápido apenas se verifica se se aumentar 
a quantidade dos fatores que as atividades potenciadoras do crescimento econômico 
(no presente modelo, a P&D) utilizam mais intensivamente. Assim, o capital humano 
constitui, neste modelo, a medida correta da escala de uma economia e não a popu-
lação. (Romer, 1990).

3 Grossman e Helpman (1992, cap.3) e Romer (1990) apresentam modelos semelhantes ao aqui desen-
volvido, mas em que o crescimento econômico está baseado no incremento do número de produtos 
diferenciados.

4 Embora, num horizonte de vida finita, o capital humano de um indivíduo não possa crescer ilimita-
damente, as qualificações que o indivíduo adquire podem ser aplicadas a um conjunto cada vez mais 
apurado de tecnologias de produção, daí o fato de o valor desse capital continuar a crescer ao longo do 
tempo e com ele o ritmo de crescimento. É este efeito cumulativo que, por assunção, é negligenciado.



Est. econ., são Paulo, 37(3): 585-633, jul-set 2007

590 Excesso de Incentivos à Inovação na Presença de consumidores sofisticados

A literatura teórica recente sobre a pesquisa industrial como motor endógeno do cres-
cimento centra-se em dois conceitos fundamentais. Um primeiro conceito traduz o 
fato de as empresas, maximizadoras do lucro, procurarem alcançar poder de mercado 
por meio da produção de um bem (de qualidade) superior ao dos seus mais diretos 
rivais. Neste contexto, ao longo do tempo, bens e serviços mais novos substituem 
os mais antigos, usufruindo de lucros temporários, e sendo posteriormente também 
substituídos. Há aqui implícita a idéia daquilo que Aghion e Howitt (1992) designam, 
seguindo Schumpeter (1934), de “efeito de destruição criativa”, que, simultaneamente, 
incentiva e limita o valor privado da inovação industrial. O segundo conceito aponta 
para a natureza de “bem público” do conhecimento que potencializa rendimentos 
crescentes de escala para a economia como um todo. Os spillovers tecnológicos desem-
penham aqui um papel fundamental, quando uma empresa (inovadora) coloca no 
mercado um novo produto, possibilitando, desta forma, aos investigadores (potenciais 
inovadores) a obtenção de informações sobre a tecnologia de produção e atributos do 
novo produto. Assim, os rivais poderão iniciar esforços de pesquisa com o intuito de 
melhorar o produto “estado-de-arte”, mesmo que não tenham sido bem-sucedidos 
anteriormente na produção do mesmo. Nas palavras de Caballero e Jaffe (1993, p.16), 
“[i]n the process of creating new goods, inventors rely and build on the insights embodied in 
previous ideas; they achieve their success partly by ‘standing upon the shoulders of giants’.” 
Desta forma, as invenções contribuem para o conhecimento público, e este mesmo 
conhecimento facilita a inovação subseqüente.

Neste contexto, as empresas (inovadoras) investem recursos com a esperança de desco-
brir algo com valor comercial, isto é, esperam ser capazes de retirar um lucro positivo 
dos seus esforços de pesquisa. Assim, tais empresas têm que ser capazes de vender 
os seus produtos a preços que excedam os respectivos custos unitários, de modo a 
recuperar os seus investimentos iniciais na pesquisa. Ou seja, “... some imperfect com-
petition in product markets is necessary to support private investments in new technologies.” 
(Grossman e Helpman, 1994, p. 32).

O processo de inovação “à Schumpeter” traduz o fato do inovador bem-sucedido (o 
mais recente) destronar o líder anterior, apropriando-se da parte dos lucros deste na 
indústria do produto em questão. 

A modelização do processo de crescimento em nível microeconêmico tem subjacente 
que aquele processo é desigual e estocástico. As empresas concorrem entre si para 
lançar a próxima geração do produto, podendo existir, numa determinada indústria, 
longos períodos em que não ocorre qualquer sucesso, ao passo que outras indústrias 
podem experimentar sucessivas e rápidas investigações bem-sucedidas. Não obstante, 
em nível macroeconômico, a agregação dilui, em parte, esta turbulência microeconô-
mica – a economia como um todo, considerando a existência de um elevado número 
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de melhorias na qualidade do conjunto (fixo) de produtos, cresce a um ritmo esta-
cionário. Assim, são os custos e benefícios da pesquisa que determinam o ritmo de 
crescimento de longo prazo.

2.  EstRutuRa Do MoDElo-BasE

2.1  considerações Iniciais

Considera-se aqui um contínuo de produtos diferenciados, indexados por k, em que k 
∈ [0, n], sendo n constante. Por simplificação, normalizamos n a 1.

Cada produto diferenciado k tem os seus degraus de qualidade (“quality ladder”), 
podendo ser oferecido em um número ilimitado de qualidades.

Cada inovação é construída a partir da anterior, ou seja, quando uma empresa de 
pesquisa alcança um avanço tecnológico (melhoria do produto) na linha do produto 
k, o produto estado-de-arte naquela indústria progride uma geração.5 

Seja qj (k) ≡ qualidade da geração j do produto k ( j = 0, 1, 2, ...).

Cada nova geração do produto fornece λ vezes mais serviços que o produto da geração 
anterior qj (k) = λqj-1 (k) ∀j, k, em que λ >1 é exógeno, constante e comum a todos 
os produtos (λ≡ dimensão da inovação).

As unidades são escolhidas de modo a que a qualidade mais baixa de cada produto 
(aquela que estava disponível na geração 0) ofereça uma unidade de serviço, q0 (k) = 1. 
Donde se retira, qj (k) = λ j ∀j, k, λ >1 .

Definimos o produto estado-de-arte como o produto disponível mais recentemente 
inventado (ou seja, o de qualidade mais elevada), em cada momento do tempo.

Os empresários, em cada momento do tempo, colocam os seus esforços sobre um 
único produto e concorrem entre si para produzir a próxima geração desse produto. 
Assim, os empresários que, para cada produto, têm capacidade de produzir o produto 
estado-de-arte ou alguma geração anterior daquele, concorrem entre si como oligo-
polistas. Desta concorrência surge um fluxo de lucro, que representa a recompensa 
para as empresas que foram bem-sucedidas na atividade de pesquisa. Neste contexto, 
os esforços de pesquisa bem-sucedidos incentivam novas melhorias, levando os inves-

5 Daí a expressão “... ‘standing upon the shoulders of giants’” de Newton, citada por Caballero e Jaffe (1993, 
p. 16).



Est. econ., são Paulo, 37(3): 585-633, jul-set 2007

592 Excesso de Incentivos à Inovação na Presença de consumidores sofisticados

tidores a concorrerem incessantemente para colocar no mercado a próxima geração 
do produto em questão.

Decorre daí que a distribuição da qualidade dos produtos evolui ascendentemente 
ao longo do tempo (e com esta o bem-estar dos agentes econômicos), seguindo cada 
produto uma progressão estocástica de seqüências de qualidade. Apesar desta alea-
toriedade em nível da indústria, em termos agregados o processo é uniforme. No 
steady-state, como se verificará, o índice de consumo cresce a uma taxa constante e 
determinada.

Os consumidores, por sua vez, têm à sua disposição um conjunto de bens diferencia-
dos (representados pelo vector X=[x1 x2 ... xk]) e um bem homogêneo, representado 
pelo escalar Y – numerário6 –, cujo preço é, por definição, unitário.

O mercado do bem homogêneo, Y, é de concorrência perfeita, ao passo que o dos bens 
diferenciados, X, se caracteriza por uma concorrência de Bertrand.

Existem dois fatores de produção, trabalho não-qualificado (l) e estoque de capital 
humano (H). Relativamente à intensidade de utilização dos fatores, assume-se que 
a atividade de P&D e a produção dos bens diferenciados, X, empregam unicamente 
capital humano, enquanto que a produção do bem homogêneo exige capital humano 
e trabalho não-qualificado (fator específico de Y).

Dado que se pretende enfatizar aqui a importância do capital humano no crescimen-
to econômico, enquadrado num modelo de progresso tecnológico endógeno, negli-
genciam-se aspectos importantes como o crescimento da população e a da oferta de 
trabalho, evitando, desta forma, as questões sobre a fertilidade, participação na força 
de trabalho e variação das horas de trabalho. Considera-se também que o estoque de 
capital humano na população é exógeno (isto é, dado em cada momento do tempo), 
assim como a fração deste fornecida ao mercado. Assim, as ofertas agregadas de esto-
que de capital humano, H, e de trabalho, l, são fixas. Este modelo é, pois, de cresci-
mento endógeno em relação ao progresso tecnológico, e não ao capital humano. 

2.2  Preferências dos consumidores

As preferências dos consumidores são análogas às propostas em Grossman e Helpman 
(1991b), com a consideração adicional do bem homogêneo. Os consumidores da eco-
nomia oferecem uma quantidade fixa de trabalho não-qualificado e capital humano 
em troca de um salário, recebem juros sobre ativos, compram bens para consumir 

6 Os preços de X são relativos ao produto homogêneo Y.
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e poupam por meio da acumulação de ativos adicionais. Ao efetuar os seus planos, 
os consumidores levam em conta o bem-estar dos seus descendentes (Barro, 1974), 
razão pela qual a presente geração maximiza a utilidade intertemporal num horizonte 
temporal infinito.

Assim, o consumidor representativo desta economia maximiza a utilidade total, u, 
dada pela seguinte função utilidade intertemporal:7

	
[ ]

0

0

( )

log ( ) (1 ) log ( )

t
t

t
t

U e C t dt

U e u t Y t dt

∞
−ρ

∞
−ρ

=

= α + − α

∫

∫
	 	 (1)

em que

ρ: taxa de desconto intertemporal, ρ > 0; 8

α: fração da utilidade dos bens diferenciados na utilidade total do indivíduo;

u(t): consumo agregado dos produtos diferenciados, no momento t;

y(t): consumo do bem homogêneo, no momento t ;

u(t)αy(t)1−α: índice de consumo, no momento t.

A utilidade instantânea relativa ao consumo agregado de X, para cada indivíduo, é 
dada por:

	

1
0log ( ) log ( ) ( )j jt

j
u t q k d k dk α = α ∑∫  

 
		 	 (2)

em que

qj(k): qualidade da geração j do produto k;

djt(k): consumo da geração j do produto k, no momento t .

7 Especifica-se uma função utilidade logarítmica, que constitui um caso especial da função utilidade mais 
geral, 

1

0

( ) 1 , 0
1

tUt
C te dt

∞ −σ
−ρ −

= σ >
−σ∫ , em que a elasticidade de substituição intertemporal é unitária (σ = 1). 

Apesar desta última especificação permitir um intervalo mais amplo de elasticidades de substituição, a 
maior generalidade que daqui se retira contribui muito pouco para a análise, razão pela qual optou-se 
por sacrificar a generalidade em favor da simplicidade. 

8 Um valor positivo para ρ significa que a utilidade é tanto menos valorizada quanto mais tarde for re-
cebida. Ramsey (1928) assume ρ = 0, considerando o agente maximizador mais um planejador social 
do que um consumidor que escolhe o consumo e a poupança, quer da geração atual, quer das gerações 
futuras.
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O somatório em (2) engloba o conjunto das gerações do produto k que estão dispo-
níveis no momento t. É de se notar que a qualidade, qj, contribui positivamente para 
a utilidade.

Os consumidores estão sujeitos a uma restrição orçamentária intertemporal dada 
por:

	
[ ]( )

0
( ) ( ) (0)R te E t Y t dt A

∞
− + ≤∫ 	 	 (3)

em que

E(t)+Y(t): despesa total, no momento t ;

R(t): fator do juro acumulado até ao momento t, 
0

( ) ( )
t

R t r d= τ τ∫ ;

A(0): valor atual do fluxo dos rendimentos dos fatores, mais os ativos detidos inicial-
mente pelo indivíduo.

Por sua vez, E(t) é a despesa total em produtos diferenciados e Y(t) é a despesa no bem 
homogêneo, dadas, respectivamente, por
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0
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j
E t p k d k dk = ∑∫  
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	 dado que( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1Y YY t y t p t y t p t= = = 	 	 (5)

em que

pjt(k): preço de uma unidade da geração j, do produto k, no momento t;

djt(k): consumo da geração j do produto k, no momento t;

pY(t): preço do bem homogêneo, Y (numerário), no momento t.

O objetivo do consumidor representativo é maximizar (1), respeitando a restrição 
orçamentária (3). Admitindo que se trata de bens normais, com elasticidade-renda 
unitária, este processo de otimização do consumidor pode ser (por conveniência ana-
lítica e facilidade de exposição) separado em três fases:

1)  dada a despesa agregada em bens diferenciados num dado momento do tempo, 
E(t), determinar a alocação ótima desta entre esses mesmos bens;

2)  dada a despesa total num dado momento do tempo, E(t)+Y(t), determinar a distri-
buição ótima entre E(t) e Y(t);
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3)  considerando a alocação da despesa que maximiza a utilidade do consumidor em 
cada momento do tempo (quer relativa às quotas dos produtos diferenciados em 
E(t), quer às quotas de E(t) e Y(t) na despesa total), determinar a distribuição de 
E(t) ao longo do tempo de forma a maximizar as preferências intertemporais.

No que respeita à alocação estática da despesa agregada dos bens diferenciados, o 
consumidor maximiza a utilidade instantânea, selecionando para cada um desses bens 
uma única geração j, cujo preço, ajustado pela qualidade, é o mais baixo. Ou seja, 
seleciona Jt(k), tal que pJt/qJt = min{ pjt(k)/qj(k); j = 0,	1, ... ∞ }.

Tal procedimento dá origem às funções procura estática para os produtos 
diferenciados,
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Em seqüência, a utilidade instantânea relativa aos produtos diferenciados é dada 
por:
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,	ou,	de	outra	forma
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Como, para cada produto (e supondo o preço uniforme), o consumidor seleciona 
apenas a qualidade líder (ou seja, o produto estado-de-arte), então:
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	 	 (7)

Para maximizar a sua utilidade instantânea global (englobando, para além dos produ-
tos diferenciados, o consumo do bem homogêneo) o consumidor distribui a despesa 
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total (E+Y) proporcionalmente entre bens diferenciados e o bem homogêneo (ver 
Apêndice):

	 ( )
1 ( )

E t
Y t

α
=

− α
	 	 (8)

Desta forma, as expressões da utilidade e da restrição orçamentária do consumidor 
representativo são as seguintes:
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A solução para o problema dinâmico do consumidor consiste na determinação do 
máximo da função utilidade intertemporal (1’) sujeito à restrição orçamentária (3’), 

{ }
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E t
Max U s a e E t dt A
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− ≤∫

α
. A solução é a seguinte trajetória temporal 

ótima dos gastos (ver Apêndice):

	 E r
E

= −ρ
 	 	 (9)

em que r é a taxa de juro, em cada momento do tempo, e 
dEE
dt

= .9

2.3  lado da oferta – Produtores

Como referido no início da presente seção, nesta economia existem dois fatores de 
produção: trabalho não-qualificado, L, e capital humano, H. Admite-se também, dada 
a ênfase no capital humano, um caso particular relativo à intensidade de utilização 
dos fatores em cada um dos setores considerados: os setores de P&D e dos produtos 
diferenciados utilizam exclusivamente capital humano, enquanto que o setor do bem 
homogêneo utiliza capital humano e trabalho não-qualificado (input específico a este 
setor). 

9 Idêntica solução se usará, doravante, para fazer referência à derivada de uma variável em relação ao 
tempo (t).
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Para as atividades de pesquisa e produção de bens diferenciados admite-se tecnologias 
de coeficientes fixos. Assim, na atividade de pesquisa, uma unidade de P&D exige aHI 
unidades de capital humano, enquanto que na produção dos bens diferenciados uma 
unidade deste tipo de bem exige aHX unidades de capital humano. 

No que tange à produção do bem homogêneo, Y, considera-se uma tecnologia neo-
clássica exibindo rendimentos constantes de escala e substituibilidade entre os inputs 
(l, H) necessários à produção. 

2.3.1  Indústria do Bem Homogêneo

Como a estrutura de mercado para o bem homogêneo, Y, é de concorrência perfeita, e 
todo o trabalho não-qualificado é empregado na sua produção, os produtores deste bem, 
maximizadores de lucros, produzem uma quantidade de Y tal que pY = cY(wH, L) , em que 
cY(.): custo marginal de produção do bem Y; pY: preço do bem Y (dado); wH: preço de 
uma unidade de capital humano. Como o bem Y é o numerário, 1 = cY(wH, L).

2.3.2  Indústria dos Produtos Diferenciados

Seguiu-se nesta subseção a derivação do equilíbrio feita por Grossman e Helpman 
(1991a, 1991b), assumindo que todas as empresas concorrem nos preços. Existem leis 
sobre as patentes que protegem indefinidamente os direitos de propriedade intelectual 
dos inovadores (proporcionando à empresa inovadora o direito exclusivo de vender 
os bens que inventa) e não é possível o licenciamento de patentes. Desta forma, ga-
rante-se que toda a produção de bens diferenciados é levada a cabo por empresas que 
desenvolveram, com sucesso, os novos produtos estado-de-arte.

No sentido de descrever o processo de fixação de preços nesta indústria, imaginemos 
duas empresas distintas: uma (líder) tem acesso à tecnologia do produto estado-de-
arte, enquanto a outra (seguidora) é capaz de produzir o bem que se posiciona, em 
termos qualitativos, um degrau abaixo do produto líder.

1ª situação

Num determinado momento, a empresa seguidora fixa o preço, cX, que é o preço mais 
baixo consistente com lucros não negativos.

Os consumidores estão dispostos a pagar um prêmio por um produto estado-de-arte, 
no entanto, optarão pelo produto da geração imediatamente anterior se o líder fixar 
um preço que exceda λcX (λ: acréscimo de serviços/qualidade proporcionado pelo bem 
líder relativamente ao produto do seu rival mais próximo).
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GR ÁFIco 1 – cuRva Da PRocuR a PERcEBIDa PElo lÍDER Da 
InDÚstRIa

Fonte: Grossman e Helpman (1993, p. 90).

Quando o líder fixa um preço inferior a λcX, toda a procura da indústria passa a ser 
satisfeita por si, pois o seu produto oferece um preço (por unidade de qualidade) 
inferior à do seguidor. Se os preços fixados pelo líder e pelo seguidor forem, res-
pectivamente, λcX e cX, então o líder pode vender qualquer quantidade ao longo do 
segmento BC. Desta forma, a resposta ótima do líder, diante do preço cX fixado pelo 
seu rival mais próximo, é estabelecer um preço infinitesimalmente abaixo de λcX. 
Isto se justifica por três razões: 1) com esse “preço limite” afasta a outra empresa do 
mercado; 2) se fixar um preço superior a λcX, perde os clientes em favor da empresa 
seguidora; 3) se fixar um preço discretamente inferior a λcX, não está sendo racional, 
porque as funções-procura da indústria têm elasticidade unitária, não permitindo 
ganhos na receita marginal. Adotando tal comportamento, o líder absorve toda a 
procura da indústria ficando o mais próximo do preço de monopólio que a indústria 
concorrente permite.10

2ª situação

Quando o líder fixa o preço λcX, a resposta ótima por parte da empresa seguidora 
consistirá em fixar o preço cX, por duas ordens de razão: 1) se diminuir o preço (fixan-
do-o abaixo do custo marginal), incorrerá em perdas; 2) se o aumentar, colocar-se-á 
numa posição de indiferença, pois nesta situação as suas vendas serão nulas.

O equilíbrio de Bertrand-Nash é atingido se o líder praticar o preço “preço-limite”, 
expulsando o seu mais direto rival (seguidor) do mercado, como explicam Grossman 
e Helpman (1993).

10 Barro e Sala-i-Martin (1995, cap. 7) apresentam uma análise detalhada das diferenças entre preço-limite 
e preço de monopólio, no contexto deste tipo de modelo.
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Como este equilíbrio pode ser estendido ao caso mais geral em que a liderança tec-
nológica pode ultrapassar uma geração (λ j), conclui-se que o produto estado-de-arte 
tem sempre o preço (ajustado da qualidade) mais reduzido.

Com as hipóteses já adiantadas sobre a tecnologia do desenvolvimento do produto e 
sobre a natureza dos direitos de propriedade garante-se que em cada indústria e em 
cada momento existe apenas um líder, estando este sempre um degrau à frente do seu 
rival mais próximo (qualquer que seja a indústria em questão).

Do exposto, resulta que todos os produtos estado-de-arte (líderes de qualidade) de 
cada indústria têm o mesmo preço-limite [ pp =)k( ]:11

	 = λ Xp c 	 (10)

em que

p: vector linha (1×k) de preços idênticos para os k produtos diferenciados;

cX: vector linha (1×k) de custos marginais idênticos para os k produtos 
diferenciados.

Substituindo (10) em (6), obtemos as seguintes funções-procura:
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O fluxo de lucro do monopolista consiste em:

	 1 11 1 	XX X X X X E   π = − = − = − = −   λ λ λ   
pp c p p 	 (12)

Em equilíbrio, os líderes não investem quaisquer recursos para melhorar os seus pró-
prios produtos estado-de-arte, donde todas as inovações são realizadas pelos seguido-
res que, quando bem-sucedidos, ficam um degrau à frente do líder anterior.12

11 Trata-se de produtos diferenciados, com idêntico custo marginal.
12 Um líder prefere ter os seus recursos afetados  no desenvolvimento de uma posição de liderança num 

outro mercado do que ampliar o seu avanço (em termos de qualidade) no mercado onde atualmente se 
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Vale salientar, no entanto, que a P&D é uma atividade com risco. Uma empresa pode 
dirigir todos os seus esforços de pesquisa para um qualquer produto estado-de-arte. 
Se esta empresa investir recursos em P&D a uma intensidade i durante um intervalo 
de tempo de duração dt, tem uma probabilidade idt de sucesso no desenvolvimento 
da próxima geração do produto. Assim, o sucesso na atividade de P&D envolve uma 
distribuição de probabilidade de Poisson, com uma taxa de ocorrência que depende do 
nível atual da atividade de P&D. Para alcançar uma intensidade i de P&D a empresa 
tem que investir aHIi unidades de capital humano, por unidade de tempo. Desta for-
ma, a probabilidade de sucesso da empresa na pesquisa é estritamente proporcional 
aos recursos investidos (capital humano).

Os produtores potenciais podem, analisando os produtos estado-de-arte disponíveis 
no mercado, obter preciosas informações técnicas que lhes permitem realizar os seus 
próprios esforços de pesquisa.13 Quando o produtor potencial (empresa seguidora) é 
bem-sucedido(a) no seu esforço de pesquisa, ele(a) toma a liderança da indústria para 
o produto selecionado e usufrui de um fluxo de lucro, dado por (12). Estes lucros 
cessam assim que o próximo sucesso de pesquisa seja alcançado (por outra empresa) 
na mesma linha de produto.

O fluxo de lucros na equação (12) é idêntico para todas as indústrias k. Assim, desde 
que a duração esperada da liderança seja também idêntica, as empresas são indiferen-
tes quanto à indústria para a qual destinará os seus esforços de pesquisa. Tal como 
Grossman e Helpman (1991b, 1993), considera-se um equilíbrio simétrico aquele em 
que todos os produtos estão sujeitos à mesma intensidade agregada de P&D (i), razão 
pela qual essa indiferença se verifica.14

condição de livre-entrada

Consideremos v o valor atualizado do lucro (incerto) que fluirá para o líder da indús-
tria, i.e, o valor de mercado da empresa líder ou, de forma equivalente, o montante 
do prêmio proporcionado pelo sucesso em P&D.

Uma empresa poderá obter v com uma probabilidade idt, investindo um montante de 
recursos aHIi durante um intervalo de tempo dt incorrendo num custo wHaHIidt. 

– é estritamente menor que o acréscimo de lucro que um não líder obteria se fosse bem-sucedido no seu 

esforço de investigação, isto é, E







−
λ

1
1 .

13  Isto traduz os já mencionados benefícios de spillovers da inovação, que estão ligados à natureza de bem 
público da tecnologia.

14  Como os investigadores esperam que as inovações futuras tenham igual probabilidade nas diferentes 
indústrias (isto é, que o fluxo de lucros tenha igual duração em cada indústria), eles ficam indiferentes 
quanto à indústria a selecionar.
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O financiamento da empresa é realizado via emissão de títulos, os quais, no caso do 
esforço de pesquisa ser bem-sucedido, atribuem aos seus titulares o fluxo de rendimen-
to associado ao líder da indústria. Se, pelo contrário, o esforço de pesquisa falhar, os 
detentores dos títulos incorrem numa perda equivalente ao total do capital investido, 
v. Os detentores de títulos podem, no entanto, neutralizar o risco, detendo carteiras 
bem diversificadas. Para tal, é exigido apenas que cada uma das empresas maximize o 
ganho líquido esperado dos respectivos esforços de pesquisa, vidt - wHaHIidt.

A nova empresa deve, pois, escolher a sua intensidade de pesquisa de modo a maxi-
mizar o benefício líquido esperado dessa mesma pesquisa. Deste modo, sempre que 
o valor presente do lucro, v, for inferior ao custo do investimento na pesquisa, aHIwH, 
não ocorre qualquer investimento (i = 0). Em contrapartida, este investimento tende 
para o infinito quando v>aHIwH.

Num equilíbrio com um investimento em pesquisa positivo, mas finito, verifica-se 
v = aHIwH, caso em que as empresas de pesquisa ficam indiferentes quanto à escala 
dos seus esforços de pesquisa. Desta forma, a condição de livre-entrada no setor da 
P&D é:

 aHIwH	≥	v									com	igualdade	sempre	que	i	>	0		 (13)

Os líderes da indústria geram um fluxo de dividendos de πdt durante o intervalo de 
duração dt. Se nenhum dos esforços de pesquisa rivais for bem-sucedido durante 
aquele período de tempo, os acionistas das empresas líderes usufruem de ganhos de 
capital no montante de vdt . Ou seja, os acionistas obtêm um ganho de capital de vdt  

com probabilidade (1-idt), admitindo que os esforços de pesquisa das empresas em 
questão são estatisticamente independentes. Mas o produto líder pode ser melhorado 
durante o intervalo dt, com uma probabilidade idt. Neste último caso, os acionistas 
sofrem perdas no montante do capital total investido, v. Desta forma, a taxa de retor-

no esperada das ações da empresa, por unidade de tempo, é 
v i

v
π +

−


.

Como os resultados de pesquisa nas diferentes indústrias não estão contemporanea-
mente correlacionados, os riscos que o líder enfrenta são idiossincrásicos, razão pela 
qual os acionistas podem obter um rendimento certo se detiverem uma carteira bem 
diversificada de ações de cada empresa nas diferentes indústrias.15

O mercado tende então a valorizar a empresa para que a taxa de retorno das suas ações 
seja exatamente igual à taxa de juro sobre as obrigações sem risco, r.

15 Trata-se aqui de ausência de correlação estatística entre a possibilidade de sucesso dos vários esforços 
de investigação contemporâneos, o que não põe em questão a existência de spillovers. 
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v i r

v
π +

− =


		 (14)

A equação anterior representa a condição de não-arbitragem.

2.4  Equilíbrio dos Mercados de trabalho e de Bens

Conforme referido anteriormente, uma unidade de pesquisa exige aHI unidades de 
capital humano. Assim, o emprego total deste fator na atividade de pesquisa é igual 
a aHIi.

Na produção dos bens diferenciados, cada unidade de output requer aHX unidades de ca-
pital humano. Por simplificação, mas sem perda de generalidade, assumimos aHX = 1. 

A procura agregada de capital humano efetuada pelos produtores destes bens é repre-

sentada por 
( )

X

E t

cλ
, pois cada indústria do produto diferenciado produz ( ) ( )

X

E t E t
p c

=
λ

 

[veja-se (11)], e a dimensão do setor está normalizada por construção (k∈[0,1]), dado que 
a produção destes bens utiliza exclusivamente, como input, capital humano, cX = wH. 

A indústria do bem homogêneo, Y, para produzir uma unidade de produto, necessita 
de capital humano, H, e trabalho não-qualificado, L. O lema de shephard implica que 
a procura de capital humano e trabalho não-qualificado por parte desta indústria seja, 
respectivamente, aHY(wH, wL) e aLY(wH, wL) por unidade de produto, em que ajY(.) é o 
requisito de fator j (j = H, L) na produção de Y, que iguala a derivada parcial de cY(.) 
em relação a wj.

Em termos genéricos, as condições de equilíbrio no mercado dos fatores são 
( , ) 			e				 ( , )HI HX HY H L LY H La i a X a w w Y H a w w Y L+ + = = . No caso concreto:
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=

	 (15)

em que 

Y(wH, L): oferta do bem homogêneo, Y;

HY(wH, l): procura de capital humano para a produção do bem Y, quando emprega a 
totalidade da mão-de-obra não-qualificada.
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Por outro lado, da igualdade Despesa = Rendimento podemos retirar a seguinte 
condição de equilíbrio no mercado dos bens (diferenciados e homogêneo):

	 ( ) ( ) ( ) ( )L H HI HE t Y t w L w H t a w i t+ = + + π − 	 (16)

o que, conjugado com a condição (8) de maximização da utilidade instantânea, 
( )

1 ( )
E t
Y t

α
=

− α
, e a expressão (12) do fluxo de lucro do monopolista 

1( ) 1 	(t)t E π = − λ 
, 

origina 

	
( )( ) 	

1 1 1

L H HI Hw L w H a w i tE t + −
=

 + − α λ 

	 (17)

ou seja, a condição (simplificada) do equilíbrio no mercado dos bens (diferenciados 
e homogêneo).

2.5  taxa de Inovação de Equilíbrio de Mercado

Considerando as equações que descrevem a condição de otimização do consumo (9), 
a expressão do lucro (12), e a condição de não-arbitragem (14), resolvemos o sistema 
de modo a encontrar a intensidade do esforço de pesquisa (isto é, a taxa de inovação) 
de equilíbrio. Assim, substituindo (9), expressão da trajetória temporal ótima dos 

gastos 
E r
E

= −ρ


, e (12), f luxo de lucro do monopolista 
1( ) 1 	(t)t E π = − λ 

, na 

condição de não-arbitragem (14), 
v i r

v
π +

− =


, obtém-se:

	
11 E

v Ei
v E v

 − λ = ρ + + −


 	 (18)

No equilíbrio de steady-state, 0==
E
E

v
v 



, o que, substituído em (18) e (9), implica, 

respectivamente:

	 ( )11 	E i v  − = ρ + λ 
	 (19)
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	 r = ρ 	 (20)

Da equação (19) obtém-se que ( ) 	
11

i v 
E

ρ +
=

 − λ 

, o que, conjugando com a condição de 

livre-entrada (13), aHIwH = v, origina ( ) 	
11

HI Hi a w  
E

ρ +
=

 − λ 

. Combinando esta última 

equação com a condição de equi l íbrio do mercado dos bens (17), 

( )( )
1 1 1

L H HI Hw L w H a w i tE t + −
=

 + − α λ 

, obtemos, após alguma manipulação algébrica, a 

taxa de inovação de equilíbrio de mercado:

	 [ ]

11

( 1)

L

He

HI

w
L H

w
i

a

   α − +  λ  ρ = − λ − α λ −
λ

	 (21)

Dada a natureza específica da utilização do fator trabalho não-qualificado, esta taxa 
de inovação de equilíbrio é a taxa que resulta da escolha descentralizada, pelos em-
presários, de como (da forma mais lucrativa) afetar o capital humano que não é usado 
na produção do bem homogêneo para a produção de produtos diferenciados versus 
produção de inovações (atividade de pesquisa). 

Como detalharemos mais à frente na subseção 2.7, a taxa de inovação de equilíbrio 
de mercado é tanto maior quanto maior for a dotação da economia em capital huma-
no (H); quanto menor for a dotação da economia em mão-de-obra não-qualificada 
(l), admitindo elasticidade de substituição na produção do bem homogêneo pouco 
elevada; quanto maior for a produtividade (1/aHI) da pesquisa; quanto mais pacientes 
forem as famílias (menor for a taxa de preferência intertemporal; quanto maior for a 
dimensão dos avanços tecnológicos (dos “degraus” de qualidade); e quanto maior for 
o grau de “sofisticação” dos consumidores (α).
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2.6  taxa de crescimento do Índice de consumo

Considerando as equações referentes à utilidade instantânea do consumo agregado 
de X (2), as funções-procura estática para os produtos diferenciados (6), o equilíbrio 
do mercado dos bens (8) e a fixação do preço-limite (10), obtém-se (note-se que a 
expressão do lado esquerdo é o logaritmo do índice de consumo):

1

0
log ( ) (1 ) log ( ) log ( ) log ( ) log log

1(1 ) log

j H
j

u t y t q k dk E t w
 

α + − α = α + − α λ − α +∑∫   
 

− α + − α  α 

	 	 (22)

Consideremos agora:

f(j,t): a probabilidade de, para um produto qualquer k, existirem j melhorias na qua-
lidade, durante o intervalo de tempo t.

Como, em equilíbrio, todos os produtos têm a mesma intensidade de pesquisa, f(j,t) 
representa a fração dos produtos que são melhorados j vezes durante o intervalo t. 
Ou seja, a contabilização de todos os produtos e todas as gerações possíveis gera 
(Grossman e Helpman, 1991b):

	

1

00

log ( ) ( , ) log j
t

j
q k dk f j t

∞

=

= λ∑∫ 	 	 (23)

Como 
0 0

( , ) log ( , ) log ( )j

j j
f j t f j t j j

∞ ∞

= =

λ = λ =∑ ∑ E , pelas propriedades da distribuição 

de Poisson resulta:16

	
1

0

log ( ) logtq k dk it= λ∫ 	 	 (24)

Substituindo (24) em (22) temos:

1log ( ) (1 ) log ( ) log log log (1 ) log logHu t y t i E w − α α + − α = α λ + − α + − α − α λ α 
t  (25)

16 
!

)()(),(
j
eitjptjf

itj −

==  e E(j) = it, pelas propriedades da distribuição de Poisson, em que E representa 

aqui o valor esperado (ver Santos, 1988, p. 245).
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Assim, a taxa de crescimento do índice de consumo é (note-se que em equilíbrio E e 
i são constantes, enquanto wH é determinado globalmente pelas dotações de fatores 
que consideramos fixas):

	
1log ( ) ( )

log
d u t y t

g i
dt

α −α  ≡ = α λ 	 	 (26)

2.7  Estática comparada do Equilíbrio de Mercado

Recorde-se que i é, em (21), dado por [ ]

11

( 1)

L

He

HI

w
L H

w
i

a

   α − +  λ  ρ = − λ − α λ −
λ

.

Assim:

	 [ ]

11

log ( 1)

L

H

HI

w
L H

w
g

a

     α − +  λ   ρ  = α λ − λ − α λ − λ 
 
  

	 	 (27)

Da análise de (26), constatamos que a taxa de crescimento da economia (g≡taxa de 
crescimento do índice do consumo) é tanto maior quanto,

a) mais rápida for a taxa de inovação, log 0g
i

∂
= α λ >

∂
.

b) maior for α, o peso dos produtos diferenciados no índice de consumo,

 

 

11
log log log ( 1) 0

L

H

HI

w L H
wg g ii i

i a

   − +   λ∂ ∂ ∂ ρ   = λ + ⋅ = λ + α λ + λ − >
 ∂α ∂ ∂α λ
 
  

 Ou seja, quanto mais sofisticados forem os consumidores, no sentido de terem 
uma maior preferência relativa pelos produtos diferenciados de melhor qualidade 
(isto é, de serem mais sensíveis à qualidade), maior é a taxa de crescimento da 
economia.17

17 Seria interessante considerar a hipótese de que a maior sofisticação dos consumidores está positivamente 
correlacionada com o nível de capital humano. Neste caso, que não analisamos aqui explicitamente, 
o capital humano influenciaria também a procura, pois α seria função positiva de H. Estaríamos na 
presença de um canal adicional de influência do capital humano sobre o crescimento econômico.
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 Da análise de (27) conclui-se, adicionalmente, que a taxa de inovação (e, logo, a 
taxa de crescimento) é tanto maior quanto,

c) maior for a dotação da economia em capital humano

	
( ) ( )

( )2

		
	

11
1 0					pois			 0		e		 0

L H
H L

L H

HI H

w ww w L w wi H H
H a H Hw

∂ ∂α − − ∂ ∂∂ λ ∂ ∂= + > > <
∂ ∂ ∂

 
 
 
  

.

 As remunerações dos fatores são fixas para cada nível de dotação de fatores. Assim, 
um aumento da quantidade de capital humano disponível origina uma relativa 
escassez de l, levando a um aumento na remuneração deste fator. Por sua vez, 
dada a relativa abundância de capital humano, a remuneração deste fator tende a 
diminuir, baixando os custos da atividade de pesquisa e aumentando o ritmo de 
crescimento.

d) menor for a dotação da economia em mão-de-obra não-qualificada, admitindo 
elasticidade de substituição na produção do bem homogêneo pouco elevada

	

( ) ( )
( )2

		
	

	

11
0						 pois 			 0		e		 0

			 e	admitindo	que	

L H
H L

L HL
HI H H

LL H L

H

w ww w L w wi w L L
L a w L Lw

ww w w
LL L w

∂ ∂α − − ∂ ∂∂ λ ∂ ∂= + < < >
∂ ∂ ∂

∂ ∂− >
∂ ∂

 
 
 
  

	

 Este resultado deriva do fato de o bem homogêneo, Y, utilizar na sua produção 
capital humano (H) e trabalho não-qualificado (l). Ora, um aumento no fator 
específico a este setor – o fator l – diminui a respectiva remuneração e aumen-
ta a remuneração do capital humano, por se tornar relativamente mais escasso. 
Assumindo que o efeito do aumento da remuneração relativa de H é maior que 
o efeito de substituição de H por l na produção de Y,18 a taxa de inovação decai, 
assim como a taxa de crescimento da economia.

e) maior a produtividade (1/aHI) da pesquisa, 
( )2

11
0

L

H

HIHI

w L H
wi

a a

  α − +  λ∂   = − <
∂

.

18 Globalmente, o aumento de l torna o capital humano relativamente mais escasso. Mas, simultanea-
mente, liberta parte do capital humano para a produção de bens diferenciados e investigação. O que 
admitimos aqui é que a elasticidade de substituição na produção de Y não é suficientemente elevada 
para tornar o segundo efeito dominante. 
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 Um aumento da produtividade incrementa o retorno esperado da atividade de 
pesquisa, incentivando, assim, os esforços/investimentos na P&D, e aumenta, con-
seqüentemente, o crescimento via aumento da taxa de inovação.

f) mais pacientes forem as famílias (menor for a taxa de preferência intertemporal, ρ) 

[ ]1 ( 1) 0i∂
= − λ − α λ − <

∂ρ λ
.

 Um comportamento, por parte das famílias, mais propenso à poupança, faz dimi-
nuir o custo de financiamento, o que contribui para aumentar a taxa de inovação 
e, conseqüentemente, a taxa de crescimento.

 Finalmente, obtemos também de (25) e (26) o efeito de um aumento na dimensão 
dos avanços tecnológicos de qualidade (λ). O crescimento é tanto maior quanto,

g) maior for a dimensão dos avanços tecnológicos (dos “degraus” de qualidade) 

2

2

loglog 0

L

H

HI

w L H
wg i i i

a

  
+  ∂ α ∂ α α λ   = + α λ = + + ρ >

 ∂λ λ ∂λ λ λ
 
  

.

 Note-se que o aumento na dimensão dos avanços da qualidade (λ) promove o 
crescimento por duas vias: diretamente, pois os degraus de qualidade são maiores; 
indiretamente, originando uma mais rápida ocorrência de avanços tecnológicos, 
aumentando, portanto, o retorno esperado da pesquisa, o que contribui para atrair 
recursos (capital humano) para as atividades de P&D.

h) maior for o grau de “sofisticação” dos consumidores (α) 

 

11
	 	 ( 1) 0

L

H

HI

w L H
wi

a

   − +   λ∂ ρ   = + λ − >
 ∂α λ
 
  

.

Um corolário importante desta análise é a previsão (ceteris paribus) de uma taxa de 
crescimento menos elevada para as economias de maior dimensão (com maior quan-
tidade de mão-de-obra não qualificada). Em contrapartida, a dimensão do capital 
humano é crucial, sendo que quanto mais elevada, mais rápido será o crescimento.
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Isto está em consonância com as conclusões de Romer (1990) “... that the correct mea-
sure of scale is not population but human capital...” (p. S78) e que uma economia “... with 
a larger total stock of human capital will experience faster growth.” (p. S99).

Neste contexto, uma economia de grande dimensão, com abundância de trabalho 
qualificado (H), realiza mais pesquisa industrial porque o setor de P&D utiliza este 
fator mais intensivamente. Tal economia cresce mais rapidamente que outra, com 
características semelhantes, mas com uma menor quantidade de capital humano. No 
entanto, uma economia de grande dimensão, habitada, em grande parte, por indi-
víduos não-qualificados (l elevado), pode crescer mais lentamente que uma outra, 
idêntica, mas com uma menor população.

Em outras palavras, segundo conclusão de Grossman e Helpman (1994, p. 36):19 
“[t]he larger labor-abundant country, which specializes relatively in labor-intensive pro-
duction, might will conduct absolutely less industrial research than a smaller country with 
comparative advantage in R&D.”

3.  anÁlIsE DE BEM-EstaR 

3.1  considerações Iniciais

Sob as hipóteses de tecnologia exógena e plena apropriabilidade do investimento, e as-
sumindo que os indivíduos possuem antevisão de longo prazo perfeita (relativamente 
ao seu comportamento de poupança) e valorizam o bem-estar dos seus descenden-
tes, no modelo neoclássico tradicional os incentivos de mercado geram um ritmo de 
crescimento econômico socialmente ótimo, não havendo lugar, conseqüentemente, 
para um papel ativo e interventor dos governos. Em outras palavras, no modelo neo-
clássico de Solow as trajetórias do crescimento de equilíbrio de mercado são também 
socialmente eficientes.

Mas em modelos em que o crescimento econômico é endogeneizado – ou, mais es-
pecificamente, conduzido por inovações endógenas (como é o caso do modelo aqui 
desenvolvido) –, as não-convexidades associadas fazem com que a taxa de crescimento 
de equilíbrio de mercado não coincida com a taxa de crescimento socialmente ótima 
(de Pareto). Por um lado, o ótimo de Pareto exige que o preço iguale o custo margi-
nal da produção, o que está em desacordo com o modelo, dado que a inovação exige 

19 Estas conclusões sugerem implicitamente, como referido na revisão da literatura, que o livre comércio 
internacional poderá contribuir para acelerar o crescimento. Para uma análise mais detalhada acerca 
da acumulação do capital humano e interligação deste com as questões do comércio internacional, ver 
Grossman e Helpman (1993, capítulo 5).
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a existência de lucros monopolistas. Por outro lado, o ótimo de Pareto exige que o 
retorno da acumulação de capital (investimento) seja completamente apropriado, o 
que não acontece na presença de spillovers de conhecimento. Cada inovador, analisando 
o produto em questão (na sua geração mais recente), constrói o seu próprio produto 
a partir dele, apropriando-se, assim, de uma fração do investimento acumulado em 
conhecimento que nele está incluído.

Nesse quadro, a comparação entre a taxa de inovação endógena e a taxa de inovação 
socialmente desejável é, de início, ambígua. A existência de spillovers intertemporais e 
a incapacidade dos inovadores para captarem todo o retorno dos esforços de pesquisa 
apontam para a insuficiência de incentivos de mercado para o investimento em conhe-
cimento, ou seja, ie<i*, designando i* a taxa de inovação ótima de Pareto. 

No entanto, pode também ocorrer investimento excessivo em P&D (ie>i*), na medida 
em que os inovadores reagem aos sinais de lucro privado, que divergem, eventualmen-
te, das medidas de rentabilidade social.

O subitem a seguir tenta esclarecer tal ambigüidade, determinando formalmente em 
que circunstâncias ocorrem investimentos excessivos em P&D e em que circunstâncias 
eles são insuficientes.

3.2  taxa de Inovação Ótima de Pareto

Suponhamos, por conveniência técnica de resolução do modelo, a existência de um 
planejador social, a quem cabe a resolução de duas questões: a alocação estática e 
a alocação dinâmica dos recursos existentes na economia, de forma a maximizar a 
utilidade social.

A utilidade total (1), vale lembrar, é dada por:

	 [ ]t t

0 0

U e C(t)	dt e logu(t) (1 ) logY(t) 	dt
∞ ∞

−ρ −ρ= = α + − α∫ ∫ .

alocação Estática

A cada momento, o planejador social, tendo em conta o capital humano existente e 
tomando a despesa total (E+Y) como dada, decide qual deve ser a distribuição deste 
capital entre as atividades de pesquisa e de produção dos bens diferenciados e do bem 
homogêneo.20

20 A alocação do outro recurso – o trabalho não-qualificado – é trivial, pois l é específico da produção 
de Y.
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Por (2), 
1

0

log ( ) (1 ) log ( ) log ( ) ( ) (1 ) log ( )j jt
j

u t Y t q k d k dk Y t
 

α + − α = α + − α 
 
∑∫ .

Como explicado nos subitens 2.2 e 2.4, as preferências do consumidor representativo 
implicam que o emprego de capital humano na produção dos bens diferenciados seja 

HX HX
X HX H

E Ea a
c a w

=
λ λ

, e na produção do bem homogêneo 
1

HYa E− α
α

.

O emprego de trabalho não-qualificado é 
1

LYa E− α
α

. Sendo assim, as restrições 

sobre os recursos são as seguintes:

	

1

0

( ) 				j
j H

Ed k dk
w

 
≤  λ 

∑∫ 	 	 (28)

	

1Y E− α
≤

α
	 	 (29)

Como todas as qualidades de qualquer produto exigem o mesmo input de capital 
humano, o planejador produz apenas a qualidade estado-de-arte, qt. Assim:

1 1

0 0

log ( ) (1 ) log ( ) log ( ) log ( ) (1 ) log ( )t tu t Y t q k dk d k dk Y tα + − α = α + α + − α∫ ∫ 	 	 (30)

A maximização do índice de consumo – ou do seu logaritmo, (30) –, sujeito às res-
trições (28) e (29) resulta numa distribuição idêntica de capital humano para todas as 
indústrias dos bens diferenciados e numa distribuição entre bens diferenciados, por 
um lado, e o bem homogêneo, por outro, proporcional aos respectivos pesos nas pre-
ferências dos consumidores. Assim, a alocação ótima de recursos, para cada indústria, 
em cada momento do tempo, é dada por:

	 [ ]t
H

E(t)d (k) 																												 k 0,1 			
w

= ∀ ∈
λ 	 	 (31)

	 1( ) ( )Y t E t− α
=

α
	 	 (32)

Por outro lado, da condição de equilíbrio do mercado dos bens (homogêneo e dife-
renciados) tem-se, tal como se constatou no subitem 2.4,
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	 ( ) ( ) ( ) ( )L H HI HE t Y t w L w H t a w i t+ = + + π − 	 	 (33)

Utilizando (12) e (32) podemos simplificar a expressão (33), obtendo

	
1 1 1 ( ) ( )L H HI HE t w L w H a w i t + − = + − α λ 

	 	 (34)

alocação Dinâmica

Trata-se agora de, dada a alocação estática para cada nível de despesa (E+Y), escolher 
uma seqüência ótima de despesa que maximize a utilidade total intertemporal.

Utilizando (31) e (32) em (30), a expressão da utilidade total será:

1

0
0 0

1( ) log ( ) log (1 ) log 	t t
t t

H

EU e C t dt e q k dk E dt
w

∞ ∞
−ρ −ρ    − α = = α + α + − α    λ α   

∫ ∫ ∫ 		 	 (35)

Quer dizer, a maximização de Ut exige que se considerem as expressões de 
log ( ) log ( )u t Y t	e	 derivadas da alocação ótima de recursos para cada indústria, em 

cada momento do tempo.

Quanto à produção de melhorias de qualidade, vale relembrar que: 

1

0
log ( ) log 	tq k dk = λ∫ ×	(nº de melhorias que ocorrem na indústria até ao momento t).	

As melhorias ocorrem em cada indústria de acordo com um processo de Poisson va-
riante no tempo, com uma taxa de ocorrência instantânea i(s). Assim:

0

Nº	de	sucessos	esperados	antes	do	momento	t
t

I(t) i(s)ds= = ∫ 		 	 (36)

Substituindo em (35), ( )
0

( ) 1log ( ) log (1 ) log ( )t

H
t

E tU e I t E t dt
w

∞
−ρ    − α = α λ + α + − α∫     λ α   

,

e rearranjando, tem-se: 

( )( )
0

1log ( ) 1 log log (1 ) log 	t
t HU e I t E w dt

∞
−ρ  − α  = α λ − + − α + − α   α  ∫ 					(37)
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objetivo do Planejador social

Dada a condição de equilíbrio do mercado dos bens, (34), o planejador social escolhe 
uma seqüência de E(t) (variável de controle)21 de modo a maximizar a função objetivo 
(utilidade total) sujeita a determinadas restrições. Estas restrições são dinâmicas, dado 
que descrevem a evolução da economia ao longo do tempo, tal como é representada 
pelo conjunto das variáveis estado (H, l, wl ,wH e I).22

Em termos formais:

{ }
( )( )

0( )
1log ( ) 1 log ( ) log (1 ) log 	t

t HE t
MaxU e I t E t w dt

∞
−ρ  − α  = α λ − + − α + − α   α  ∫

	
																	s.a 

( ) ( )																																																				(38)
1 1 ( )1

( )

1 1 1 ( ) ( )			(II.	34)

( ) 0																							

L

H H

HI

L H Hl H

I t i t
w E tL H
w wI t

a

E t w L w H a w i t

I t

• = 
   + − + −   α λ   =

       + − = + −  α λ  

>



																																	(39)

					(40)

Para resolver este problema dinâmico, utiliza-se o Princípio do Máximo do Controle 
Ótimo (Pontryagin, Boltyanskii, Gamkrelidze e Mishchenko, 1962). A construção 
da Função Hamiltoniana (em valor corrente) constitui o ponto de partida para a re-
solução do problema: 

( , , , , , , , ) ( log )( ( ) 1) log ( ) log log

1 1 1 ( )																															 (1 ) log 1

H L H

L

H

HI H HI

E I w w tHcv I t E t w

w L H
w E t

a w a

α λ θ = α λ − + − α λ − α +

 + − α    + − α + θ − + −   α α λ     
 
 

			(41)

21 Na terminologia do controle ótimo, os fluxos denominados de variáveis de controle e os estoques” de 
variáveis estado. (Dixit, 1990).

22 Note-se que na resolução do problema de controle ótimo acabamos por ter somente uma variável estado, 
I, pois as outras são exógenas (H, l, diretamente e wL e wH devido à exogeneidade das primeiras e da 
especificidade de l). 
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em que θ (variável co-estado) é o preço-sombra da intensidade do esforço de 
pesquisa.

Segundo o Princípio de Prontryagin, as condições necessárias para a solução ótima 
do problema do planejador social são as seguintes:

{ }( )

1 1 ( ))	 	; 																																 ) ( ) 1

) ( ) ( ) ; 																 ) lim ( ) ( ) 0

L

H

E t
HI HI H

t

t

w L H
w E ti Max Hcv ii I t

a a w

Hcviii t t iv t I t e
I

−ρ

→∞

+
 = − + − α λ 

∂
θ = ρθ − θ =

∂





A condição i), supondo uma solução interior, resulta em:

	 { }( )
)	 0 			

1 1( ) 1

H HI

E t

w adHcvi Max Hcv E
dE t

⇒ = ⇒ =
 θ + − α λ 

		 	 (42)

A condição ii), chamada de “equação de movimento”, obriga a solução a obedecer à 
restrição do problema. Quanto à chamada “equação de co-estado” – condição iii) –, 
resulta em:

	 log 	
•

θ α λ
= ρ −

θ θ
	 	 (43)

Admitindo que as funções consideradas no princípio Hamiltoniano são côncavas em 
E e I, estas condições necessárias são também suficientes. (Mangasarian, 1966). A 
partir delas podemos derivar a solução de crescimento equilibrado, para a qual o sistema 
converge a partir de uma situação inicial qualquer. Interessa agora definir as soluções 
de crescimento equilibrado para onde se espera que o sistema convirja. Neste equilíbrio 
de steady-state, a taxa de crescimento da despesa total em produtos diferenciados, a taxa 
de acumulação dos esforços de pesquisa e a taxa de crescimento do preço-sombra dos 
esforços de pesquisa são constantes (isto é, 




E I, ,θ são constantes). Combinando a “equa-

ção de co-estado” (43) com a condição de transversalidade iv), obtém-se:

	 logα λ
θ =

ρ
	 	 (44)
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Assim, de (42) resulta:

	 1 1log 1

H HIw aE ρ
=

 α λ + − α λ 

	 	 (45)

Pela “equação de movimento”, e utilizando (38) e (45), conclui-se que:

	 *
log

L

H

HI

w L H
wi

a

+
ρ

= −
α λ

	 	 (46)

A equação (46) representa a expressão da taxa de inovação ótima de Pareto.

Tal como no equilíbrio descentralizado (de mercado), a taxa de inovação ótima é tanto 
maior (ceteris paribus) quanto: a) maior a dotação da economia em capital humano; 
b) maior a porcentagem de produtos diferenciados no índice de consumo; c) menor 
a dotação da economia em mão-de-obra não-qualificada (admitindo elasticidade de 
substituição na produção do bem homogêneo pouco elevada); d) maior a produtivi-
dade do setor de P&D; e) menor a taxa de substituição intertemporal; f) maiores os 
avanços na qualidade dos produtos.

3.3  o Problema da Insuficiência/Excesso de Incentivos para a P&D

Da análise efetuada nos subitens 2.4 e 3.2, respectivamente, retiramos que a taxa de 

inovação de equilíbrio de mercado é 

11
11 1

L

He

HI

w L H
w

i
a

   α − +   λ      = −ρ − α −  λ  

e a taxa de inovação ótima de Pareto é *
log

L

H

HI

w L H
w

i
a

 
+  ρ = −

α λ
. 

A diferença entre as taxas de inovação ótima e a de equilíbrio de mercado vem a ser:
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	 	 (47)
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Os modelos endógenos de crescimento, em particular o modelo derivado aqui, são 
consistentes com a idéia de que as políticas governamentais podem afetar o ritmo de 
desenvolvimento econômico já que as taxas de inovação (e, portanto, de crescimento) 
ótima e de equilíbrio descentralizado podem não coincindir. Assim, os efeitos-cres-
cimento temporários das políticas governamentais, implícitos no modelo neoclássico 
tradicional (Solow, 1956), são, nos novos modelos de crescimento endógenos, trans-
formados em efeitos-crescimento permanentes. (Teixeira, 1999). Assim, estes modelos 
enfatizam a idéia de persistentes diferenças dos rendimentos per capita entre países: 
as economias mais ricas podem manter e até mesmo aumentar o fosso relativamente 
a economias mais pobres. Entre os determinantes do crescimento e (div)convergência 
identificada na literatura (Di Liberto, 2005), e em certa medida evidenciado no mo-
delo proposto aqui, o capital humano é certamente um dos mais importantes.

Se o mecanismo de crescimento envolver externalidades positivas, constata-se que a 
taxa de crescimento de equilíbrio descentralizado é menor que a taxa de crescimento 
ótima de Pareto. Isto conduz à hipótese de a atuação do governo, na atribuição de 
subsídios para a investigação ou para a acumulação de capital humano, poder permitir

que o ótimo social seja atingido.23 No entanto, nos modelos estocásticos de produção de 
inovação, como no caso do apresentado neste artigo, é possível que se esteja investindo 
demasiado em investigação em termos do bem-estar social derivado da existência de uma 
externalidade negativa, o “business stealing effect” (ver item 4 do Apêndice).24 Nestes mo-
delos, a questão de qual dos efeitos externos é dominante e, por conseguinte, a questão 
da diferença entre as mencionadas taxas de crescimento, depende da dimensão da ino-
vação, do grau de poder de monopólio (dimensão das inovações) e, no caso concreto do 
nosso modelo, do grau de sofisticação dos consumidores (quota dos bens diferenciados). 
No caso de o grau de sofisticação dos consumidores ser relativamente baixo, induzindo, 
numa situação de equilíbrio de mercado, taxas de inovação e crescimento aquém do que 
seria socialmente ótimo, e admitindo que a sofisticação dos consumidores pudesse estar 
relacionada com o respectivo capital humano, existiria espaço para a política econômica, 
principalmente no sentido de subsidiar a acumulação de capital humano. Estando esta 
questão da política econômica e questões associadas à convergência/divergência das na-
ções em termos de crescimento econômico para além do âmbito necessariamente estrito 
da presente investigação, elas constituiriam, com certeza, uma via de investigação futura 
interessante (para um survey acerca destes temas, ver Di Liberto, 2005).

23 Mesmo em Lucas (1988, p. 35), apesar de o autor apontar não ser seu objetivo “...[to] offer political advice”, 
a existência de incentivos à acumulação de capital humano é suscetível de conduzir a uma situação de 
ótimo social. Em trabalhos mais recentes o autor é mais claro em relação a este aspecto, referindo-se, por 
um lado, ao enorme potencial de políticas de incentivo à acumulação de capital humano em contextos de 
imperfeição nos mercados de fatores (Lucas, 1990), e utilizando, por outro, os exemplos dos chamados 
“milagres asiáticos”, caracterizados pelos fortes incentivos públicos à acumulação de capital humano, “... 
to help in assessing economic policies that may  affect growth rates in other countries.” (Lucas, 1993, p. 252).

24 O sobreinvestimento em I&D ocorre porque os inovadores respondem aos sinais de lucros privados, 
que poderão divergir das medidas de rentabilidade social.
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Retomando a derivação algébrica acerca das circunstâncias em que o ótimo social e de 
mercado em termos de taxa de inovação podem divergir, temos que, numa situação 
de equilíbrio descentralizado, os agentes são incentivados a investir em P&D (ie > 0) 
apenas quando:

	 1 			
( 1)

L

H

HI

w L H
w

a

  
+   λ  + >

 ρ α λ −
 
  

	 	 (48)

Por outro lado, i* > ie quando:

	
[ ]
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( log ) ( 1)

L

H

HI

w L H
w

a

  
+   λ  + >

 ρ α λ λ − α λ −
 
  

	 	 (49)

A partir da análise destas duas expressões pode-se identificar diversas situações con-
forme a dimensão das inovações (λ) e o peso do consumo dos bens diferenciados (α) 
no índice de consumo. 

No sentido de clarificar tais situações, é útil recorrer a ilustrações gráficas construídas 
a partir das referidas expressões. O estudo analítico das expressões do lado direito das 
equações (48) e (49) permitiu identificar dois casos. Na eventualidade do peso dos 
bens diferenciados no índice do consumo ser relativamente baixo (α≤0.5) – Gráfico 
2 – a taxa de equilíbrio de mercado situa-se sempre aquém da que seria socialmente 
desejável (ótima), independentemente da dimensão dos avanços tecnológicos. Assim, 
como se pode constatar no Gráfico 2, para lá da dimensão mínima exigida pelos 
agentes econômicos para se envolverem em atividades de pesquisa (λ0), a equação 
(49) é verificada.
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GR ÁFIco 2 – caso EM QuE α≤0.5. DIMEnsão Do PRoGR Esso 
tEcnolÓGIco (λ) E DEFasaGEM EntRE a taXa DE InovaÇão 
DE EQuIlÍBRIo E a taXa DE InovaÇão ÓtIMa

A não verificação de situações em que a taxa de inovação de mercado é excessiva 
relativamente ao bem-estar social explica-se pelo fato de, com baixa procura de bens 
diferenciados, este setor (que é onde a pesquisa pode gerar lucros) se tornar menos 
atrativo. 

A ambigüidade ocorre quando os consumidores apresentam um consumo relativa-
mente enviesado em direção aos bens diferenciados (α >0.5). Em face do mais eleva-
do montante de lucros proporcionado por uma maior procura de bens diferenciados 
– como se verifica no caso ilustrado no Gráfico 3 –, existe a possibilidade de ocor-
rerem situações em que a taxa de equilíbrio de mercado gera incentivos excessivos 
em termos de bem-estar, ou seja, é superior à que seria socialmente adequada. Tais 
situações ocorrem no caso de o poder de monopólio (ou a dimensão do progresso 
tecnológico) ser relativamente reduzido, isto é, em termos formais, λ ∈ ]λ0, λ1[. Para 
inovações de dimensões mais significativas, λ ∈ ]λ1,+∞[, a taxa de inovação do equilí-
brio descentralizado revela-se socialmente insuficiente.

Os resultados obtidos neste ponto são distintos dos obtidos em modelos de inovação 
endógena análogos ao aqui desenvolvido, principalmente os de Grossman e Helpman 
(1991b, 1993), na base dos quais é feita a nossa análise. Tal diferença deriva funda-
mentalmente do fato de considerarmos um índice de consumo constituído por bens 
diferenciados e um bem homogêneo. Neste contexto, não é de estranhar que a cons-
tituição daquele índice (escolha por parte dos consumidores da alocação ótima da sua 
despesa entre os bens diferenciados e homogêneo) influencie a análise de bem-estar 
aqui efetuada.
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GR ÁFIco 3 – caso EM QuE α >	 0.5. DIMEnsão Do PRoGR Esso 
tEcnolÓGIco (λ) E DEFasaGEM EntRE a taXa DE InovaÇão 
DE EQuIlÍBRIo E a taXa DE InovaÇão ÓtIMa

A procura tem, pois, uma influência determinante na insuficiência/excesso de incen-
tivos ao investimento em pesquisa. Consumidores pouco sofisticados, isto é, com 
reduzida preferência por produtos diferenciados de qualidade, geram, seguramente, 
incentivos insuficientes para a pesquisa, enquanto que consumidores mais sofisticados 
podem gerar excesso de incentivos. 

Se α (quota dos produtos diferenciados na procura) estiver positivamente correlacio-
nada com o nível de desenvolvimento (no sentido lato) do país, então países menos 
desenvolvidos tendem a apresentar taxas de inovação relativamente reduzidas, ao con-
trário de países mais desenvolvidos, em que essas taxas podem, até, ser demasiado 
elevadas.25, 26

conclusão

A emergência contínua de novas alternativas de consumo é uma característica sobe-
jamente conhecida da dinâmica capitalista. No entanto, a compreensão do fenômeno 

25 O fato de se estar considerando uma economia fechada pode ser aqui determinante. Como é comum 
em situações em que a dimensão da procura é relevante, a abertura ao exterior deve diminuir substan-
cialmente a importância dessa dimensão.

26 A divergência entre a taxa de inovação de equilíbrio e a taxa de inovação ótima deriva da existência 
de não-convexidades, principalmente dos efeitos externos gerados por um inovador bem-sucedido, 
da fixação de preços não concorrenciais e dos efeitos de “criação destrutiva”. No item 4 do Apêndice 
analisamos com mais detalhes esta divergência, identificando analiticamente os efeitos anteriormente 
mencionados, procurando, assim, interpretar economicamente os gráficos apresentados nesta seção.
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do lado da procura, associado à crescente relevância das atividades de consumo na 
sociedade, tem sido relativamente pouco explorada pela literatura do crescimento 
endógeno. Vários autores (e.g., Metcalfe, 2001; Dutt, 2006) chamam inclusive a 
atenção para o fato de as teorias neoclássica e endógena do crescimento econômico 
negligenciarem a procura agregada. 

Tentando requalificar o papel-chave da procura no processo de crescimento econômi-
co, o presente artigo derivou algebricamente um modelo de crescimento endógeno no 
qual o crescimento é induzido por melhorias na qualidade dos produtos. 

À semelhança dos modelos de Grossman e Helpman (1991a, 1991b), cada inovação 
é construída a partir da anterior e cada nova geração do produto fornece proporcio-
nalmente mais serviços que o produto da geração anterior (isto é, pressupomos, de 
forma razoável, que a dimensão da inovação, identificada no modelo pelo parâmetro 
λ, é sempre superior a 1). 

De forma distinta daqueles autores, no entanto, consideramos um índice de consumo 
constituído por bens diferenciados e um bem homogêneo. Isto permite destacar a 
influência determinante da procura no crescimento econômico e atribuir aos consu-
midores a importância que estes realmente detêm na economia das nações. 

Podemos sintetizar as previsões do modelo da seguinte forma: 

 O crescimento da economia é tanto mais rápido quanto, ceteris paribus:

 maior for a dotação da economia em capital humano; 

 menor for a dotação da economia em mão-de-obra não-qualificada (assu-
mindo uma baixa elasticidade de substituição dos inputs na produção do bem 
homogêneo);

 maior for a produtividade da P&D; 

 mais pacientes forem os agentes econômicos;

 maior for a dimensão da inovação (dos “degraus” de melhoria dos 
produtos);

 maior for o peso dos bens diferenciados no índice de consumo. 

 Existem falhas de mercado na alocação do capital humano aos setores que dele 
fazem uso. O investimento descentralizado em P&D pode ser insuficiente ou 
excessivo em relação à alocação intertemporal ótima de recursos. 
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No caso de um índice de consumo mais enviesado a favor do bem homogêneo, a taxa 
de inovação de mercado está sempre aquém do nível socialmente desejável, indepen-
dentemente da dimensão das inovações. Esta última é importante na determinação da 
insuficiência/excesso de inovação no caso de os consumidores atribuírem maior peso 
aos bens diferenciados na constituição da sua cesta de consumo: no caso de inovações 
de reduzida dimensão, o investimento (descentralizado, de mercado) em inovação é 
socialmente excessivo (em termos do ótimo de Pareto).

Assim, o modelo proposto no presente artigo é consistente com a idéia de que as po-
líticas governamentais podem afetar o ritmo de desenvolvimento econômico já que a 
taxa de inovação (e, portanto, de crescimento) ótima e de equilíbrio descentralizado 
pode não coincindir. Dependendo do efeito combinado do excedente do consumidor 
e dos spillovers intertemporais (externalidades positivas) estar além ou aquém do efeito 
destruição do lucro (externalidade negativa), a taxa de inovação (e crescimento) de 
equilíbrio descentralizado estará, respectivamente, aquém ou além do ótimo social. 
Isto depende crucialmente do grau de poder de monopólio (dimensão das inovações) 
e do grau de sofisticação dos consumidores (quota dos bens diferenciados). 

No caso de o grau de sofisticação dos consumidores ser relativamente baixo, induzin-
do, numa situação de equilíbrio de mercado, a taxas de inovação e crescimento aquém 
do que seria socialmente ótimo, e admitindo-se, de forma razoável, que a sofisticação 
dos consumidores possa estar relacionada com o respectivo nível de capital humano, 
existiria espaço para a política econômica estar principalmente subsidiando a acumu-
lação de capital humano. 

Não obstante a questão da intervenção da política econômica e questões de conver-
gência/divergência dos países em termos de crescimento econômico não terem sido o 
enfoque do presente trabalho, certamente constituem uma via interessante a explorar 
em futuras investigações. 
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aPÊnDIcE

1. REsoluÇão Do PRoBlEMa EstÁtIco Do consuMIDoR 

Trata-se, aqui, de determinar a distribuição ótima da despesa total (E+Y) para o 
consumidor representativo, em cada momento do tempo, entre o conjunto dos bens 
diferenciados (E) e o bem homogêneo (Y).

A utilidade instantânea global, em cada momento do tempo, é dada por:

1

0

( )log ( ) (1 ) log ( ) log ( ) log (1 ) log ( )
( )

t

t

q ku t y t E t dk Y t
p k

 
α + − α = α + α + − α 

 
∫ 				(A1)

A restrição orçamentária, por sua vez, é dada por:

	 ( ) ( ) (0)E t Y t A+ ≤ 																																																																																									(A2)

A resolução analítica do problema estático, ou seja, da maximização de (A1), sujeita 
a (A2), é imediata utilizando a função Lagrangiana:

( ) [ ]
1

0

( , , ) log ( ) log ( ) log ( ) (1 ) log ( ) (0) ( ) ( )t tL E Y E t q k p k dk Y t A E t Y tλ = α + α − + − α + λ − −∫

em que:

λ : multiplicador de Lagrange (preço sombra da restrição).

Admitindo que as funções incluídas no Lagrangiano são côncavas em Y e E, as con-
dições necessárias (e suficientes) para o ótimo são: 

)		 0														 )		 0															 )		 (0)L Li ii iii E Y A
E Y

∂ ∂
= = + =

∂ ∂ .

Da resolução de i) e ii) resulta:

)			 0
1( ) ( )	

1)		 0

Li
E E

Y t E t
Lii
Y Y

∂ α = ⇒ λ = ∂  − α
⇒ = α∂ − α = ⇒ λ =

∂ 

	 	 					(A3)
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A expressão (A3) representa, assim, a relação entre a despesa no conjunto dos bens 
diferenciados (E) e a despesa no bem homogêneo (Y) que, em cada momento do 
tempo, maximiza a utilidade do consumidor representativo. Corresponde, portanto, 
à equação (8), no texto.

2. REsoluÇão Do PRoBlEMa DInâMIco Do consuMIDoR

Problema do consumidor representativo:

{ }
[ ] [ ]( )

0 0
( ), ( )

log ( ) (1 ) log ( ) 				 . 			 ( ) ( ) (0)														t R t
tE t Y t

Max U e u t Y t dt s a e E t Y t A
∞ ∞

−ρ −= α + − α + ≤∫ ∫
     

(A4)

Da resolução do problema estático retiramos que:

( )
1

0

1log ( ) log ( ) log ( ) log ( ) 						 				 ( ) ( )t tu t E t q k p k dk e Y t E t− α
= + − =

α∫ 		 	 					(A5)

Desta forma, a utilidade total e a restrição orçamentária podem ser expressas como 
se segue:

( )
1

0 0

( )

0

1log ( ) log ( ) log ( ) (1 ) log 			

s.a

1 ( ) (0)

t
t t t

R t

U e E t q k p k dk dt

e E t dt A

∞
−ρ

∞
−

 − α = + α − + − α  α  

≤
α

∫ ∫

∫

	 	 					(A6)

Uma forma simples de resolver o problema de optimização dado em (A6) passa pela 
utilização do Teorema de Kuhn-Tucker (1951). As condições de Kuhn-Tucker po-
dem ser expressas a partir da função Lagrangiana:

( )

[ ]

1

0 0

( )

0

1( , , ) log ( ) log ( ) log ( ) (1 ) log

1(0) ( )

t
t t

R t

L E t e E t q k p k dk dt

A e E t dt

∞
−ρ

∞
−

 − α λ = + α − + − α +  α  
 

+λ − α 

∫ ∫

∫
					(A7)

em que:
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λ: multiplicador de Lagrange, ou, em termos econômicos, o preço-sombra da res-
trição – utilidade extra que o agente obtém quando a restrição é relaxada em uma 
unidade.

condições de 1ª ordem para o Máximo

[ ] [ ]( ) ( )

0 0

1 1)	 0			 	 )	 ( ) (0), 	 0			 	 )	 (0) ( ) 0R t R tLi ii e E t A iii A e E t dt
E

∞ ∞
− − ∂

= ≤ λ ≥ λ − = ∂ α α 
∫ ∫

A condição i) estabelece que uma condição necessária para que E seja um máximo do 
problema com restrição é E que seja um máximo da função Lagrangiana associada.

A condição ii) estabelece que para E ser o ótimo, a restrição tem que ser satisfeita e o 
preço-sombra não pode ser negativo.

A condição iii), usualmente designada por “complementary-slackness condition”, estabele-
ce que o produto do preço-sombra pela restrição é nulo. Esta condição significa que se 

( )

0

1 ( ) (0)R te E t dt A
∞

− −
α ∫  não for ativa (se não for satisfeita na igualdade estrita), então 

o preço-sombra tem de ser nulo. Se, pelo contrário, o preço-sombra é estritamente 
positivo, então a restrição associada tem que estar ativa. Em termos econômicos, esta 
condição estabelece que se a restrição não for ativa e a relaxarmos em uma unidade, 
daí não decorrerá qualquer alteração na utilidade.

Admitindo que a função objetivo, ut, é côncava em E e a restrição faz parte de um 
conjunto convexo, então as condições necessárias i)-iii) também são suficientes.

Da resolução destas condições retiramos:

( ) ( )1 10 0
( ) ( ) ( )

t R t t R tL e e e e
E t E t E t

−ρ − −ρ −∂ λ λ
= ⇒ − = ⇒ =

∂ α α
		 		 					(A8)

A condição (A8) estabelece a igualdade entre a utilidade marginal do consumo dos 
produtos diferenciados, no momento t – tal como é percebida no momento zero –, 
e o produto da utilidade marginal da riqueza e do valor atualizado do custo de uma 
unidade do bem no momento t.

Resolvendo esta expressão em relação a E(t) e diferenciando-a em relação ao tempo 
(t) obtemos:
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( )( ) ( )( ) ( ) ( )R t t R t tdE t dR t Ee E t e r r
dt dt E

−ρ −ρα α = −ρ ⇒ = −ρ ⇒ = −ρ λ λ 



 	 	 					(A9)

Assim, (A9) evidencia a trajetória temporal ótima do gasto do consumidor represen-
tativo [e está representada no texto pela equação (9)].

3. constRuÇão Dos GRÁFIcos 2 E 3 

Dado que H, l, wl/wH, ρ e aHI são constantes, a expressão 1

L

H

HI

w L H
w

a

 
+ 

  +ρ  re-
presenta uma reta horizontal.

A expressão 
( 1)

λ
α λ −

 representa uma função com duas assíntotas, uma vertical para 

λ =1, outra horizontal ao nível da unidade.

Por último, a expressão 
( )[ ]log ( 1)

λ
α λ λ − α λ −

 representa uma função com assínto-

ta vertical para λ = 1, tendendo para zero quando a dimensão da inovação aumenta 
indefinidamente (λ→+∞).

A posição relativa das curvas 
( 1)

λ
α λ −

 e 
( )[ ]log ( 1)

λ
α λ λ − α λ −

, ilustradas nos 

Gráficos 2 e 3, depende do parâmetro α, que representa a proporção do conjunto dos 
bens diferenciados no índice de consumo do indivíduo representativo. Assim, para α 
≤ 0.5, a primeira curva situa-se sempre (∀ λ) à direita da segunda. Quando α > 0.5, 
as duas curvas se cruzam num dado λ * > λ0 (com λ 0 representando a dimensão crí-
tica da inovação, isto é, aquela em que ie > 0). Para λ < λ*, a segunda curva situa-se 
à direita da primeira, ocorrendo o oposto no caso de λ > λ*.

4. as não-convEXIDaDEs E a RElaÇão EntRE taXa DE InovaÇão DE 
EQuIlÍBRIo E taXa DE InovaÇão ÓtIMa

Para avaliar a importância das não-convexidades na relação entre a taxa de inovação de 
mercado e a taxa de inovação ótima, suponhamos que, num determinado momento t, 
um agente (externo) é bem-sucedido nos seus esforços de pesquisa, dando originem a 
um avanço tecnológico/melhoria na qualidade na linha de um dado produto k. Após o 
momento t, o equilíbrio de mercado virá alterado em dI. Na seqüência de tal alteração, 
o bem-estar dos agentes econômicos restantes também é influenciado.
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Após t,  a  ut i l idade  tota l  dos  agentes  re stante s  é ,  por  (37), 

( )( )( ) 1log ( ) 1 log ( ) log (1 ) logt
t H

t

U e I E w d
∞

−ρ τ−  − α  = α λ τ − + τ − α + − α τ  α  ∫ .

O impacto do progresso tecnológico sobre o bem-estar destes agentes (que não o 
inovador) pode ser medido da seguinte forma:

	 ( ) ( ) 1 ( )( log ) (1 ) 			
( )

t tt

t t

dU dEe d e d
dI E dI

∞ ∞
−ρ τ− −ρ τ− τ

= α λ τ + − α τ
τ∫ ∫ 	 	 (A10)

O primeiro termo do lado direito da equação (A10) representa dois efeitos: o efeito 
excedente do consumidor e o efeito spillover intertemporal. O primeiro é o bene-
fício marginal que ocorre para as famílias, após a inovação, e que resulta do fato de 
estas pagarem pelo produto o mesmo preço que anteriormente, obtendo uma maior 
quantidade de serviços (spillovers positivos para o consumidor do produto inovador). 
O segundo representa o benefício, para as gerações futuras, da inovação atual – as 
gerações futuras irão inovar a partir deste produto de qualidade mais elevada. Desta 
forma, os dois spillovers positivos gerados pela inovação beneficiam diretamente as 
famílias.

O segundo termo do lado direito de (A10) representa o efeito destruição do lucro, 
que se repercute na despesa agregada dos agentes restantes. As inovações provocam 
perdas nos rendimentos (provenientes dos lucros) destes agentes, o que provoca uma 
contração nas respectivas despesas. Este spillover negativo que afeta os produtores 
correntes está associado ao fato do líder destronado perder o fluxo das rendas mono-
polistas, o que, por sua vez, se traduz numa perda para os proprietários da empresa 
em questão que, em cada momento do tempo, esperariam receber estas rendas com 
uma probabilidade 1-idt. Adicionalmente, esta perda de dividendos significa uma 
menor procura dos outros produtos estado-de-arte, logo, menores lucros para os 
proprietários das outras empresas.

Com o intuito de determinar o impacto da inovação adicional sobre a despesa agre-

gada, 
dE
dI

, recordemos que a despesa agregada iguala o rendimento total menos a 

poupança, sendo esta, por sua vez, coincidente com o investimento.

Em termos formais,

	 ( ) ( ) ( )L H HI HE Y w L w H a w iτ + τ = + + Π τ − 	 	 (A11)
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em que:

Π(τ): representa o rendimento-lucro agregado usufruído por todos os atuais produtos 
estado-de-arte (excluindo o da inovação adicional).

Pela condição de equilíbrio no mercado dos bens, 
1( ) ( )Y E− α

τ = τ
α

. Donde, 
1( ) ( ) ( )E Y Eτ + τ = τ
α

.

Como se assume que a taxa de melhoria da qualidade (constante) não é afetada pela 
ocorrência de inovações adicionais no momento t, a variação da despesa agregada dos 
produtos diferenciados, em qualquer momento do tempo τ > t, é igual à variação do 
rendimento-lucro associado aos produtos diferenciados. Ou seja,

	 ( ) ( )dE dτ = α Π τ 	 	 (A12)

Caso não tenha existido uma outra qualquer melhoria na qualidade do produto na 
indústria k (onde ocorre a inovação) antes do momento τ, a perda de lucros neste 

preciso momento é 
11 ( )E − τ λ 

.

Adicionalmente, verifica-se um efeito-multiplicador, pois a redução do lucro na 
indústria k induz a uma redução na despesa agregada e, em decorrência, uma dimi-
nuição nas vendas e no rendimento-lucro das outras indústrias. Incluindo este efeito, 
a variação no rendimento-lucro agregado é:

	
( ) 1 1 ( )1 ( ) 1 			
( ) ( )

d dEE
dI dI
Π τ τ   = − − τ + −   τ λ λ τ   

	 	 (A13)

Como, por (A12), 
1( ) ( )d dEΠ τ = τ
α

, o impacto da inovação adicional sobre a despesa 
agregada é:

	

( ) ( 1) 	( )			
( ) ( 1)

dE E
dI

τ α λ −
= − τ

τ λ − α λ − 	 	 (A14)

Tendo em conta o processo Poisson subjacente às melhorias na qualidade dos produtos 
em cada indústria, a probabilidade de não ocorrer qualquer sucesso na pesquisa entre 
os momentos t e τ é e-i(τ-t).

Assim, a redução esperada na despesa agregada num determinado momento τ ≥ t, que 
resulta da inovação adicional ocorrida no momento t, é igual a:
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( )( ) ( 1)( ) 							
( ) ( 1)

i tdE E e
dI

− τ−τ α λ −
= − τ

τ λ − α λ −
		 	 (A15)

Substituindo (A15) em (A10) e calculando o integral obtém-se:

	
log 1 					

( ) ( 1)
tdU

dI i
α λ α λ −

= − ⋅
τ ρ λ − α λ − ρ +

	 	 (A16)

ou, de forma equivalente, utilizando (21),

	 	de	 utilidade 	derivada
	do	efeito	 excedente	 do

	consumidor 	e	 dos 	spillovers
de 	conhecimento.

	de 	utilidade	derivada	do	efeito 	destruição
do	 lucro.

log 1
( 1)

t

L

Ganho H

HI

Perda

dU
wdI L H
w

a

α λ λ
= − ⋅

ρ λ − α λ − +
+ ρ



 

	 	 (A17)

Comparando (47-49), verifica-se que du/dI é nula quando ie é igual a i*, positiva 
quando ie < i*, e negativa no caso contrário. Assim, confirma-se que a taxa de inova-
ção de equilíbrio é menor que a taxa de inovação ótima quando o efeito combinado do 
excedente do consumidor e dos spillovers intertemporais domina o efeito destruição 
do lucro (caso representado nos Gráficos 2 e 3, neste último, quando λ > λ1).

Detalhe das Deduções algébricas Deste Item:

Sendo a utilidade total dada por (37),

( )( )( ) 1log ( ) 1 log ( ) log (1 ) logt
t H

t

U e I E w d
∞

−ρ τ−  − α  = α λ τ − + τ − α + − α τ  α  ∫ ,

o impacto de uma inovação adicional sobre a utilidade do agente é:

( ) ( ) 1 ( )( log ) 	
( ) ( ) ( )

t tt

t t

dU dEe d e d
dI E dI

∞ ∞
−ρ τ− −ρ τ− τ

= α λ τ + τ
τ τ τ∫ ∫ .
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cálculo das Integrais

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

1)	 ( log ) 	 ( log ) ( log ) ( )

1 1 1 loglim ( log ) ( log ) lim ( log )

t t t

t

A
t A t

t
A A

i e d e d e d
t t

e e e

∞ ∞ ∞
−ρ τ− −ρ τ− −ρ τ−

−ρ τ− −ρ −

→+∞ →+∞

α λ τ = α λ τ = − α λ −ρ τ =
ρ

α λ 
= − α λ = − α λ + α λ = ρ ρ ρ ρ 

∫ ∫ ∫

( ) 1 ( ))		
( ) ( )t

t dEii e d
E dI

∞
−ρ τ− τ

τ
τ τ∫

Por (16), tem-se ( ) ( ) ( ) 			L H HI HE Y w L w H a w iτ + τ = + + Π τ − .

Considerando a condição de equilíbrio do mercado de bens (8), 
1( ) ( )Y E− α

τ = τ
α

, 
obtemos 

1( ) ( ) ( )E Y Eτ + τ = τ
α

. E de (16) retiramos que:

1( ) ( ) ( ) ( )			dE d d dEτ = α π τ ⇒ π τ = τ
α

.

Por outro lado, a variação do rendimento-lucro provocada pela inovação adicional 
é dada por:

( ) 1 1 ( )1 ( ) 1
( ) ( )

d dEE
dI dI
Π τ τ   = − − τ + −   τ λ λ τ   

.

Combinando as duas últimas expressões, obtemos a seguinte expressão para o impac-
to da inovação adicional na despesa agregada:

( )
( )

1( ) ( )
( ) 1

dE E
dI

α λ −τ
= − τ

τ λ − α λ −

Dadas as características do processo (Processo de Poisson) subjacente às melhorias na 
qualidade dos produtos, a redução esperada na despesa agregada num determinado 

momento τ ≥ t, resultante da inovação, será: 
( )

( )
( )1( ) ( )

( ) 1
i tdE E e

dI
− τ−α λ −τ

= − τ
τ λ − α λ −

Assim, a integral fica:
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[ ]

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( )

1 ( ) 1 ( 1)(1 ) ( )
( ) ( ) ( 1)t t

( 1) 1 ( 1) ( )
( 1) ( ) ( 1)t t

1 ( 1) lim
( ) ( 1)

t t i t

i t i t

i t

A

dEe d e E e d
E dI E

e d e i d
i

e
i

∞ ∞
−ρ τ− −ρ τ− − τ−

∞ ∞
− ρ + τ− − ρ + τ−

− ρ + τ−

→+∞

 τ α λ −
− α τ = − τ τ τ τ λ − α λ − 

α λ − α λ −
= − τ = − ρ + τ

λ − α λ − ρ + λ − α λ −

α λ − =
ρ + λ − α λ −

∫ ∫

∫ ∫

( )( ) 01 ( 1) lim
( ) ( 1)

1 ( 1) ( 1) 				.
( ) ( 1) ( ) ( 1)

A i A t

t A
e e

i

i i

− ρ + −

→+∞

α λ −   = −   ρ + λ − α λ −

α λ − λ − α
= − = −

ρ + λ − α λ − ρ + λ − α λ −

Como a  taxa de inovação de equ i l íbrio ,  ie,  é dada por (21), 

[ ]

11
( 1)

L

He

HI

w L H
w

i
a

  α − +  λ ρ  = − λ − α λ −
λ

, obtemos: 

( ) 1 ( ) ( 1) 1- 		.
( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)t

t

L

H

HI

dEe d wE dI i L H
w

a

∞
−ρ τ− τ α λ − λ

τ = − =
τ τ λ − α λ − ρ + λ − α λ − +

ρ +

∫

Do cálculo das integrais i) e ii) resulta a expressão analítica que nos fornece o impacto 
da inovação adicional no bem-estar do consumidor, ou seja, a expressão (A17):

log 1 					
( 1)

t

L

H

HI

dU
wdI L H
w

a

α λ λ
= − ⋅

ρ λ − α λ − +
+ ρ


