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Resumo

O problema aqui tratado ¢, dado um conjunto de testes para determina¢do de um diagndstico,
determinar a seqiiéncia de execugdo destes testes com custo esperado minimo. Assumindo algumas
hipoteses simplificadoras, apresenta-se uma solugdo que fornece diretamente a seqiiéncia Otima,
eliminando a necessidade de busca. A solugdo se estende também a uma versdo do problema com uma
estrutura hierarquica de testes. O modelo é genérico, podendo aplicar-se a diagndsticos nos mais
diversos contextos: de problemas de processos em controle de qualidade, de falhas de equipamentos, ou
no contexto médico. E apresentada uma extensio do modelo, para situagdes em que algumas das
hipoteses basicas do modelo original ndo se aplicam. Esta extensdo foi motivada por um problema real,
de minimizag@o de gastos com exames soroldgicos em um banco de sangue. A solugdo obtida para esse
problema resultou em economia substancial.
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Abstract

This work deals with the following problem: given a set of tests for a diagnosis problem, find the
minimum-cost order of execution of the tests. It is shown that under some simplifying assumptions,
graph search is obviated by a very straightforward solution. This solution is also applicable to situations
in which the tests follow a hierarchical organization. The model is generic, with no restriction of
context: it is applicable to the diagnosis of equipment failures, of problems with processes in the
context of quality control, or to medical diagnosis. An extension of the basic model for the situation in
which some of the simplifying assumptions are not applicable is presented. This extension was
motivated by a real problem, and the solution obtained led to significant cost reduction.
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1. Introducao

A motivag¢do inicial para a analise do problema central aqui tratado surgiu da constatacdo de
que a literatura tradicional em Controle de Qualidade, que indica o “brainstorming” e o
diagrama “espinha-de-peixe” como ferramentas para auxiliar no levantamento e enumeragao
do conjunto de causas possiveis para um problema observado, ndo indica nenhum
procedimento para a identificacdo da causa responsavel dentro deste conjunto (ver por
exemplo Banks, 1989, e Montgomery, 1997). Evidentemente, os procedimentos especificos
para identificacdo da(s) causa(s) — em uma palavra, para o diagnostico — dependem da
natureza e caracteristicas particulares de cada processo ou equipamento, e ainda do ambiente
em que ele se insere, o que explica facilmente a omissao.

Ha, contudo, um problema ligado ao diagndstico, que independe do contexto particular do
processo ou equipamento em questdo, e que pode surgir em muitas situagdes: dado um
conjunto de testes possiveis para determinag@o da causa, cada um com um custo associado,
em que ordem executar os testes de maneira a minimizar o custo total esperado do
diagnostico? Este é o problema que aqui serd abordado.

Este problema néo se restringe ao contexto de diagndstico de falhas em equipamentos, ou de
causas de problemas em processos. Por exemplo, o modelo ¢ método de solucdo
desenvolvidos foram aplicados a um problema concreto de diagnostico em um banco de
sangue, resultando em economia substancial.

Ha trabalhos relacionados. Sem pretendermos ser exaustivos, no Brasil podem-se citar
Goulart et al. (1994) e Pereira (1994). Os primeiros, porém, ndo consideram o fator custo —
que, no contexto industrial, bem como no contexto do caso analisado, do banco de sangue, ¢
de importancia fundamental. (No contexto de seu trabalho — de que sdo possiveis exemplos
de aplicacdo: questiondrios, onde se quer minimizar o nimero de perguntas, e sistemas
especialistas, onde se quer minimizar o tempo de processamento — o critério relevante ¢ a
minimizagdo do numero de testes — o que, em termos de modelo matematico, equivale a ndo
considerar os custos dos testes, ou a considerar implicitamente que todos os testes possuem
custo igual). Pereira (1994) considera o custo explicitamente, mas trata o problema no
contexto bem mais especifico de uma classe de problemas de diagnéstico de falhas de
equipamento, e no nivel de modelagem das rela¢des particulares de causa e efeito para o
diagnéstico do tipo de equipamento em questdo. Neste nivel mais especifico, desenvolve um
modelo baseado em heuristicas para solugdo por sistemas a base de conhecimentos. No
contexto do presente trabalho, o interesse ¢ por um modelo genérico e que considere os
custos dos testes; nisto ele se distingue dos trabalhos citados.

As proximas se¢des apresentam: inicialmente (Segdo 2.1) a formulagdo matematica para o
problema, incluindo algumas hipéteses simplificadoras; estas, embora demasiado restritivas
em relacdo a maioria das situagdes reais tipicas, permitem uma solucdo elegante para o
modelo (Secdo 2.2), que serve de base para a analise de situagdes mais complexas (uma
dessas situagdes ¢ mencionada brevemente na Sec¢do 2.3). O modelo basico ¢ entdo estendido
(3.1), para o caso em que uma das hipoteses simplificadoras ¢ violada, sendo desenvolvido
um algoritmo para solugdo (3.2). E descrito, em seguida, o problema concreto do banco de
sangue (4.1), e discutidos os resultados de sua solugdo pelo algoritmo: economia
proporcionada, questdes de implementacdo da solug@o na pratica, e analise de sensibilidade
(secdes 4.2 a 4.4). Nas conclusdes e comentarios finais (Seg¢do 5) discutem-se o ganho
proporcionado pelo algoritmo em termos de redugdo do espago de busca, o leque de
aplicagdes potenciais do modelo, ¢ diregdes para pesquisa futura.
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2. Modelo para o Caso de Diagnésticos Mutuamente Exclusivos
2.1 Formulag¢io do problema

Dado o conjunto D = {d;, d», ... d,} das n causas possiveis de uma falha ou problema — ou,
mais genericamente, um conjunto de diagnosticos possiveis — deseja-se determinar a causa
responsavel — ou o diagndstico correto. (Daqui por diante, referir-se-4 sempre a
“diagndsticos”). Sdo feitas as seguintes hipdteses simplificadoras: (a) os diagnosticos em D
sdo mutuamente exclusivos e exaustivos: um e somente um é o correto; (b) para cada
diagnéstico d; € D, existe um e apenas um teste t; que permite determina-lo; (c¢) o resultado
do teste indica com 100% de certeza um dos dois eventos seguintes: o diagnostico correto é
d;; ou o diagndstico correto ndo ¢é d;.

Cada diagnostico d; possui uma probabilidade a priori p; de ser o correto (estimada a partir
de estatisticas passadas, ou de conhecimento do processo, ou ainda subjetivamente). Na
execucdo de cada teste t; incorre-se em um custo ¢; (este custo engloba tanto os custos diretos
de execugdo do teste, como quaisquer custos indiretos em que a execugdo do teste implique,
tais como custos de interrupc¢ao da produg@o ou de demora na corre¢do do problema). Assim,
ha um conjunto de n testes, T, um conjunto de n probabilidades, P, ¢ um conjunto de n
custos, C, de tal forma que ha uma associa¢do entre os elementos de mesmo indice nos
conjuntos D, T, P e C. Além disso, Zp; = 1.

O procedimento de investigacdo da causa responsavel (determinagdo do diagnostico) comega
pela escolha de um primeiro teste t;; a ser executado. Se o resultado for positivo, a causa foi
identificada (o diagnodstico determinado) e o processo termina; se negativo, um segundo teste
tip deve ser escolhido e realizado, e assim por diante. (O duplo indice é usado para distinguir
entre os indices de posigdo dos testes na seqiiéncia de execugdo e os seus “indices-nome”
dentro do conjunto T; desta forma ij representa o indice-nome do teste que ocupa a j-ésima
posicdo na seqiiéncia de execugdo. Por exemplo, na seqiiéncia (¢, ts, ¢;, t, t,), tem-se i;=3,
i2:5, i3:1, i4:2 € i5:4).

Como a seqiliéncia ¢ interrompida assim que a causa for identificada (assim que se chegar a
um diagndstico) — ndo se sabendo a priori quando isto ocorrerd — o custo da seqiiéncia de
testes efetivamente realizados ¢ uma variavel aleatoria. A fungdo-objetivo a minimizar € o
valor esperado deste custo. Este valor esperado é fungdo, obviamente, dos valores das
probabilidades em P e dos custos em C (que constituem os dados do problema), bem como
da ordem de execucdo dos testes. A decisdo é em relagdo a ordem de execucdo dos testes: a
variavel de decisdo € o vetor, ou seqiiéncia, de indices (iy, 1, ... , i,), que indica esta ordem
de execugdo. Daqui em diante, utilizar-se-a o termo “seqii€ncia” para designar o conjunto
dos testes executados segundo uma certa ordem.

E facil verificar que, para uma dada ordem de execugio dos testes, o valor esperado do custo
total Cr ¢ dado pela seguinte expressio:

E(Cr) =pircii + pia(Cit + €i2) T ... T Pin(Cit T Ci2 + ... + Cin) (1)
ou pela expressdo equivalente
E(Cr) =cii +cpp (1 —pin) + cis(1 = pit — pi2) T ... + Cin(1 = Pit — Pi2 — - — Pica-1)) 2

A foérmula (1) pode ser facilmente entendida reconhecendo que o comprimento da seqiiéncia
— ou o numero k de testes realizados — € um evento aleatdrio, cuja probabilidade ¢ a
probabilidade do i;-ésimo teste ter resultado positivo; o custo correspondente a este
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comprimento ¢ dado pela soma do custos dos k testes realizados. A formula (2) calcula o
custo em etapas: a cada etapa (final de um teste), dois eventos sdo possiveis: interrup¢ao do
processo, ou realizagdo do proximo teste (e correspondente incremento no custo total).

Estas expressdes fornecem o custo esperado antes de iniciar os testes. Ao longo do tempo, o
valor esperado do custo se altera cada vez que um teste é realizado, mas ¢ facil mostrar que,
se o teste tem resultado negativo, a ordem de execucdo dos testes restantes que minimiza o
custo total permanece invariavel. Assim, embora o ponto de interrupcdo da seqiiéncia
permaneca aleatério, a seqiiéncia 6tima pode ser completamente determinada a priori.

2.2 Solucao

Demonstra-se que a seqiiéncia de execucdo dos testes que minimiza o custo esperado E(Cr) é
aquela em que os testes estdo ordenados por ordem crescente das razdes entre seus custos e
as probabilidades de terem resultado positivo; em outras palavras, ¢ a seqiiéncia (t;;, tp, ... tin)
tal que, para todok € {1, 2, ...,n-1}:

Cik/Pik < Ciger1y/Pick+1) (3)
Para ndo sobrecarregar a exposi¢do, a demonstra¢ao encontra-se no Apéndice.

Dada a extrema simplicidade desta solugdo, os autores pesquisaram a literatura, em busca de
referéncia prévia ao problema e a propria solugdo; ndo se pretende afirmar que esta ndo
exista, mas nada se conseguiu localizar.

O Quadro 1 sintetiza a defini¢do formal do problema e a solugao.

E interessante observar que, se os custos dos testes forem iguais, esta solu¢do se reduz a uma
das “heuristicas” (entre aspas, pois no caso, ndo ¢ uma heuristica, mas sim a defini¢do da
solugdo 6tima) adotadas por Goulart et al. (1994).

Quadro 1 — Seqiiéncia de custo esperado minimo

e conjunto de diagndsticos possiveis {d,dy, ... d,}
(mutuamente exclusivos e exaustivos)

e cada diagnoéstico com probabilidade a priori p;

e para cada diagnoéstico d; existe apenas um teste t;, com custo ¢;
(teste positivo: diagndstico = d; com 100% de certeza;
teste negativo: com 100% de certeza o diagndstico ndo é d;)

e testes interrompidos ao primeiro resultado positivo

=> seqliéncia de custo esperado minimo: (t;;, t;, ... ti) tal que:
paratodok € {1,2,...,n-1}:

Cik/Pik < Ciges1y/Pick+1)
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2.3 Extensdo para um problema com testes em diversos niveis

O modelo ¢ solugdo acima podem facilmente ser estendidos ao caso em que as causas ou
sintomas se agrupam por grandes categorias, por estagio do processo, ou segundo algum
outro critério, levando a uma classificagdo hierarquica em dois ou mais niveis. (Para
exemplos de problemas deste tipo, ver Banks (1989), se¢do 14.5). Suponha entdo que, além
dos testes que determinam diagnoésticos individuais, ha testes que reduzem os diagndsticos a
um subconjunto (ou identificam um grupo de causas que contém a causa responsavel pela
falha ou problema). Suponha ainda que os subconjuntos, ou grupos, sdo mutuamente
exclusivos (disjuntos). No caso de dois niveis, a diagnose ocorre em duas etapas: primeiro,
realizam-se os testes do nivel mais alto, para identificar o grupo de diagnosticos que contém
o diagnostico verdadeiro; em seguida, realizam-se os testes que irdo determinar o diagnostico
final dentro do grupo identificado. A seqiiéncia 6tima dos testes em cada etapa pode ser
determinada pelo procedimento acima proposto. Analogamente, se a hierarquia de causas
(diagnosticos) tiver mais de dois niveis, o problema pode ser decomposto e solucionado na
forma proposta, para um nivel de cada vez, indo do mais alto para o mais baixo. Pode-se
demonstrar formalmente que este método leva a solugdo de custo minimo para o problema
global; por considerarmos este resultado intuitivo, sua demonstracio é aqui omitida, mas ela
pode ser encontrada em Pires (1995).

3. Caso em que os Diagnosticos Nao Sao Mutuamente Exclusivos

Foi visto que uma das hipdteses basicas do modelo desenvolvido € que os diagndsticos sejam
mutuamente exclusivos. Sera apresentada agora uma extensdo do modelo para o caso em que
essa condicdo ndo se verifica. As demais hipdteses, porém, continuam sendo mantidas.
Especificamente, continua-se exigindo que: a unido dos diagndsticos corresponda ao espaco
amostral; os testes ndo possuam probabilidade de erro; o resultado positivo de qualquer teste,
isoladamente, seja suficiente para identificar um diagndstico; e a seqiiéncia de testes seja
interrompida ao primeiro resultado positivo.

Um exemplo de problema real apresentando essas condigdes serd descrito mais adiante, na
Secdo 4. Foi precisamente tal problema a motivagdo para o desenvolvimento dessa extensdo.

3.1 Extensao do modelo matematico

O fato de os diagndsticos ndo serem mutuamente exclusivos pode ser representado por uma
mudanga na defini¢do de p; na formula do custo esperado. A nova defini¢do passa a ser:

pj: probabilidade do teste t; ser positivo condicionada a os testes anteriores terem sido
negativos, multiplicada pela probabilidade de os testes anteriores serem negativos. Em
outras palavras, p; € a probabilidade da diferenga de eventos A-B, onde A=d; e B = unido
dos diagnosticos associados aos testes que precedem t; na seqiiéncia (i.e., unido de todos
os d; tais que t; precede t;).

Note que esta é a definicdo genérica para p;, que, no caso particular em que os diagndsticos
sdo mutuamente exclusivos, se reduz a probabilidade absoluta do diagndstico (definigdo
anterior para pj).

O impacto desta nova defini¢do de p; no método de solugdo é que as probabilidades {pj} nas
formulas (1) e (2) ndo correspondem mais apenas a permutagdes de um conjunto fixo de
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valores {p;}, mas os proprios valores dos elementos deste conjunto {p;} variam agora de
seqiiéncia para seqiiéncia.

Isto dificulta a determinagdo da seqiiéncia 6tima, pois as razdes c;/p; passam também a ndo
mais possuir um valor constante para cada teste t;, mas a depender da seqiiéncia.

Contudo, para qualquer teste t; ¢ verdade que, em qualquer seqiiéncia,

pjmin < p_| < pjmax (4)
onde

Pjmin € a probabilidade de t; ter resultado positivo isoladamente (i.e., probabilidade de o
diagnostico ser d; e apenas d;);

Dimax € a probabilidade total de t; ter resultado positivo (independentemente do resultado dos
demais testes; i.e., probabilidade total do diagnostico d).

Entdo, por exemplo, em uma seqiiéncia em que t; seja o ultimo teste (i, = j), Pj = Pjmins €
numa seqiiéncia em que tj seja o primeiro teste (i; =J), Pj = Dimax -

Estas condigdes sdo suficientes, mas ndo necessarias. lL.e.,
=] => Dj = Pimin
il :j => Pj = Pjmax
Em outras situagdes (ix=j, 1<k<n), vale a condi¢ao em (4).
De (4), tira-se que, em qualquer seqiiéncia, para cada cy/pix , ix € {1, 2, ..., n}:
Cik/Pikmax < Cik/Pik < Cik/Pikmin

Se a ordenagdo dos ci/pik pelo critério ci/pix < Cig+1y/Pis+1) para todo iy for insensivel a
variacdo de cada ci/p; entre os seus limites (i.e., se houver uma unica seqiiéncia em que
Cik/Pikmin < Cige1/Pik+1)max PAra todo k), entdo esta € a seqiiéncia 6tima.

Se um subconjunto S; de testes tiver todos c¢i/pju» inferiores a todos c¢i/pj,.. dos testes de um
outro subconjunto S, , entdo sabe-se que todos os testes de S; precedem todos os testes de S;;
e assim tem-se a priori uma ordem parcial dos testes na seqiiéncia 6tima.

Desta forma, o exame dos limitantes superior e inferior para as razdes ci/p; (iguais,
respectivamente, a Ci/Pjmin € Ci/Pjmax) pode vir a reduzir o espago de busca da seqiiéncia 0tima,
determinando grupos de testes que precedem outros grupos.

Uma vez assim definida uma ordem parcial dos testes, para determinar a seqiiéncia 6tima
resta apenas determinar a ordem Otima dos testes internos a cada grupo. Para isso, em
principio, o Unico procedimento geral ¢ calcular e comparar os custos esperados das
seqiiéncias produzidas por todas as permutacdes possiveis destes testes. De qualquer forma, a
subdivisdo prévia do conjunto {t} em grupos ja proporciona uma redugdo evidente do
numero de seqiiéncias alternativas em relagdo ao conjunto formado por todas as permutagdes
de todos os testes do conjunto. Ha, porém, um recurso adicional que pode reduzir ainda mais
o numero de alternativas a considerar dentro de um grupo de testes: os limitantes superior e
inferior para as razdes ci/p; correspondentes aos testes do grupo podem ser recalculados, pois
ja se sabe que, qualquer que seja a seqiiéncia, o conjunto dos testes que precederdo cada teste
do grupo sera formado por: no minimo (caso o teste seja o primeiro do grupo), todos os
testes dos demais grupos precedentes; no maximo (caso o teste seja o Gltimo do grupo), todos
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estes, e mais todos os demais testes do proprio grupo. Assim, o exame destes novos valores
para os limitantes das razdes c;/p; dentro do grupo pode definir uma ordem parcial dentro do
grupo, particionando-o por sua vez em subgrupos, ou mesmo, por vezes, pode definir uma
ordem total, determinando completamente a seqiiéncia 6tima dentro do grupo.

3.2 Algoritmo

Estas observagdes ja sdo suficientes para definir um algoritmo geral para solugdo do
problema. Este ¢ apresentado no Quadro 2, abaixo.

Quadro 2 — Algoritmo para o caso de testes ndo mutuamente exclusivos

Dados:

e conjunto de diagndsticos possiveis {d;,d,, ... d,}

e probabilidade de cada diagndstico e de cada interse¢do de diagnosticos (que podem
ser estimadas pelas freqiiéncias relativas dos eventos respectivos)

¢ custo de cada teste t;: formando o conjunto {cy,cy, ... Cp}

Passo 1: Para todo j, determinar pj,, € Pjmax:

Pimn = probabilidade (ou freqiiéncia relativa) de ocorréncia do resultado positivo do
teste correspondente conjuntamente com (inferse¢do) resultado negativo de
todos os demais;

Pimax = probabilidade absoluta (ou freqiiéncia relativa total) de ocorréncia do resultado
positivo do teste correspondente (sem considerar quais sejam os resultados dos
demais testes);

Passo 2: Para todo j, calcular as razdes Ci/Pjmin € Ci/Pjmax;

Passo 3: Ordenar as razdes ¢j/pjui,; ordenar as razdes Ci/Pjuq; formam-se assim 2 seqiiéncias;

Passo 4: Inspecionar a seqiiéncia dos c¢i/pj,;, € a seqiiéncia dos ci/pjmuqy; determinar o
segmento inicial de menor comprimento possivel de cada uma das duas seqiiéncias, que
satisfaca as seguintes condigdes: o segmento de uma e de outra seqii€ncia devem ter igual
comprimento, e devem conter exatamente o mesmo conjunto de indices j (embora ndo na
mesma ordem); este conjunto de indices (que pode ser unitario) define o primeiro
conjunto de testes na ordem parcial dos testes;

Passo 5: Repetir o Passo 4 para os testes restantes, definindo o segundo conjunto de
testes na ordem parcial dos testes; e assim sucessivamente, até ndo restarem mais testes;
estd determinada a ordem parcial dos testes;

Passo 6: Caso todos os conjuntos sejam unitarios, estd determinada a seqiiéncia 6tima, e
o algoritmo termina; caso contrario, ir para o Passo 7;

Passo 7: Para cada conjunto ndo unitario, determinar a seqiiéncia dos testes internos ao
conjunto. Isso pode ser feito segundo 2 procedimentos:
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Procedimento A:

e cnumerar todas as seqliéncias possiveis de testes internos ao conjunto
(permutagdes dos indices do conjunto);

e para cada seqiiéncia assim definida (de testes do conjunto), concatena-la a
seqiiéncia ja determinada dos testes que precedem o conjunto, e calcular a
contribui¢do para E(Cr) devida a seqiiéncia assim formada; (pode-se calcular
apenas a contribui¢do dos testes do conjunto em analise para o custo esperado:
sendo » o numero de testes do conjunto, ¢ m, o nimero de testes que precedem o
conjunto, trata-se da (m+1)-ésima até a (m+r)-ésima parcelas da formula (1)
ou (2));

e comparar as contribuicdes para o custo esperado de cada seqiiéncia assim
definida (de testes do conjunto), e selecionar a seqiiéncia de menor contribui¢io;
com isto o conjunto estd totalmente ordenado;

Procedimento B:

e para cada teste do conjunto, recalcular os limitantes Pjyin € Pjmar » da seguinte
forma:

Pimax= P(dj — U{todos os d; que precedem o conjunto});

Pimin = P(dj — U{todos os dj que precedem o conjunto}{todos os demais d; do
proprio conjunto});

e para cada teste do conjunto, recalcular as razdes Ci/Pimin € Ci/Pimax 3

e proceder, dentro do conjunto, como nos passos 3, 4, ¢ 5. Trés situagdes sdo
possiveis:

e chegou-se a uma seqiiéncia Unica: neste caso, o conjunto esta ordenado;

e ndo se conseguiu subdividir o conjunto: neste caso, ¢ preciso aplicar o
procedimento A; ap6s o qual, o conjunto estara ordenado;

e 0 conjunto foi dividido em subconjuntos menores: para o 1° subconjunto,
utilizar o procedimento A; para os demais, pode-se: ou utilizar o procedi-
mento A diretamente, ou reaplicar o procedimento B para subdividir o
subconjunto, o que equivale a reaplicar o Passo 7 recursivamente; observe-se,
porém, que a eficiéncia do procedimento B deve comegar a diminuir: sdo
cada vez menores as chances de conseguir subdividir o subconjunto, e,
mesmo quando o subconjunto for subdividido, sera cada vez menor o ganho
em termos de reducdo do nimero de alternativas. Para cada subconjunto que
ndo se conseguir subdividir, aplicar o procedimento A, que ordena
totalmente o subconjunto;

quando o conjunto estiver totalmente ordenado, passar para o conjunto seguinte e voltar
ao Passo 7,

Passo 8 (critério de parada): Quando todos os conjuntos estiverem, internamente,
totalmente ordenados, a sua concatenacdo define a seqiiéncia 6tima.
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4. Uma Aplicacio a um Caso Real
4.1 Descricao do caso

Passemos agora a uma breve descri¢do do caso que motivou extensdo do método. Tratou-se
da determinacdo da seqiiéncia 6tima de testes soroldgicos no banco de sangue (BS) de um
hospital universitario. (Para uma descrigdo mais detalhada, ver Santos Jr., 1997).

O sangue de cada doador s6 pode ser utilizado apds passar pela triagem sorologica, composta
de 8 diferentes testes laboratoriais para identificar a presencga de doencas infecto-contagiosas.
Os resultados destes testes sdo considerados 100% confiaveis. Os custos com estes testes
representam 71,22% dos custos incorridos pelo BS.

Ao terem os autores contato com o BS, o procedimento adotado era realizar todos os 8 testes,
em paralelo. Contudo, lembrando que basta que um dos exames tenha resultado positivo para
rejeitar o sangue do doador, surgiu a idéia, para tentar reduzir os custos, de aplicar os testes
em seqiiéncia, interrompendo-os apo6s o primeiro diagnostico positivo.

O problema do BS, portanto, parecia ser bem descrito pelo modelo matematico da Secdo 2.1,
representado no Quadro 1; a proposta de solugdo, entdo, foi determinar a seqii€éncia de custo
esperado minimo, ¢ passar a realizar os testes nessa seqiiéncia.

Apenas, note-se que, no caso do BS, a unido dos 8 diagndsticos ndo exaure o espago
amostral: ha o evento “apto” (sangue em condi¢des de ser utilizado), que constitui o
complemento desta unido. Como para os aptos sdo feitos fodos os testes (ndo se pode utilizar
sangue que ndo tenha “passado” em todos os testes), o seqilenciamento so tera efeito de
reduzir os custos dos exames dos candidatos ndo aptos; para os aptos, o custo ¢ fixo e
maximo. (Para os aptos, a formula (1) ndo vale, e a formula (2) vale, com p; = 0 para todo i, o
que reduz (2) trivialmente a E(Cr)=ZXc;). Trabalhou-se, assim, com as probabilidades de
ocorréncia das doengas consideradas condicionadas a presenga de pelo menos uma das delas.

Como as despesas com o pessoal do laboratorio sdo fixas, independentemente do seu grau de
utilizacdo ou tempo ocioso, para efeitos da determinacdo da seqiiéncia de custo esperado
minimo, considerou-se como custo de cada exame apenas o custo do material (“kif” para o
teste). Para estimar as probabilidades p;, levantaram-se e (a partir dos dados historicos
disponiveis) as freqiiéncias absolutas de ocorréncia dos diversos diagnosticos. Estes custos e
freqiiéncias absolutas constam, respectivamente, das Tabelas 1 e 2.

Tabela 1 — Custos dos testes (R$)

teste 3 1 5 2 4 6 8 7
custo (RS) 3,33 0,14 11,44 2,19 0,07 5,83 4,67 3,25

Legenda: ® 1-sifilis ® 2-hepatite B ® 3-HBC ® 4-TGP @ 5-hepatite C
® 6-HIV @ 7-chagas @ §-HTLV

Tabela 2 — Freqiiéncias de ocorréncia dos diagnosticos

diagnostico 3 1 5 |1+3 (243 | 7 8 [3+4|3+5( 4 6 2 | 3+6
freq. absoluta | 276 | 24 | 12 [ 11 [ 08 | 04 | 04 | 04 | 03 [ 03 [ 02 | 02 | 02

(Numero total de candidatos examinados: 355)
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Observando a Tabela 2, nota-se que uma das hipoteses basicas do modelo ndo se verifica: os
diagndsticos, no caso, ndo sao mutuamente exclusivos. A Figura 1 apresenta um diagrama de
Venn dos resultados positivos para os testes. O fundo da figura corresponde ao evento “apto”.

Q

(-

\

7
)

Figura 1 — Diagrama de Venn dos eventos “resultado positivo” nos diversos exames

Dada a violagdo desta hipdtese basica, para poder solucionar o problema, foi necessaria a
extensdo do modelo e do método de solugdo descrita na Segdo 3.

4.2 Solucao

O algoritmo no Quadro 2 foi aplicado ao caso do BS, determinando a seguinte seqiiéncia
otima de realizagdo dos testes laboratoriais:

Sstima = (1, t4, t3, t7, ts, ta, tg, t5)

A aplicacdo detalhada, passo a passo, do algoritmo, pode ser encontrada em Epprecht et al.
(1999).

O custo esperado desta seqiiéncia (que ¢ o custo esperado 6timo) ¢é igual a 4,1645 (R$), o que
representa apenas 13,47% do custo do conjunto completo de testes (que é de R$30,92).
Assim, a utilizagdo dos testes em seqiiéncia, aguardando o resultado de um teste antes de
decidir realizar o seguinte, proporciona uma economia esperada de 86,53% no custo dos
exames dos candidatos sem condi¢des de doar.

Como a proporgdo de candidatos sem condi¢des de doar ¢ de 17,53%, e lembrando que
71,22% dos custos incorridos pelo BS sfo com os exames, esta economia corresponde a
0,8653 x 0,1753 x 71,22 % = 10,8 % de todos os custos do BS.
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4.3 Questdes de ordem pratica para implementacio dos resultados

O seqiienciamento dos testes tem um impacto sobre os procedimentos, inclusive provocando
um aumento da duracdo da triagem sorologica (o tempo total dos testes, que, com os testes
em paralelo, ¢ inferior a 4 horas, aumentara, com os testes em seqiiéncia, para cerca de 13
horas). Isto ndao necessariamente levara a atrasos significativos na produgo, pois o0 processo
de coleta e exames s6 ¢ realizado uma vez por dia, mas pode impactar nos turnos de trabalho;
implicar, por exemplo, em que os testes sejam iniciados por uma equipe e terminados por
outra. Estas questdes devem ser analisadas pelo BS, em termos de custo e beneficio. Mas
algumas alternativas, que podem representar um bom compromisso entre o ganho teodrico € a
viabilidade pratica, sdo fornecidas com a analise de sensibilidade a seguir.

4.4 Analise de sensibilidade

Devido aos possiveis problemas de implementa¢do da solucdo 6tima, ¢ interessante realizar
uma analise de sensibilidade dos resultados, para calcular a redugdo de custos que se obteria
com um procedimento alternativo, sub-0timo em termos de custo esperado, mas que
requereria um tempo total para a execucdo dos testes bem inferior a 13 horas; a saber:
realizar os primeiros testes da seqiiéncia otima efetivamente em seqiiéncia, e em seguida
realizar os demais (que raramente terdo resultado positivo) em paralelo.

Para esta analise basta calcular o custo esperado das “seqiiéncias” assim determinadas, de
maneira analoga ao que foi feito para a seqiiéncia 6tima. Os resultados sdo:

e Testes 1, 4 e 3 nesta ordem, seguidos dos demais em paralelo:
E(Cr) =R$ 4,985
(20% mais cara que a seqiiéncia o6tima; 84% de economia em relagdo ao procedimento
vigente de efetuar todos os testes em paralelo)

o Teste 1, depois teste 3, seguidos dos demais em paralelo:
E(Cr) =R$ 5,229
(25% mais cara que a seqiiéncia 6tima; 83% de economia em relagdo ao procedimento
vigente de efetuar todos os testes em paralelo)

Portanto, um procedimento sub-6timo destes pode levar a economias bem proximas a
proporcionada pela seqiiéncia 6tima, com um aumento bem menor da duracdo da triagem
soroldgica; e isto pode fazer a diferenga entre uma solugdo 6tima mas inviavel e uma solugéo
quase Otima viavel.

Sobre a precisdo das estimativas das probabilidades envolvidas, Epprecht et al. (1999)
apresentam uma discussdo (aqui omitida por razdes de espaco), concluindo que os resultados
sdo bastante robustos.

5. Conclusdes e Comentarios Finais
5.1 Resultados da aplicacio ao problema real

A aplicacdo do método ao problema do banco de sangue mostrou a possibilidade de uma
economia de cerca de 86%; i.e., a utilizagdo da seqiiéncia Otima obtida para os testes
constitui um procedimento 7 vezes mais barato que o procedimento vigente. Considerando
possiveis dificuldades de ordem pratica para implementagdo da solugdo, foram sugeridas
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duas alternativas (mais viaveis) que levam a economias menores, mas ainda substanciais: da
ordem de 83 ou 84% (i.e., procedimento cerca de 6 vezes mais barato que o vigente).

5.2 Eficiéncia do algoritmo

A aplicacdo do algoritmo proporcionou uma enorme redugdo do niimero de alternativas a
considerar: no lugar das 40320 seqiiéncias possiveis de 8 testes, foi necessario calcular o
custo esperado de apenas 2 subseqiiéncias de 3 testes (para detalhes, ver Epprecht ef al.,
1999). Embora este caso exemplifique o ganho proporcionado pelo uso do algoritmo (em
relacdo a busca exaustiva no espago de solugdes), ndo se pretende generalizar este resultado:
o grau de reducdo do niimero de seqiiéncias alternativas a considerar dependerd, para cada
problema especifico, das probabilidades dos diagnosticos e de suas interse¢des. O caso
analisado foi extremamente favoravel ao desempenho do algoritmo, ja que apenas um teste
(t3) possuia intersegdes com varios outros. De qualquer forma, ¢ razodvel esperar reducdes
substanciais do numero de alternativas cada vez que se subdividir o conjunto {t} em
subconjuntos, ordenados uns em relagdo aos outros.

5.3 Aplicabilidade do modelo e algoritmo

Como foi dito, o0 modelo ndo se restringe a diagnosticos médicos, mas € genérico. Sempre
que o problema puder ser descrito pelas condi¢des no Quadro 1, a solugdo indicada no
mesmo Quadro 1 se aplica. Sempre que a Unica violagdo daquelas condi¢des for a ndo
exclusividade dos diagndsticos, mas o procedimento seja interromper a seqiiéncia ao obter
um diagnostico, pode-se aplicar o algoritmo no Quadro 2.

Outra situagdo, ligeiramente mais complexa, que pode ser tratada pelo modelo no Quadro 1,
¢ a de testes organizados em niveis hierarquicos: neste caso, o procedimento de solugdo deve
ser aplicado separadamente para cada nivel de testes. Este caso ¢ mencionado em Epprecht &
Pires (1995); uma discussdo mais detalhada, com um argumento que mostra que o problema
¢ perfeitamente decomponivel em um problema independente para cada nivel, pode ser
encontrada em Pires (1995).

E importante insistir neste ponto: o modelo assume que os testes sdo interrompidos sempre
que se chegar a um (primeiro) diagnoéstico, inclusive no caso em que os diagnosticos ndo sao
mutuamente exclusivos. Como se v€, este é exatamente o caso do problema do banco de
sangue aqui analisado. Para problemas em que este procedimento ndo seja obedecido, o
modelo ndo se aplica.

No caso de diagnosticos de falhas de equipamentos (ou diagnodsticos de problemas em
processos, no contexto de controle de qualidade) em que a estratégia seja interromper os
testes e reiniciar a operacao do equipamento (ou processo) assim que uma (primeira) causa
for identificada e eliminada, ha uma nuance: o modelo se aplica apenas a minimizagdo do
custo esperado de identificar esta causa Uinica ou primeira. Caso o problema persista, ou se
evidencie a presenca de outro problema, e seja necessario prosseguir com os testes, a simples
retomada da seqiiéncia calculada pelo modelo a partir do ponto em que foi interrompida pode
ndo mais representar a solu¢do otima, pois a probabilidade de resultado positivo para cada
teste considerada nas formulas de E(Cr) € condicionada a todos os testes anteriores terem
tido resultado negativo. Mesmo assim, se as probabilidades de interse¢des de diagnosticos
forem muito pequenas em relag@o as probabilidades absolutas dos diagndsticos, os resultados
ndo deverdo ser muito sensiveis a esta inadequacdo do modelo, e pode-se esperar que a
solugdo (seqiiéncia) indicada pelo modelo, se ndo for a solugdo 6tima, seja uma boa solugio.
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Outra maneira de enxergar esta questdo ¢ que, se as probabilidades de intersecdes de
diagnosticos forem muito pequenas em relacao as probabilidades absolutas dos diagnosticos,
entdo a probabilidade de ser necessario retomar a seqiiéncia de testes apds o primeiro
diagnoéstico positivo também sera muito pequena. Assim, com grande probabilidade, as
condigoes de aplicagdo do modelo sdo respeitadas e a solugdo € 6tima; nas raras ocasides em
que isto ndo ocorrer, o0 modelo fornece uma solu¢do 6tima para a identificagdo da primeira
causa, ¢ uma boa solugdo para o prosseguimento da seqiiéncia de testes.

Caso ndo se disponha de dados historicos que permitam estimar com razoavel precisdo as
probabilidades de cada diagndstico (e interse¢des de diagnésticos), podem-se utilizar
estimativas subjetivas. Caso ndo se sinta confianca suficiente nestas estimativas para
aplicacdo do algoritmo, e por isso, ou por quaisquer outras razdes operacionais nao
representadas no modelo, a decisdo sobre a seqiiéncia de testes deva ser subjetiva, ainda
assim o exame das razdes c;/p; (ou de estimativas subjetivas, ou de faixas de valores para
elas) constitui um critério para auxilio a decisdo, distinguindo pelo menos aqueles testes em
que os valores destas razdes sejam muito diferentes, e aprimorando assim o sentimento do
decisor quanto a sensibilidade do custo total esperado a ordem dos testes.

Finalmente, ao usar como critério o valor esperado do custo, implicitamente o modelo ndo se
destina a situagdes em que se incorrera nos custos uma unica vez ou raramente, tais como
decisdes individuais quanto a exames as proprias custas de um paciente, ou problemas raros de
um equipamento. Para tais situagdes, pode ser indicado considerar, além do custo esperado, ou
mesmo em vez dele, a dispersdo da distribui¢do de probabilidades do custo total, a probabili-
dade de ocorrer um custo total excessivamente alto, ou o uso de fungdes de preferéncia ou
utilidade do cliente. Contudo, para problemas de diagnostico que se repitam com freqiiéncia,
como no caso aqui descrito do banco de sangue ou no caso de processos monitorados perma-
nentemente, o custo esperado é o critério mais adequado, e suficiente para a decisdo. Esta
questdo ¢ bem conhecida, mas pode-se citar Gorentsin et al. (1992): “The use of the mean costs
as the decision criterion in stochastic problems is adequate for ‘high frequency’ phenomena,
in which a representative sample of all values is expected to occur (...)”. Nestes casos, além
de o critério ser adequado, ¢ usualmente possivel obter dados histdricos suficientes para
fornecer boas estimativas das probabilidades dos diagnosticos, para entrada no modelo.

5.4 Direcoes de prosseguimento

Dentre as extensdes possiveis para o modelo, as mais naturais e relevantes vao na dire¢do do
relaxamento das hipdteses assumidas, de modo a admitir a possibilidade de diferentes causas
(ou doengas) produzirem sintomas comuns, de modo que um teste ndo ¢ suficiente para
determinar um diagnostico, mas um subconjunto de diagndsticos; ou ainda a admitir testes
cujos resultados possuem uma margem (probabilidade) de erro; para citar apenas os aspectos

mais evidentes.

E possivel que algumas destas situagdes ndo admitam um algoritmo exato de solugio, e
requeiram (como nos trabalhos de Goulart ef al., 1994, e Pereira, 1994) o uso de heuristicas
ou outras técnicas (por exemplo técnicas de inteligéncia artificial), para estes casos, espera-se
que o presente modelo possa ajudar a prover “insight” sobre a questao.
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Apéndice: Demonstracdo do Teorema do Quadro 1

Seja uma seqiiéncia qualquer. Tomem-se 2 testes consecutivos nessa seqiiéncia, # € f , tais
que a condigdo cy/pu < i n/Pie+ 1y N30 se verifique, i.e., tais que cu/Pi> Ciger 1)/ Pikr -

O custo esperado desta seqiiéncia, notado E(C);j (essa notagdo sera esclarecida a seguir),
pode ser escrito como:

k-1 x k k+1 n X
E(C); = Z pixzciy + pikzciy + pi(k+l)zciy + z pixzciy
x=1 y=1 y+l y=1 x=k+2 y=1

Essa expressao ¢ obtida da féormula (1), simplesmente separando o somatdrio em 4 termos,
de modo a isolar as parcelas que tém como coeficientes pj € pjj+1) -

Expandindo a 2% e a 3% parcelas do membro direito, e chamando ainda i de i, e i+ de j, esta
expressdo se transforma em:

k=1 x k-1 k=1 n x
E(C)ij = Z(pixzciyj + pi[zciy + Ci] + pj(zciy +¢ + cjj + Z (pu ciy)
y=1

x=1 y=1 y+l1 y+l x=k+2
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Agora explica-se a notagdo E(C);: eliminou-se o subscrito T do custo total Cr apenas por
simplicidade, e o indice ij é usado para indicar que nesta seqiiéncia o teste # € o sucessor
imediato do teste ;.

Invertendo a ordem de execugdo dos testes # e ¢ (i.e., permutando-os na seqiiéncia), o
custo esperado se tornara:

k-1 x k-1 k-1 n x
E(C)ji = Z(pixzciyJJ’_pj(zciy +Cj]+p{zciy tc; +Cij+ Z (pixzciy]
y=1

x=1 y=1 y+l y+1 x=k+2

(O indice ji no membro esquerdo indica que nesta seqiiéncia o teste f ¢é executado
imediatamente antes do teste ¢;).

A diferenca no custo esperado ¢, portanto, dada por:

E(C)y— E(C);i =pjci—pic;

Lembremos que, por hipotese, c/p; > ¢;/p;. (Note ainda que todos os custos e probabilidades
sdo positivos). Portanto, p;c;> p;c; . Assim, E(C); — E(C); > 0 ..

“ E(C)y> E(O),
Em outras palavras, permutando os testes # e ¢, o custo esperado da seqiiéncia diminui.

Como i e j sdo indices genéricos, sempre que dois testes consecutivos quaisquer # € ¢
forem tais que c;/p; > ¢/p;, a solugdo pode ser melhorada pela permutagdo destes testes. So
ndo sera mais possivel fazé-lo quando todos testes estiverem ordenados por ordem crescente
dos respectivos c;/p; . Neste caso, qualquer permutag@o dos testes levaria a um aumento do
custo esperado (pois voltaria a haver pelo menos um par de testes consecutivos tais que
¢i/p; > ¢jlp;), 0 que mostra que se chegou a solugdo de custo minimo.

Note ainda que, a qualquer momento dentro da seqiiéncia (i.e., apos a execucdo de qualquer
numero de testes, a seqiiéncia restante continua obedecendo a ordem crescente dos fatores
ci/pi ¢ ela é de fato a seqiiéncia que minimiza o valor esperado dos custos dos testes
restantes. Assim, a seqiiéncia 0tima pode ser inteiramente determinada a priori.
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