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Resumo

As diferentes relaxagdes de um problema de programacao inteira permitem que se obtenham limites da
solucdo 6tima do mesmo. Entre as relaxagdes mais usadas destacam-se as de programacdo linear,
Lagrangeana, surrogate ¢ combinada Lagrangeana-surrogate (L-S). O presente trabalho contém uma
revisdo bibliografica destas relaxagdes, de métodos de solugdo para os duais respectivos e de relagdes
tedricas existentes entre os duais. E dada énfase especial & relaxagdo surrogate ¢ a relaxagdes
combinadas Lagrangeana-surrogate. llustra-se o uso de uma relaxacdo combinada L-S através da
aplicacdo da mesma a um problema de localizagdo hierdrquico com restrigdes de cobertura.

Palavras-chave: relaxagoes: Lagrangeana, surrogate ¢ combinada Lagrangeana-surrogate;
limites para a programacdo inteira.

Abstract

Relaxations of an integer programming problem produce bounds on its optimal solution. The linear
programming, Lagrangean, surrogate and combined Lagrangean-surrogate (L-S) relaxations are the
most commonly used in the solution of an integer programming problem. We present a brief review of
these relaxations, solution methods for the respective duals and theoretical relationships that exist
among them. We give special emphasis to surrogate and combined L-S relaxations. The use of a
combined L-S relaxation is illustrated through its application to a hierarchical covering location
problem.

Keywords: relaxations: Lagrangean, surrogate and combined Lagrangean-surrogate;
integer programming bounds.

Pesquisa Operacional, v.22, n.3, p.387-402, julho a dezembro de 2002 387



Espejo & Galvao - O uso das relaxagdes Lagrangeana e surrogate em problemas de programagéo inteira

1. Introducio

Problemas de otimizagdo discreta sdo aqueles nos quais pelo menos um subconjunto das
variaveis de decisdo deve assumir valores discretos em intervalos pré-definidos. Esta classe
inclui os problemas de otimiza¢do combinatoria, nos quais a solu¢do 6tima representa uma
das combinagdes possiveis dos valores das varidveis de decisdo. Alguns dos problemas
acima podem ser formulados como Problemas de Programagdo Inteira, que em geral sdo
muito mais dificeis de serem resolvidos que os problemas de programacio linear.

Seja o seguinte problema de programacio inteira:

(P)

v(P) = min{cx}

s.a Ax<b
Dx<e

x>0 e inteiro.

Na formulagdo acima x € o vetor de varidveis de decisdo, ¢ o vetor de custos, 4 e D sdo
matrizes de coeficientes tecnologicos e b e e sdo vetores de disponibilidade de recursos. Nao
sera utilizada notagdo especial para distinguir vetores coluna ou linha. Todos os produtos
vetoriais sdo produtos interiores no sentido usual e as operagdes sdo tomadas como
garantidas pelas dimensdes de vetores e matrizes correspondentes. Assumiremos que Ax < b
sdo as restricdes que complicam a solugdo do problema (P), no sentido que o problema (P)
pode ser resolvido mais facilmente caso sejam removidas estas restrigdes.

Uma estratégia para resolver (P) consiste em resolver uma seqiiéncia de problemas “faceis”
obtidos a partir de relaxagdes do problema original; com a solugdo de tais problemas
procura-se obter limites para o valor da solugdo 6tima de (P). Foi neste contexto que as
diferentes relaxagdes foram desenvolvidas ao longo do tempo. Assumiremos, sem perda de
generalidade, que (P) é um problema vidvel e que o conjunto de solu¢des viaveis de cada
problema relaxado obtido a partir de (P) é um conjunto finito.

Nemhauser & Wolsey (1988) definem uma relaxagio do problema (P) como um problema de
otimizagdo, (RP), que possui as seguintes propriedades: (i) o conjunto de solucdes viaveis de
(P) é um subconjunto das solugdes viaveis de (RP), e (ii) o valor da fungdo objetivo do
problema (P) ndo ¢ menor que o correspondente valor de (RP), isto €, v(RP) < v(P) (para
problemas de minimizag¢ao).

Uma relaxagdo usual dos problemas inteiros € a relaxacdo de programagdo linear, que
consiste em relaxar as condigdes de integralidade das varidveis de decisdo. Esta relaxacdo
sera chamada de RLP (Relaxagdo Linear de P) ¢ o valor de sua solugdo 6tima sera denotado
por v(RLP). Uma das aplicacdes da relaxacdo de programagio linear é no desenvolvimento
de algoritmos branch and bound para a solugdo do problema inteiro. Outras relaxagdes
desenvolvidas para problemas de programagio inteira incluem as relaxa¢des Lagrangeana,
surrogate ¢ combinadas Lagrangeana-surrogate.

Neste trabalho é apresentada uma revisdo bibliografica destas relaxagdes, dos métodos de
solugdo para os duais correspondentes e das relagdes tedricas existentes entre 0os mesmos.
Sera dada énfase especial a relaxagdo surrogate e a relaxagdes combinadas Lagrangeana-
surrogate, por serem essas relaxagcdes menos conhecidas que a relaxagdo Lagrangeana.
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Finalizaremos o trabalho ilustrando a obtengdo de uma relaxacdo combinada Lagrangeana-
surrogate para um problema de localizagdo hierarquico com restri¢cdes de cobertura.

Um estudo tedrico das relaxagdes Lagrangeana e surrogate sob a oOtica da dualidade geral
pode ser encontrado em Nieuwenhuizen (1999). Recentemente Li (1999) apresentou o
método da P-norma surrogate para resolver problemas de programagdo inteira. A principal
desvantagem deste método é que o problema surrogate a ser resolvido ¢ um problema
altamente ndo linear, fato que dificulta sua implementacdo computacional. Resultados
empiricos relativos ao uso das relaxa¢des Lagrangeana, surrogate e combinada Lagrangeana
surrogate para um problema de localizagdo hierdrquico de maxima cobertura podem ser
encontrados em Espejo (2001) e Espejo et al. (2003).

2. A Relaxac¢ido Lagrangeana: Teoria e Aplicacdes

Held & Karp (1970), que utilizaram um método Lagrangeano para resolver o problema do
caixeiro viajante, foram precursores do uso deste método; Geoffrion (1974) deu ao mesmo o
nome de Relaxagdo Lagrangeana (ver Fisher, 1981).

A lista de aplicacdes da relaxacdo Lagrangeana ¢ muito extensa. Tais aplicagdes incluem o
problema do caixeiro viajante, problemas de localizagdo, o problema de atribuigdo generalizado,
problemas de recobrimento e particionamento de conjuntos e problemas de roteamento, entre
outros. Algumas aplica¢des da relaxacdo Lagrangeana podem ser encontradas, por exemplo,
no artigo de Sridharan (1995), no livro de Bazaraa et al. (1993) e no capitulo escrito por
Beasley (1993) para o livro editado por Reeves. Entre as aplicagdes recentes da relaxag@o
Lagrangeana estdo, por exemplo, as de Galvao et al. (2000, 2002) e Fumero (2001). A
relaxagdo Lagrangeana pode ser utilizada para fornecer limites em algoritmos branch and
bound, constituindo-se em uma alternativa ao uso da relaxac@o de programag@o linear.

Uma relaxag@o Lagrangeana de (P) ¢ obtida multiplicando o conjunto de restrigdes Ax < b
por um vetor u de multiplicadores de Lagrange de sinal apropriado, adicionando-se o produto
a fungdo objetivo. A relaxacdo Lagrangeana (P,) do problema (P) é dada por:

()
v(P,)= min{ ex +u(Ax - b)}

S.a Dx<e
x>0 e inteiro.

Observe-se que o problema Lagrangeano ¢ um problema em x, resolvido para um dado vetor
fixo u. Neste caso devemos escolher u > 0 para garantir que v(P,) seja um limite inferior para
(P). Caso as restri¢des sejam da forma Ax >b os multiplicadores devem ser nao-positivos
para garantir que v(P,) < v(P). Finalmente, se Ax =b o sinal de u ¢ irrestrito.

A qualidade do limite gerado por (P,) depende do valor de u. O problema central na
obtenc¢do de bons limites através desta relaxacdo € encontrar um conjunto de multiplicadores
u que resolve o Dual Lagrangeano (D,):

(D)
v(D,) =max{v(F,)}.

Em geral ndo se pode garantir a obten¢do de um vetor u tal que v(D,) = v(P).
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Uma solucdo otima para (P) ¢ obtida através da relaxacdo Lagrangeana quando duas
condicdes sdo satisfeitas simultaneamente: (i) a solu¢do da relaxacdo Lagrangeana ¢ viavel
no problema (P), isto &, (Ax" —b) <0, onde x* ¢é a solugdo 6tima de (P,) para u = u'; (ii) sdo
satisfeitas as condigdes de folgas complementares dadas por u (Ax —b) =0 (Greenberg &
Pierskalla, 1970). Observe-se que o fato de a solugdo 6tima Lagrangeana x~ ser viavel para o
problema (P) ndo ¢ suficiente para garantir que tal solucdo sera 6tima para (P).

Fisher (1981) e Parker & Rardin (1988) provaram que v(P,) ¢ uma fungdo linear por partes,
continua e concava, mas geralmente nio diferenciavel no ponto 6timo. O fato de uma fungao
ser concava implica que um 6timo local é um 6timo global. Esta propriedade da relaxacao
Lagrangeana faz com que ela seja uma proposta atraente como estratégia para obter limites
da solugdo de (P).

3. A Relaxacio Surrogate

A relaxag@o surrogate consiste em reduzir algumas restrigdes do problema original (P) a
uma s6 restri¢do, denominada de restri¢do surrogate; sua fungdo é servir como substituta
dessas restrigdes. A restrigdo surrogate € definida como uma combinacdo linear ndo
negativa de algumas restrigoes do problema em estudo, onde pelo menos uma das restrigoes
tem um peso positivo (Glover, 1965).

Desde sua introdug@o por Glover a relaxagdo surrogate tem sido proposta por varios autores
para uso na solucdo de problemas ndo convexos, especialmente em problemas de
programagao inteira. Um tratamento tedrico abrangente da dualidade surrogate em
programagdo matematica ¢ dado por Greenberg & Pierskalla (1970). Eles estabeleceram
alguns resultados importantes para a construcdo da melhor restri¢do surrogate e mostraram
que isto implica na maximizacdo de uma funcdo quase-concava (para definicdo de fungdo
quase-concava ver por exemplo Bazaraa et al., 1993), ainda que possivelmente ndo continua.
Isso garante que qualquer 6timo local € um 6timo global (sem considerar intervalos onde a
fungdo ¢é constante). Glover (1975) resumiu esses resultados ¢ apresentou um tratamento
unificado da teoria da dualidade surrogate. O problema do gap surrogate foi estudado por
Glover (1975) e por Greenberg & Pierskalla (1970), que foram os primeiros a demonstrar
que o gap dual do enfoque surrogate ¢ igual ou menor que o gap dual do enfoque
Lagrangeano; a relaxacdo Lagrangeana ¢ denominada de fung@o de penalidade Lagrangeana
no trabalho de Greenberg e Pierskalla. Um estudo da relag@o entre o dual surrogate e o dual
Lagrangeano no caso de problemas inteiros foi feito por Karwan & Rardin (1979).

Considerando w>0 e w=0 pode-se entéo escrever o Problema Surrogate de (P), (P"), como:
(P")
v(P") = min{cx}
s.a w(Ax—-b)<0
Dx<e

x>0 e inteiro.

Como (P") é uma relaxagdo de (P) com w ndo negativo, v(P") ndo pode exceder o valor
otimo da funcdo objetivo de (P) (em problemas de minimizag@o) e sua aproximacao a este
valor sera tanto melhor quanto w(4x — b) < 0 seja uma melhor representagdo das restrigdes
Ax < b. Observe-se que v(P") < v(P") para todo w # 0; desta maneira zero pode ser excluido
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como possivel valor para w. Também se pode observar que para qualquer k>0,
v(P™) =v(P"); qualquer normalizagio do vetor w é portanto possivel. Greenberg &
Pierskalla (1970) provaram que para obter uma solugdo 6tima para (P) através da relaxagdo
surrogate ndo é necessario que sejam satisfeitas as condi¢cdes de folgas complementares;
isto é, qualquer solugdo Otima para o problema surrogate que seja viavel para o problema
original ¢ automaticamente 6tima para o mesmo (ver também Glover, 1975).

O problema de escolher um w que melhore a proximidade de (P") a (P) implica na escolha
do multiplicador w que maximiza o valor do problema surrogate correspondente. Isto motiva
a seguinte defini¢cdo do dual surrogate:

(D)
V(D)= max ((P)}.

Glover (1975) da as condigdes que devem ser satisfeitas para garantir a solugdo 6tima tanto
do dual surrogate quanto do problema original. Essas condigdes sfo: (i) O vetor de
multiplicadores surrogate w deve ser ndo negativo; (ii) x € solu¢do 6tima para o problema
surrogate; (iii) x ¢ viavel para o problema original. Tal como no dual Lagrangeano, ndo se
pode garantir a obteng@o de um vetor w tal que v(D") = v(P).

Aplicacdes da Relaxacio Surrogate

Quando comparadas com as da relaxagdo Lagrangeana, as aplicagdes da relaxagdo surrogate
ndo sdo tdo variadas. A dificuldade de se resolver os problemas resultantes da relaxagdo
surrogate, que em muitos casos se reduzem a problemas da mochila, pode ser uma das causas.

Na literatura encontram-se, entre outras, as seguintes aplicacdes da relaxagdo surrogate.
O uso das relaxacdes Lagrangeana e surrogate na decomposicdo de Benders foi publicado
por Rardin & Unger (1976) e Holmberg (1994). Na area da programagéo ndo linear temos os
trabalhos de Dinkel & Kochenberger (1978) e Chen et al. (1998). Uma abordagem surrogate
para problemas na forma do problema da mochila foi realizada por Karwan & Rardin (1984)
e Gavish & Pirkul (1985). O problema de recobrimento de conjuntos foi resolvido, utilizando
uma heuristica surrogate, por Lorena & Lopez (1994). Lorena & Narciso (1996) utilizaram a
relaxagdo surrogate para resolver o problema de atribui¢do generalizado. Esta relaxacédo foi
também usada na busca de limites inferiores para a solugdo do problema de programacao de
tarefas, onde varias maquinas competem pelo uso comum de um unico buffer local (Khosla,
1995). Uma das heuristicas de Galvao et al. (2000) utiliza a relaxacdo surrogate para
resolver o problema de localizagdo de maxima cobertura. Finalmente, a relaxacdo surrogate
¢ uma das relaxagdes usadas por Espejo et al. (2003) para obter limites superiores para o
problema de localizagdo hierarquico de maxima cobertura.

4. Relaxacdes Combinadas Lagrangeana-Surrogate

Apresentamos a seguir duas relaxacdes que sdo obtidas aplicando simultaneamente as
relaxagdes Lagrangeana e surrogate a um dado problema inteiro.

4.1 A Relaxaciio Lagrangeana/Surrogate

Esta relaxag@o foi desenvolvida por Lorena & Senne (1996). O procedimento utilizado pelos
autores para criar este tipo de relaxagdo ¢ dado a seguir.
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1) Usando um vetor ndo negativo de multiplicadores surrogate, w, obter a relaxagdo
surrogate do problema (P):

(P")

v(P") = min{cx}

s.a w(Ax—-b)<0
Dx<e

x>0 e inteiro.

2) Usando o multiplicador escalar ndo negativo, ¢, fazer uma relaxacdo Lagrangeana da
restri¢do (unidimensional) surrogate do problema (P"). Obtém-se:

(LS")
V(LS}") = min{cx +t[w(Ax—b)]}

S.a Dx<e

x>0 e inteiro.

O dual do problema (LS,") ¢é dado por

(DLS;")
v(DLS")= max {v(LS")}.

w20,w#0,1>0
Observe-se que este problema pode ser expresso como sendo o dual Lagrangeano (D,) do
problema (P), onde u=tw.

Aplicacdes do uso da relaxagdo Lagrangeana/surrogate podem ser encontrados em Lorena &
Senne (1996), que utilizaram este tipo de relaxagdo para resolver um problema de
localizagdo ndo capacitado, ¢ em Narciso & Lorena (1999), para resolver o problema de
alocagdo generalizado.

4.2 A Relaxacio Combinada Lagrangeana-Surrogate

A criag@o de uma relaxagdo combinada Lagrangeana-surrogate do problema (P) foi proposta
por Greenberg & Pierskalla (1970). Os autores propuseram dualizar um conjunto de
restricdes na fungdo objetivo e, com outro conjunto de restrigdes, formar uma restrigdo
surrogate. Segundo esta proposta poderiamos obter, por exemplo, duas relaxagdes
Lagrangeana-surrogate combinadas para o problema (P): (i) dualizar de forma Lagrangeana
o conjunto de restrigdes Ax < b e formar uma restrigdo surrogate com as restricdes Dx < e ;
(i) particionar em dois subconjuntos as restrigdes Ax < b; dualizar de forma Lagrangeana
um desses subconjuntos e com o outro formar uma restri¢ao surrogate.

Glover (1975), seguindo esta mesma linha de pesquisa, definiu formalmente a relaxacdo
combinada Lagrangeana-surrogate e apresentou o primeiro desenvolvimento tedrico para
este tipo de relaxacdo. A defini¢do de Glover difere da proposta de Greenberg & Pierskalla
(1970), pois Glover utiliza o0 mesmo conjunto restrigdes para formar a relaxagdo combinada
Lagrangeana-surrogate. A relaxacdo combinada Lagrangeana-surrogate pode ser obtida da
seguinte maneira (ver John & Kochenberger, 1988):
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1) Considerar um vetor ndo negativo de multiplicadores surrogate, w, e formar a restri¢ao
surrogate w(Ax—b) < 0. Adicionar esta restri¢ao ao problema (P) obtendo

(PS")
v(PS") = min{cx}

S.a Ax<b
w(Ax-b)<0
Dx<e

x>0 einteiro .
E claro que v(P) = v(PS"), pois w(Ax—b) <0 éuma restri¢io redundante em (P).

2) A seguir dualizar de forma Lagrangeana, com u > 0, o conjunto de restrigdes Ax <b do
problema (PS"), formando o seguinte problema combinado Lagrangeano-surrogate:

(B")
v(P)") =min{cx+u(Ax—b)}

s.a w(Ax—-b)<0
Dx<e
x>0 einteiro .

O melhor valor para o limite inferior derivado desta relaxagdo ¢ obtido resolvendo o seguinte
problema dual:

(D)
wDj)=  max (B}

u=20,w=0,w#=

v(P,)") é uma fungdo concava de u para w fixo e quase-concava de w para u fixo, ver Karwan
& Rardin (1980). Os autores provaram com um contra-exemplo que v(P,"), como funcdo de

u e w, perde a quase-concavidade. O fato de v(P,)”) ndo ser uma fungdo quase-cOncava
dificulta o desenvolvimento de métodos de busca dos multiplicadores 6timos.

5. A Busca de Multiplicadores Otimos

O problema critico no uso efetivo das relaxacdes ¢ a derivacdo de um bom conjunto de
multiplicadores para os problemas duais correspondentes. As caracteristicas dos duais das
relaxagdes determinam se existem bons procedimentos de busca para encontrar
multiplicadores duais 6timos ou quase-6timos. Nesta se¢do apresentamos uma revisdo dos
métodos desenvolvidos para a busca do melhor conjunto de multiplicadores nas relaxagdes
Lagrangeana, surrogate ¢ combinadas Lagrangeana-surrogate. A literatura evidencia que o
método dos subgradientes esta sendo utilizado com maior freqiiéncia para resolver os duais
das relaxagdes Lagrangeana, surrogate ou Lagrangeana-surrogate (Fumero, 2001, ¢ uma
referéncia recente para o método dos subgradientes).
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Os algoritmos utilizados para resolver o dual Lagrangeano sdo, basicamente, o0 método dos
subgradientes, variantes dos procedimentos de decomposi¢do, sejam eles de Benders
(Schrijver, 1986) ou Dantzig-Wolfe (Minoux, 1986; Baker & Sheasby, 1999; Wentges, 1997;
Klose, 2000) e algoritmos especializados com base no método de ajuste de multiplicadores
(Erlenkotter, 1978; Fisher et al., 1980; Galvao et al., 2000). Os métodos dos subgradientes e
de ajuste de multiplicadores abordam diretamente o problema (D,), enquanto os
procedimentos de decomposi¢do de Benders e Dantzig-Wolfe resolvem reformulagdes de
(D,); tais reformulagdes podem ser encontradas, por exemplo, em Fisher (1981), Nemhauser
& Wolsey (1988) e Galvao (1993).

Diversos algoritmos foram propostos para resolver o dual surrogate. Os trabalhos de
Banerjee (1971) e Karwan & Rardin (1979, 1984) utilizam o procedimento de Benders.
Karwan & Rardin (1981) propdem utilizar um algoritmo branch and bound. Glover (1975)
desenvolveu um algoritmo que pode ser utilizado para encontrar multiplicadores 6timos para
problemas com duas restricdes. Dyer (1980) propds dois algoritmos que sdo extensdes
naturais de métodos utilizados na relaxagdo Lagrangeana. Gavish & Pirkul (1985) propuseram
um algoritmo para problemas com duas restri¢des e depois incorporaram este algoritmo a
uma heuristica para calcular multiplicadores para problemas com mais de duas restri¢des.
Sarin et al. (1987) desenvolveram um procedimento para a busca dos multiplicadores do dual
surrogate utilizando uma sucessdo de buscas no dual Lagrangeano.

Outra estratégia utilizada ¢ a seguinte: relaxar as condi¢des de integralidade das variaveis de
decisdo no problema surrogate e utilizar o método dos subgradientes para resolver o dual
surrogate. Esta estratégia foi proposta por Lorena & Lopez (1994) para resolver o problema
de recobrimento de conjuntos e por Lorena & Narciso (1996) para resolver o problema de
alocag@o generalizado. Nesta mesma linha de pesquisa Galvao et al. (2000) compararam o
uso das relaxacdes Lagrangeana e surrogate para resolver o problema de localizacdo de
maxima cobertura. Almifiana & Pastor (1997) adaptaram a heuristica de Lorena & Lopez
(1994) para resolver o problema de cobertura de conjuntos com custo unitario. Para resolver

o problema (DLS;"), Lorena & Senne (1996) e Narciso & Lorena (1999) utilizaram o
método dos subgradientes.

Na literatura so relatadas algumas estratégias para resolver (D,"). Glover (1975) sugere

manter uw=0. Notando-se que Glover utiliza o0 mesmo conjunto de restri¢gdes para as duas
relaxagdes, isto implica em relaxar um subconjunto destas restricdes de forma Lagrangeana
e seu complemento de forma surrogate (Karwan & Rardin, 1980, provaram, com um contra-
exemplo, que esta estratégia pode impedir que seja encontrada a solugdo Otima para a
relaxagdo combinada Lagrangeana-surrogate). No mesmo trabalho Glover (1975) sugere que
fazendo u=w pode ser possivel melhorar o limite obtido com a relaxa¢do Lagrangeana.
Uma das heuristicas de Espejo ef al. (2003) usa esta estratégia para resolver o problema de
localizagdo hierarquica de maxima cobertura. Karwan & Rardin (1980) propuseram a
seguinte heuristica para resolver (D,"): Resolver primeiro (D") e encontrar o conjunto de
multiplicadores surrogate otimos, w’, tentando depois melhorar o valor de v(D") resolvendo

maox{v(D;”*)}. O trabalho de Gavish & Pirkul (1985) apresenta duas implementagdes desta
heuristica. A estratégia utilizada por John & Kochenberger (1988) foi fixar o conjunto de

multiplicadores surrogate, W, e resolver o problema (D)) utilizando o método dos
subgradientes.
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6. Relacdes Tedricas entre as Relaxacdes Lagrangeana, Surrogate e Combinada
Lagrangeana-surrogate

Nesta secdo apresentamos os principais resultados teoricos que mostram as relagdes entre os
limites obtidos com as relaxacdes Lagrangeana, surrogate ¢ combinada Lagrangeana-
surrogate. E importante observar que os resultados apresentados nesta se¢io sdo validos
unicamente para problemas de minimizagdo. A seguinte notacdo adicional ¢ utilizada para
facilitar o entendimento dos resultados: (DRLP,), dual da relaxagdo de programagio linear
do problema Lagrangeano; (DRLP"), dual da relaxagdo de programacéo linear do problema

surrogate e (D,') , dual do problema combinado Lagrangeano-surrogate quando u=w.

Os resultados teodricos que seguem foram discutidos em Galvao et al. (2002) e Espejo et al.
(2003); um resumo deles ¢ incluido aqui para complementar o trabalho. Geoffrion (1974)
provou que v(RLP)=v(DRLP,) <v(D,). Ele provou também que se (P,) possui a
propriedade de integralidade, entdo v(DRLP,)=v(D,). Greenberg & Pierskalla (1970)
provaram que v(RLP)<v(D,) <v(D")<v(P). Karwan & Rardin (1979) provaram que
v(RLP) =v(DRLP,)= v(DRLP") e que, se (P") possui a propriedade de integralidade,
entdo V(RLP)=v(D,)=v(D") (Note que se P" possui a propriedade de integralidade, entdo
P, também a possui). No artigo de Karwan & Rardin (1980) é dada a seguinte relagdo:
v(D") <v(D}}) < v(P). Finalmente, Nieuwenhuizen (1999) provou que v(D,) < v(D ) < w(D").
Note que nesse ultimo conjunto de desigualdades v(D ) < v(D") néo significa que os vetores
de multiplicadores w sdo os mesmos nos dois problemas duais; em v(D,) no entanto os
vetores usados nas relaxa¢des Lagrangeana e surrogate sio 0S mesmos.

Em resumo, para problemas de minimizagdo podemos escrever-se as seguintes relagoes:
V(RLP) <v(D,) <v(D})) <v(D™)<v(D)) <v(P).

Para resolver um dado problema de programagdo inteira podem ser criadas varias
relaxagdes, dependendo da escolha das restrigdes a serem relaxadas. A escolha das restrigdes
a serem relaxadas pode afetar tanto o valor da solug¢do 6tima do dual da relaxagdo quanto o
esforgo computacional requerido para avaliar e atualizar a fungdo dual durante o processo de
solu¢do do mesmo. Ha portanto dois fatores conflitantes que devem ser avaliados: a
facilidade de solugdo do problema dual (que depende da natureza do problema relaxado
correspondente) e a qualidade do limite gerado para o problema original. A possibilidade de
se gerar problemas que sejam mais faceis de serem resolvidos, quando comparados ao
problema original, depende da estrutura do problema original e do grau de separabilidade
obtido através da relaxagdo das restrigdes escolhidas. De maneira geral pode-se dizer que as
relaxagdes que geram melhores limites requerem maior tempo computacional, enquanto
relaxagdes que produzem problemas muito faceis de serem resolvidos geram limites de pior
qualidade.

Uma estratégia importante que tem sido utilizada para melhorar os limites obtidos com o
dual de uma relaxagdo ¢ adicionar novas restri¢des que sejam redundantes no problema (P).
Quando algumas das restrigdes sdo relaxadas este novo conjunto de restri¢des pode deixar de
ser redundante. Isto deve ser feito objetivando que o espago de solugdes viaveis do problema
relaxado, com as novas restri¢cdes, seja mais restrito que espaco de solugdes da relaxacdo sem
tais restri¢oes redundantes para (P).
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7. Tlustragdo do Uso de uma Relaxacio Combinada Lagrangeana-surrogate

Usaremos o Problema de Localizagdo Hierdrquico de Maxima Cobertura (Hierarchical
Covering Location Problem, HCLP) para mostrar o uso de uma relaxacdo combinada L-S.
Esta relaxacdo, desenvolvida e mostrada em maior detalhe em Espejo (2001) e Espejo et al.
(2003), ¢ resumida aqui para fins ilustrativos.

Os modelos de localizacdo com restricdes de cobertura pertencem a categoria de modelos
que provém cobertura para areas de demanda. Nestes modelos, comumente usados em
aplicagdes relacionadas a localizagdo de facilidades de emergéncia, uma area de demanda é
considerada coberta se esta dentro de uma distancia critica pré-estabelecida de pelo menos
uma das facilidades existentes. O HCLP, definido por Moore & ReVelle (1982) para localizar
servigos de saide em Honduras, ¢ uma extensao hierarquica de dois niveis do Problema de
Localiza¢do de Maxima Cobertura (Maximal Covering Location Problem, MCLP).

Moore & ReVelle (1982) descreveram um sistema de localizagdo hierarquica de dois niveis
da seguinte maneira: considere um sistema que fornece 2 niveis de servigos e que possui 2
niveis de facilidades. Neste sistema um nivel de servigo s estd disponivel somente em uma
facilidade de nivel igual ou superior a s. O problema a ser resolvido é entdo o de localizar um
dado niimero de facilidades para cada um dos dois niveis definidos, de maneira que se
maximize a populagdo que tenha acesso aos dois niveis de servigo.

As distancias criticas definidas por Moore & ReVelle (1982) sao diferentes para os dois
niveis de servico, ¢ as distancias criticas para o servi¢o de nivel 1 sdo diferentes para os dois
tipos de facilidades. Seja R; a distancia critica para o servico de nivel 1 oferecido pela
facilidade de nivel 1 e seja R, a distancia critica para o servigo de nivel 1 oferecido pela
facilidade de nivel 2. Por outro lado, seja 7; a distancia critica para o servi¢o de nivel 2. Por
hipotese as facilidades de nivel superior sdo as mais atraentes; assume-se portanto que
R;<R,<T;. O modelo matematico correspondente pode ser escrito como:

(HCLP): v(HCLP) =Max{2fjxj} (D)
jeJ

s.a >agyi+Y.byzi—x;20,j€J, )
iel iel
Zcijz,-—ijO,jeJ, 3)
iel
D Vi=Ds 4
iel
2% =4, (5)
iel
x; {0, jed, (6)
y[,Zie{O,l},iEI, (7)

onde J= {1,2,....,m} & o conjunto de areas de demanda, I = {1,2,....n} é o conjunto de locais
onde as facilidades podem ser instaladas, f; ¢ a populacdo da drea de demanda j, a; =1 se a
area de demanda j puder ser coberta pelo servico de nivel 1 (dentro da distancia critica R;),
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oferecido pela facilidade de nivel 1 localizada em i€/ (a; = 0 caso contrario), b; = 1 se a drea
de demanda j puder ser coberta pelo servico de nivel 1 (dentro da distancia critica R)),
oferecido pela facilidade de nivel 2 localizada em i€/ (b; = 0 caso contrario), c; = 1 se a drea
de demanda j puder ser coberta pelo servigo de nivel 2 (dentro da distancia critica 7)),
oferecido pela facilidade de nivel 2 localizada em i€/ (c; = 0 caso contrario), p € o nlimero
de facilidades de nivel 1 a serem localizadas, g ¢ o nimero de facilidades de nivel 2 a serem
localizadas e x;, y; e z; sdo as variaveis de decisdo. x; = 1 se a 4rea de demanda jeJ é coberta
(x; = 0 caso contrario); y; = 1 se uma facilidade de nivel 1 € localizada em ie/ (y;= 0 caso
contrario); z; = 1 se uma facilidade de nivel 2 ¢é localizada em i/ (z; = 0 caso contrario).

No caso do HCLP uma restrigdo combinada Lagrangeana-surrogate pode ser obtida da
seguinte maneira. Considere dois vetores W' =[®,6]>0 e V' =[A,u] >0. Uma restrigio
surrogate é formada combinando as restri¢cdes de cobertura (2) e (3), obtendo-se:

ij[Zaijyi +Zbl.jzi —xjj+20'j[26ijzi —ijZOE

JjeJ iel iel jeJ iel
=2.2.0,a;y; + ZZ(a’jby‘ +‘7jcij)zi - Z(wj +0j)xj 20.
Jjed iel Jjed iel JjeJ

Esta restricdo pode ser adicionada a formulacdo original do HCLP (note-se que ela ¢
redundante em relacdo a esta formulagdo). Obtém-se:

(HCLP'): v(HCLP'") = Max{z fix j} (1)
jeJ
sujeito a
ZZaija)jyi+22(bija)j+c,.j0'j)zl.—2(a)j+0'j)xj20 (3a)
iel jeJ iel jeJ jeJ
e (2)-(7).

Dualizando as restrigdes (2) e (3) utilizando o vetor V= [A,u] > 0, obtemos:
VHCLFT) = M"x{z (f; =4 =m)x; + 2 2 aydy, + 2, 3 (byd; + Cz/ﬂf)zi}
jeJ iel jeJ iel jeJ
sujeito a (3a) e (4)-(7).
Ou, fazendo

;=2 ayhy; B =2 byh cyuy); af = Y ayo B =3 (b0, +¢0,)),

jeJ jeJ jeJ jeJ
obtemos finalmente:

(HCLP;;U) : V(HCLPf;Uj = Max{Z(fj —A; )X+ Yy + Zﬂizl}

JjeJ iel iel

s.a Yaly,+) plz, - (0,+0,)x, 20 (3a)

iel iel jeJ
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e (4)-(7). E importante notar que quando W'z’ HCLP;;7 ¢ um problema dificil de ser
resolvido: as variaveis y; e z; que maximizam Zai Vi +Zﬂizi na fungdo objetivo ndo sdo
iel iel
necessariamente as mesmas que maximizam Za,’ v+ Z Biz; narestrigdo (3a).
iel iel
Se fizermos W'=V" (em cujo caso w=4;, o=y V), entdo:
2 a;0; = ayd;=a; e Y (bw;+c;o;) =D (byd;+cp) = B

jeJ jeJ jeJ jeJ
a restri¢@o (3a) torna-se neste caso:

2yt Bz =2 (A +u)x; 20.

iel iel jeJ

Desta vez y; e z; podem ser determinadas buscando-se maximizar Zai y + Z Bz, tanto na
iel iel

fungdo objetivo como na restricdo (3a). Uma vez que para maximizar x; deve-se buscar

maximizar tanto » @y, como Y. f.z em (3a), ¢ levando em conta que » y,=p e

iel iel iel

>z, =g, obtém-se:

iel

(HCLPZ‘): v(HCLPjZ’]zMax{Z(f, — 2= 1;)x; +c}

jed

s.a p(A+u)x,<C,

jeJ

x, €{0,1} ),

_ )4 q P , . . . .
onde C = Z o, + z B . z o, ¢ a soma dos p maiores ¢; (empates resolvidos arbitraria-

mente), Zq B. ¢é a soma dos g maiores f; (empates novamente resolvidos arbitrariamente).

(HCLP;” ) ¢ portanto um problema da mochila 0-1 com coeficientes fracionarios.
u°

E interessante notar que a relaxagio (HCLP}7)€é o caso mais geral das relaxagdes

apresentadas em Espejo et al. (2003) para o HCLP. Com efeito, fazendo m=c=0 em
(HCLP;;”) obtemos imediatamente a relaxa¢do Lagrangeana (HCLP,,). Por outro lado,

fazendo A=p=0 em (HCLP;)) obtemos a relaxacdo surrogate (HCLP®). Finalmente,

aplicando os resultados teodricos apresentados na Se¢do 6 e notando que a relaxagdo
Lagrangeana de HCLP possui a propriedade da integralidade, é possivel escrever:

V(RLHCLP) = w(DRLHCLP,,) = WDRLHCLP*) = W(DHCLP;,,) > WDHCLP % ) >
v(DHCLP*) > w(DHCLP ¢7) > w(HCLP).
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Com a finalidade de ilustrar, para o HCLP, o desempenho da relaxagdo combinada L-S em
relagdo as relaxagdes Lagrangeana e surrogate, reproduzimos na tabela abaixo os resultados
obtidos em Espejo et al. (2003). Os problemas-teste utilizados nessa tabela foram os
seguintes: S55, rede definida por Swain (1971); G&R100 ¢ G&R150, que correspondem as
redes geradas aleatoriamente por Galvdo & ReVelle (1996); B300, B5S00 e B700, obtidos da
biblioteca eletronica de Beasley para o problema das p-medianas (problemas Pmedl1,
Pmed21 e Pmed31). As heuristicas relaxadas (Heur Surr Relaxada e Heur L-S Relaxada)
correspondem a solucdo dos problemas da mochila correspondentes relaxando as condigoes
de integralidade.

Meédia do % Gap e Tempo Computacional***

Rede Heur_Lag Heur_Surr Relaxada Heur_Surr Heur_L-S Relaxada Heur_L-S

% Gap Tempo % Gap Tempo % Gap Tempo % Gap Tempo % Gap Tempo
S55% 0,00 0,79 0,06 1,11 0,00 0,71 0,00 0,77 0,00 0,71
G&R100* 0,35 3,42 0,36 3,53 0,41 2,76 0,32 3,15 0,44 3,47
G&R150* 1,50 6,17 1,55 6,26 1,66 5,53 2,00 4,93 1,47 5,60
B300_11* 0,41 37,40 0,37 43,13 0,33 41,88 0,38 44,23 0,38 43,95
B500 21* 0,58 101,56 0,51 101,87 0,51 91,77 0,54 100,14 0,47 104,32
B700 31** 2,43 276,50 3,01 320,07 3,27 269,63 2,43 280,54 2,34 269,36

* 9% Gap=100(Sol_Otima - Sol_Heuristica)/Sol_Otima.
** % Gap=100(Limite Superior - Sol_Heuristica)/Limite Superior.
*** Em segundos de CPU, Microcomputador Pentium II 300 Mhz.

Como pode ser observado na tabela acima, a média dos gaps obtidos para os problemas teste
ndo difere significativamente entre as diversas relaxagdes utilizadas, para o mesmo conjunto
de problemas. Poder-se-ia esperar, dados os resultados teodricos apresentados, que os
melhores limites poderiam ser obtidos quando sdo solucionados os problemas da mochila 0-1
nas relaxac¢des combinada Lagrangeana-surrogate e surrogate do problema. Isto, porém, ndo
foi geralmente observado. Nossa experiéncia pratica em resolver o problema da mochila com
coeficientes fracionarios explica o porque destes resultados. Maiores detalhes podem ser
encontrados em Espejo et al. (2003).

8. Conclusoes

Greenberg & Pierskalla (1970) propuseram combinar as relaxa¢des Lagrangeana e surrogate
para diminuir o gap dual. Os autores indicaram a necessidade de um desenvolvimento tanto
tedrico quanto empirico para avaliar se esta proposta ¢ pratica no contexto geral de resolver
um problema de programagdo inteira. Varios autores publicaram resultados teoricos
importantes nesta linha de pesquisa; poucos, porém, publicaram resultados computacionais
conclusivos em relagdo a esta proposta. Entre os trabalhos com resultados computacionais
disponiveis podemos citar Espejo (2001) e Espejo ef al. (2003).
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