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Resumo

As grandes metrépoles do mundo enfrentam-se diariamente com problemas de transporte. Para plangjar
0 sistema os tomadores de decisdo necessitam de instrumentos capazes de smular, com uma boa
aproximacdo, o processo de escolha de caminhos de todos os usuarios nas suas viagens. O trabalho
apresenta a formulagdo e implementagdo de um modelo de alocagdo de fluxos de passageiros, sobre
uma rede de transporte publico. O modelo foi formulado como um problema de inequagdo variaciona .
O algoritmo de solugdo considera algumas hipéteses sobre o processo de particdo de fluxos pelos
trechos de linhas alternativas. O procedimento foi implementado usando a linguagem Delphi e aplicado
em testes com redes divulgadas na literatura. Um grande experimento foi feito com arede de transporte
da cidade do Rio de Janeiro.

Palavras-chave: redes de transporte publico; alocagéo de fluxos; modelos de redes.

Abstract

The biggest cities in the world faced problems in the transportation system. In order to plan the system,
decision makers need tools, which enable them to make good approximate simulations of the routing
choice process for al the users. The work presents the formulation and implementation of a passenger
flow assignment model for a transit transportation network. The model has been stated as a variational
inequality problem. The solution agorithm makes some assumptions about the process of flow
partition between dternative line segments. The procedure has been implemented using Delphi
language and applied in tests with small networks published in the literature. A bigger experiment has
been conducted with the transit network of Rio de Janeiro city.

Keywords: public transportation networks; flow assignment; network models.
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1. Introducgéo

As grandes metrépoles do mundo enfrentam-se diariamente como problemas de transporte.
Na maioria das cidades, o principa meio de transporte usado pelas pessoas nos seus
deslocamentos di&rios é o publico. Tratase de um sistema bastante complexo cujos
principais componentes so o énibus, o trem urbano e o metr6. Dependendo da cidade, faz-se
uso de outros modos como veiculos leves sobre trilhos, lotagBes, vans, téxis coletivos, etc.
Os tomadores de decisdo tratam com diversos agentes que disputam o mercado representado
pela demanda da populagdo. Decisdes, com impactos importantes sobre a qualidade de vida
das populagfes, sdo tomadas sem que exista algum conhecimento prévio das suas
conseqiiéncias. Criagdo ou extingdo de linhas, mudangas de tracado, de freqliéncia, ou de
tecnologia produzem efeitos sobre a distribuicéo de fluxos de passageiros sobre os trechos e
veiculos do transporte pablico e interferem no tempo de viagem, no conforto e no nimero de
transferéncias dos usuarios. Modelos de alocacdo de fluxos servem para prever como 0s
fluxos de passageiros se distribuem sobre a rede de transporte publico e deveriam ser
instrumentos auxiliares nas tomadas de deciséo das autoridades de transportes. Este trabalho
tem como objetivo discutir diversas abordagens de modelos de alocacdo de fluxos em redes
de transporte pUblico e detalhar a formulagdo matematica de um modelo de alocagéo baseada
em inequagdes variacionais.

O trabalho apresenta na se¢do dois a conceituacdo do problema. Na se¢do trés uma revisio
bibliogréfica descreve o estado da arte partindo dos primeiros modelos dos anos 70 até a
atualidade. A se¢d0 quatro apresenta a formulagdo matemética proposta, a segdo cinco, a
implementagdo computacional, e a secdo seis mostra resultados de experimentos com uma
rede de grande porte da regido metropolitana do Rio de Janeiro. Finamente a secéo sete
apresenta conclusdes sobre os resultados da implementacdo do modelo e sobre possivels
desdobramentos desta pesquisa.

2. Definicdo do problema

Nos problemas de aocacéo de fluxo de veiculos particulares em redes vidrias urbanas, existe
uma equivaléncia direta entre os deslocamentos dos usudrios (condutores, ou passageiros) e
0s deslocamentos dos proprios veiculos. A aocacdo de fluxo dos usudrios esta relacionada
diretamente com a determinacdo dos itinerérios dos veiculos. No caso do problema de
alocagdo de passageiros de uma rede de transporte coletivo, esta equivaléncia ndo existe: 0s
deslocamentos dos 6nibus ou os trechos do metr6, em geral ndo correspondem aos
deslocamentos dos usuarios. No caso mais gera, os usuarios do sistema de transporte
coletivo tém que acessar a rede, ou sgja tém que se dedlocar desde suas origens até uma
parada de 6nibus, ou uma estagdo de metrd ou de trem ou de barca, onde esperardo para
serem atendidos por algum veiculo, e depois saem da rede de transporte pablico para se
deslocar a pé até seus destinos. Os correspondentes tempos de espera sdo, de modo geral,
aleatdrios, se é aceita a premissa de que as chegadas dos passageiros e dos veiculos sdo
aeatorias. Tudo isto afeta a abordagem do problema.

Ent&o se pode afirmar que em redes de transporte coletivo se faz alocag@o de passageiros e
em redes de transporte particular se alocam veiculos. Mesmo assim, as primeiras pesquisas
que apareceram na literatura propunham tratar a alocagéo de passageiros como uma variagéo
do problema de a ocacéo de fluxo de veiculos em redes de transporte particular, para os quais
j& existiam métodos de aocagdo baseados nos agoritmos desenhados por Moore (1957) e
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Dijsktra (1959), que resolvem o problema de rotas minimas. Zhan & Noon (1998) analisaram
diversos agoritmos que resolvem o problema de achar rotas minimas em redes reais. Eles
consideram que pesquisas anteriores avaliam o desenvolvimento computacional e a
eficiéncia da implementacéo dos algoritmos para achar as rotas minimas, principalmente em
base a redes geradas aleatoriamente. Indicam que os métodos para gerar as redes aleatdrias
variam consideravelmente, e que podem identificar-se diferengas com as redes reais, pelo
grau de conectividade, estimado pela raz8o que mede a incidéncia arco-nd. As
irregularidades na conectividade das redes aeatérias podem favorecer certos tipos de
agoritmos na avaliacdo do desempenho.

Por outro lado, o problema de alocagcdo de equilibrio em redes de transporte coletivo é
abordado pelos diversos modelos existentes na literatura, como um problema estatico. Em
gera esses modelos visam determinar o estado médio do sistema durante o periodo estudado,
geramente horas de pico, ou sga determinar as cargas médias na rede e os custos médios dos
deslocamentos dos pares origem-destino. Gendrau (1984) justificava isto, explicando que
devido a0 tamanho das redes estudadas, o estudo do estado médio do sistema nas horas de
pico representa, provavelmente, um conjunto de informagdes suficientes para a tomada de
decisdes dos plangjadores da rede estudada, e que considerar um modelo mais detalhado
poderia originar um modelo de tamanho e complexidade que tornaria inviavel sua utilizagéo
num problemareal.

3. Modelosdealocacdo: O estado da arte

Os modelos de alocacéo de passageiros em redes de transporte coletivo tém experimentado
um desenvolvimento importante nas Ultimas quatro décadas. Os modelos que primeiro
aparecem na literatura (Dial, 1967; Andréasson, 1976; Lampkin & Saamans, 1967,
Hasselstréem, 1981), propunham técnicas de alocacdo similares as utilizadas nos problemas
de alocagdo de fluxo de veiculos particulares. Estes modelos assumem que 0s passageiros
vigiam nos caminhos mais curtos entre suas origens e destinos, e a maioria ndo considera os
efeitos do problema do congestionamento, sendo chamados de “modelos sem restricdo de
capacidade’.

De modo geral, os modelos que ndo consideram restricdo de capacidade, dependem das
hipGteses adotadas acerca do comportamento dos passageiros. O comportamento dos
usuarios do transporte coletivo na hora de fazer a escolha da rota pode ser classificado em
dois tipos segundo a literatura existente: no tipo | o passageiro espera um 6nibus de uma
linha determinada, e no tipo |l 0 passageiro espera o primeiro 6nibus a aparecer no ponto de
parada, de um subconjunto de linhas consideradas atrativas.

No primeiro grupo estéo agqueles que se baseiam no conceito de rota minima, ou sga, 0
usuario do sistema de transporte coletivo utilizard a rota que minimize seu custo
generalizado. O usu&rio ja sabe qua é a linha que tem o menor custo generalizado para
chegar até seu destino, e somente espera um énibus daguela linha, o que corresponderia a
uma alocagdo do tipo “tudo ou nada’. No segundo grupo, estédo agueles modelos que se
fundamentam na idéia de estratégia Gtima, conceito formulado por Spiess (1983), que
basicamente consiste em escolher um subconjunto de linhas de modo a minimizar o valor
esperado do custo total de viagem. Bouzaiene-Ayari et al. (1995) indicam que o que
determina uma estratégia de viagem sdo o conjunto de linhas atrativas escolhidas pelo
passageiro em diferentes paradas e os pontos de desembarque daquelas linhas, para
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transbordo ou para caminhada até o destino. Knoppers (1995) ressalta que os transbordos
reduzem a atratividade do transporte publico como uma alternativa ao carro. A resisténcia ao
transbordo pode ser expressa como O tempo necess&rio para o transbordo e uma
probabilidade de perder a conexd. Conexdes perdidas implicam em tempos de espera
longos.

De Cea et al. (1990) salientam que se bem os modelos baseados no conceito de estratégia
permitem obter uma maior dispersdo de fluxos na rede de transporte publico, a abordagem da
alocagdo a rotas minimas € mais eficiente em termos de tempo de calculo computacional.
A existéncia de secBes do caminho que podem ser atendidas por mais de uma linha de
Onibus, origina vérias opgles para escolha dos passageiros, e esta escolha freglientemente
ndo é smples de ser modelada.

Um passageiro, para vigar de um ponto a outro da rede, pode escolher de um conjunto de
linhas disponiveis. Umas linhas dentro deste conjunto podem ser muito mais lentas que
outras. Chriqui (1974) apresenta um método de determinacdo do subconjunto das linhas
arativas. Ele parte daidéa de que o subconjunto de linhas é escolhido de modo a minimizar
0 valor esperado do custo total de viagem, incluindo tempo de espera e tempo em veiculo.
A linha mais rapida estd sempre nesse subconjunto. As outras linhas sdo ordenadas em forma
crescente com respeito ao tempo de viagem em veiculo, e somente sdo incluidas aquelas que
diminuem o valor esperado de tempo total de viagem. Chriqui & Robillard (1975)
demonstram que o problema de determinar o subconjunto étimo de linhas que minimizam o
valor esperado do tempo total de viagem, pode ser resolvido como um problema de
programacao hiperbdlica.

Por outro lado, o conceito de rota em uma rede de transporte coletivo ndo corresponde ao
conceito classico de rota definido para redes de transporte particular ou privado. Os 6nibus
trafegam pela rede seguindo percursos preestabelecidos. Portanto, os usuarios do transporte
coletivo escolhem seus caminhos em fungdo das linhas que utilizam e das paradas onde
embarcam e desembarcam, para continuar a pé ou fazer um transbordo. Uma rota de
transporte coletivo € entdo definida por uma linha ou combinacdo de linhas, com os
respectivos pontos de embargue e desembarque. Os trechos percorridos na viagem, que serdo
representados por arcos da rede, aparecem como uma conseqiiéncia do processo de escolha.

Mandl (1978) desenvolve um agoritmo de caminho mais curto apropriado as redes de um
sistema de transporte publico urbano que, para ele, tem caracteristicas especiais. 0s nés desta
rede, usual mente representam uma parada ou, de modo mais geral, uma area de uma cidade a
ser servida nessa parada. Esta érea deveria ser suficientemente pequena para permitir acessar
cada ponto dentro dela caminhando desde a parada. Mandl considera, na representacdo do
seu modelo, que a maioria das linhas utiliza 0s mesmos arcos nos dois sentidos (0 que €
verdadeiro no caso do metrd e as vezes ndo é valido para os 6nibus) e que a rede viaria
(que consiste de nos paradas e arcos) € ndo orientada.

Spiess (1983) propSe um modelo que determina as rotas Gtimas em uma rede de transporte
coletivo, resolvendo um problema de programacao linear para obter as estratégias étimas de
viagem entre dois nés. Ele define uma estratégia como um conjunto de regras que permitem
a0 passageiro chegar a0 seu destino, ou segja, 0 passageiro vai decidindo sua viagem de
acordo com essas regras, podendo ter nos de transbordo, e define a estratégia 6tima, como
aguela que minimiza o valor esperado do custo total de viagem. Este autor generaliza seu
modelo para 0 caso em que o custo de viagem em veiculo em um arco € uma funcdo
crescente do fluxo de passageiros naguele arco.
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Nguyen & Pallottino (1988) definem o conceito de hipercaminho como a representacdo de
uma estratégia, através de um subgrafo aciclico que conectadoisnésdarede, r e s, onder éa
origem, s 0 destino, e onde cada né i contido no subgrafo, é atravessado por algum caminho
gue conecta r com s, e onde somente existem arcos divergentes nos nés que representam
paradas. Isto quer dizer, que para um determinado par origem-destino r-s, um hipercaminho
representaria uma subrede que contem todas as combinagdes possiveis de caminhos para ir
der até s (considerando transbordos) utilizando o subconjunto de linhas atrativas para esse
par r-s. Na Figura 2.1 apresenta-se um exemplo com trés paradas, A, B e C e trés linhas de
Onibus, e na Figura 2.2 mostra-se como seria 0 hipercaminho que contém todos os caminhos
possiveis que conectam A com C.

Modelos desenvolvidos posteriormente comegam a considerar a influéncia do
congestionamento. Spiess & Florian (1989) propdem um modelo que considera que os custos
do desdocamento em veiculo (custo experimentado pelo passageiro ja dentro do dnibus) séo
fungdes crescentes do nimero de passageiros, ou sga, que o efeito do congestionamento
representaria 0 desconforto dos passageiros dentro de um 6nibus lotado. Nesse modelo sdo
considerados custos de espera fixos que unicamente dependem da freqiiéncia das linhas, mas
que ndo sdo afetados pel os efeitos do congestionamento.

b
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Figura 2.1 — Tragado de trés linhas de 6nibus
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Figura 2.2 — Representacdo do hipercaminho dafigura anterior

Alguns autores consideram os efeitos do congestionamento concentrados nos pontos de
parada dos 6nibus. Gendrau (1984) considerou efeitos do congestionamento na distribuicéo
de passageiros e nos tempos de espera nas paradas. De Cea & Fernandez (1993-1) eWu et al.
(1994) apresentam formulagBes em que 0s passageiros experimentam tempos de espera que
dependem da capacidade total da linha (ou conjunto de linhas atrativas) e do fluxo de
passageiros nela. De Cea & Fernandez (1993-11) formulam dois modelos em que assumem
que os tempos de espera dependem da capacidade dos arcos e do fluxo de passageiros que
utilizam as linhas associadas a estes arcos, mas, uma vez gque 0s passageiros abordam um
veiculo, o tempo de viagem em veiculo é fixo, e determinado somente pelo nivel de
congestionamento narede vidria, 0 qual é considerado um parémetro exdgeno.

Nguyen & Pallottino (1986) enfatizam que o problema de alocac&o de passageiros em redes
de transporte coletivo pode ser escrito como um problema de inequagdo variacional no
espaco dos vetores de fluxos nos hipercaminhos vidveis, em forma similar ao problema de
inequacdo variacional no espaco dos vetores de fluxos nos caminhos viaveis para problemas
de alocacdo de trafego, e que portanto os métodos de solucdo desenvolvidos para este caso
podem ser adaptados para o problema de alocacdo de passageiros. Wu et al. (1994)
formulam um modelo como um problema de inequagdo variacional, em que os custos de
espera dependem da fregiiéncia das linhas e dos efeitos do congestionamento devido as filas
de passageiros nas paradas. Muitas modelagens que consideram o fendmeno do
congestionamento, formulam o problema como de inequactes variacionais em que a funcéo
de custo nos arcos tem em gera um Jacobiano assimétrico. Isto quer dizer que o efeito de
uma mudanca no fluxo do arco a, no custo do arco b, pode ser diferente do efeito de uma
mudanca no fluxo do arco b, no custo do arco a. Matematicamente significa que a derivada
parcial do custo no arco a em relagdo ao fluxo no arco b, ndo é necessariamente igua a
derivada parcia do custo no arco b em relacdo ao fluxo no arco a.

As redes de transporte publico em paises em desenvolvimento apresentam algumas
caracteristicas peculiares, como por exemplo, a existéncia de muitas vias por onde circula
uma grande quantidade de linhas de 6nibus. A estrutura dos percursos de muitas linhas
produz uma grande superposi¢ao de énibus em algumas vias principais. Em muitos paises 0s
operadores pressionam para oferecer linhas cujos itiner&rios atravessam vias com maior
demanda. O problema das linhas comuns nas redes de transporte coletivo em algumas
cidades de paises em desenvolvimento deveria ser modelado considerando a questdo do
limite de capacidade, o que ndo € feito em muitos modelos de alocacdo disponiveis, motivo
pelo qual é necessério fazer alguma simplificacao.

Os modelos de escolha baseados em funcdo de utilidade, como modelos do tipo Logit,
assumem que 0s passageiros sdo individuos racionais, que associam, a cada alternativa de um
conjunto de alternativas possivels, uma utilidade, e que eles escolhem a dternativa de maior
utilidade.

Bunster (1986) indica que nenhuma das diferentes formulagdes acerca do comportamento
dos usuérios na hora da escolha da rota, quando existem linhas comuns, pode pretender ser
exata, pois na decisdo de cada usudrio intervém aspectos pessoais que dificilmente podem ser
modelados matematicamente. Mas, considerando um comportamento racional e similar em
todos os usuarios, pode-se supor que o objetivo deles € minimizar o custo generalizado
associado a viagem, o que inclui tempo de espera, valor monetério da passagem, tempo de
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deslocamento em veiculo, tempo de caminhada, etc. Kirchhoff (1995) considera que
informacbes gerais acerca do servico de transporte publico e acerca das diferentes
possibilidades de deslocamento em direcdo aos destinos dos usuarios, sdo necessarias nas
paradas e durante a viagem, para a escolha de rota. Neste contexto sdo importantes as
abordagens que estimam o tempo de viagem experimentado pelos passageiros.

3.1 Determinacdo do tempo de viagem

O modelo de Chriqui (1974) considera que o tempo de viagem entre dois nés darede A e B,
[TTV(A,B)] em que o conjunto de linhas atrativas € L, estard dado pela expressao:

TTV(A,B) = TE_ + TV, (A,B) onde o primeiro termo € o tempo de espera combinado, (TE,)
ou sga, 0 vaor esperado do tempo de espera, considerando que 0 usu&io abordard o
primeiro veiculo de alguma linha do conjunto L que aparecer na parada, € 0 segundo termo
[TVL (A,B)] é o vaor esperado do tempo em veiculo no caso em que o usudrio gja da forma
mencionada.

Para 0 caso em que um passageiro pretende ir de A até B utilizando a primeira linha do
conjunto L, Chriqui assume que os 6nibus das linhas aparecem no ponto de parada A em
forma aeatdria e independente, e portanto, os tempos de espera de cada linha sdo variavels
aeatorias independentes, e com distribuicdes semelhantes. Ele considera também que para
cada linha, o tempo de espera de um dnibus € independente do instante de chegada do
passageiro ao ng, e apresenta a seguinte propriedade;

Pr{TE(i)) <=ay+a/ TE(i )>a ] = Pr[TE(i) <= a] , onde TE(i) é o tempo de esperadalinhai.

Isto equivale a dizer que o tempo de espera de um 6nibus da linha i, ndo depende do tempo
de espera ja transcorrido. Esta propriedade de “fata de memdria’ € encontrada na
distribuicdo exponencial, e Chriqui supde uma distribuicdo exponencia para as variaveis
aeatdrias dos tempos de espera das linhas. Considerando a hipdtese de que o passageiro
tomard a primeira linha que chegue, ele apresenta a seguinte formulagdo para o vaor
esperado do tempo de espera:

¥
E[TEw] = ot * (A Lw) * exp[-t~ & Lw] dt, 1
0 i i=1

i=1
onde w; € 0 tempo médio de esperaparaalinhai.

Integrando por partes chega-se a

n
E[TEM] =1/ (& Uw) 3
i=1
Esta férmula corresponde ao conceito intuitivo de que o tempo de espera € aquele que o
passageiro experimenta ao esperar qualquer linha de um conjunto cuja fregiiéncia total é a
soma das freqliéncias das linhas do conjunto.

Spiess (1983) considera que para uma taxa de chegada uniforme de passageiros ao ponto de
parada pode-se considerar que para uma determinada linha i, w; = a/ F(i), onde a é uma
constante positiva e F(i) é a freqiiéncia da linha i (ndmero de veiculos / unidade de tempo).
A constante assume dois valores: a= 1, para uma distribuicdo exponencia dos headways,
com média U/F(i) e a= ¥ como uma aproximagdo para headways constantes. O fator a pode
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modelar o efeito de diferentes percepgdes dos tempos de espera e dos tempos em veiculo.
Sem perda de generalidade Spiess (1983) e Chriqui (1974) assumem um valor dea= 1.

Logo: E[TEW = 1/ & F() 3)
i=1

A probabilidade de que a linha i se apresente primeiro é igual a probabilidade de que TE(i)
sgjate parajt i, TE() >t, ou sga

PrTEw=TEM] = oUW exp[-t/w] * ep[-t & Lw] ct @
0 jri

Pr[TEw = TE@)] = (Uw) / (& Uw) = Fi) / & F() ®)
i=1 i=1

Se o tempo em veiculo pealinhai é TV(i), entdo o tempo médio em veiculo independente
dalinhatomada ser&

TV = & TV(i) Pr[TEw = TEGW)] = TV() * FQ) / & FG) ©6)

i=1 i=1

E o tempo total de viagem esperado ser&

TTV = 174 FG) + & (TVG) * (FG) / & FG))) @)
i=1 i=1 =1
Acomodando termos:;
TTV = (1 + & TVG) * Fi)) / & FG) ©)
i=1 i=1

Este valor de TTV é valido caso o passageiro tome qualquer primeira linha que o leve até o
destino, ou sgja, sdo consideradas todas as linhas que passam na parada e que podem levar o
passageiro ao seu destino. No caso gera 0 passageiro faz uma selecdo de linhas atrativas,
escolhendo aguelas que ndo aumentem “muito” o tempo total de viagem. A continuacdo é
descrito o método proposto por Chriqui (1974) para a determinagdo das linhas comuns ou
atrativas.

O problema de encontrar as linhas comuns equivale a encontrar os valores X; tais que
minimizem o valor esperado do tempo total de viagem:
n n
MinTTV = (1L + & X * TV(@)* F@i)) / & Xi* F() 9
i=1 i=1
O problema foi formulado como um problema de programagdo hiperbdlica e o
procedimento, proposto por Chriqui e denominado algoritmo “S’, é descrito a seguir:
Kk k
Primeiro é definido: TTVk = @ + & TV(@)*F@i)) / & F() (210
i=1 i=1
Etapal. Ordenar aslinhas com respeito aos tempos em veiculos em forma crescente;
D ={lylz...I;} e TV(D), TV(2), ..., TV(n) com TV(1) £ETV(2) £ ... ETV(n)
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Faca TTV,. =TVy,
L ={ls}
Etapa?2. Faca para i =23,...n:
Se TVH)ETTV, entdo: TTV,. = TTV,
L=LE{l}
caso contrério parar

4. Formulacdo matematica do problema de alocagdo por equilibrio em redes de
transporte coletivo

O problema de aocagdo por equilibrio em redes de transporte coletivo, abordado neste
trabalho, esta caracterizado pelas seguintes hipiteses:

- aescolha das rotas dos passageiros esta baseada nas estratégias 6timas, representacdo no
contexto dos hipercaminhos;

- a docagdo de passageiros é efetuada segundo o primeiro principio de Wardrop,
conhecido como 6timo do usuario;

- a reparticBo dos passageiros entre os caminhos elementares que compdem um
hipercaminho serd baseada em um modelo logit;

- ademanda de viagens é considerada fixa, isto quer dizer, a matriz origem-destino tem
valores constantes e conhecidos,

- amatriz de custos nos arcos é assimétrica;

- asfungbes de custos nos hipercaminhos sdo fungdes convexas.

Para chegar na formulagdo do problema que contempla as hip6teses acima indicadas serdo
apresentadas antes as formul agdes de um problema de alocacdo para os seguintes casos:

- um modelo de alocagdo com custos fixos, no qual os efeitos do congestionamento ndo
s80 levados em consideracao;

- um modelo de alocagdo com fungdes de custo no arco néo lineares, dependentes do fluxo
no proprio arco; e

- um modelo logit de a ocagéo.

4.1 Modeo de alocacdo com custos fixos

Um modelo baseado nas estratégias 6timas para redes de transporte coletivo com custos fixos
nos arcos é apresentado brevemente nesta se¢éo (Spiess, 1983).

A rede de transporte coletivo € representada por um grafo G=(1,A), onde os el ementos do
conjunto de nds, i T 1, sdo conectados por um conjunto de arcos direcionados a=(i,j) T A
O conjunto de arcos saindo do nd i (correspondendo a uma estrutura forward star) €
denotado por A", e 0 conjunto de arcos chegando ao nd i (backward star) é denotado por A;".

Uma impedancia c, e uma frequéncia f, so associados a cada arco a. No caso de um modelo
de alocacdo com custos fixos, aimpedancia de cada arco € um valor constante, e na literatura
€ representado pelo tempo de viagem ou por um custo generalizado de viagem. A demanda
de viagens entre 0s n6s p e q esta dada por gpq.
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Uma rede aumentada, gerada a partir da representacdo basica da rede de transportes, é
utilizada para representar o sistema de transporte coletivo. Um procedimento automatizado
da explosdo da rede, idealizado e desenvolvido nesta pesquisa, € explicado com detalhe na
seguinte secdo. Os itinerarios das linhas de 6nibus, metrd, trens e barcas estéo implicitamente
contidos na rede bésica de transportes. O conjunto de nés da rede aumentada contém, além
dos noés fisicos da rede basica, um nd adiciona por cada parada de cada linha
Correspondentemente, os arcos sdo subdivididos em véarios tipos, como arcos de embarque,
arcos em veiculo, arcos de desembarque ou descida e arcos de caminhada. Somente 0s arcos
de embarque representam o evento da espera, portanto estes arcos tém uma freqiiéncia finita
fa. Os outros arcos sdo atendidos em forma continua, adotando portanto uma freqiiéncia
infinita (f, = ¥).

O tempo de espera em um nod i depende do conjunto de arcos atrativos A" I A™, ou sgja,
depende do subconjunto de arcos saindo de i, que sdo considerados equivalentes em termos
de custo pelos usuarios. Os passageiros abordardo o primeiro veiculo que corresponda a
qualquer um destes arcos atrativos. Para um conjunto de arcos atrativos A, no né i, o tempo
de espera combinado W( A*) é proporcional afregiiéncia total combinada desses arcos:

[o]

WA*) =al/ é%ﬂa, a>0 (a parémetro de calibracdo) (11)
i
E a probabilidade P, (A™*) de passar pelo arco a saindo dond i é:
[o]
+ a. N +
P.(A™) =fa | fa, al A 12
(A7) 4 A A (12

Em base a (11) e (12) qualquer estratégia para chegar ao destino r estaria completamente
definida pelo correspondente subconjunto de arcos atrativos AT A.

A estratégia 6tima para chegar a0 destino € aquela que minimiza o valor esperado do custo
total de viagem. O custo de uma estratégia € a soma dos tempos de viagem dos arcos da
estratégia ¢, ponderados pela probabilidade de vigiar por cada arco a, e do tempo de espera
nos nési da estratégia, ponderados pela probabilidade de vigjar pelo nd i.

Para este problema com custos fixos nos arcos ¢,, a alocagdo das viagens desde todas as
origens aé o destino r, segundo a estratégia Gtima, corresponde a resolver o seguinte
problema de otimizacdo linear:

Min dcyv, + Aw (13)
d A i
sujeito a
av,-av,=g., ill, (14)
al A" a A
VaEfaw, al A*, il 1, (15)
V.30, al A (16)

Aqui v, é o fluxo no arco a e w; representa o tempo total de espera, em pessoas-minutos no
noi.
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Este problema pode ser resolvido em forma eficiente utilizando um algoritmo do tipo label-
setting proposto por Spiess (1983), que € apresentado a seguir , no qual sdo determinadas as
estratégias Gtimas desde todos os nés da rede até um determinado destino r. Para fazer a
aocacdo para todos os destinos, basta executar o algoritmo uma vez para cada destino r.

Para chegar ao né de destino r, sdo achados desde todos os nés de origem: a estratégia 6tima
A’ e os valores esperados dos tempos totais de viagem 6timos u'; desde cadand il | até o
destino r. Isto éfeito nos passos 0 a 2. No passo 3 é realizada a alocagdo dos fluxos.

Passo 0. Inicializacéo:
u€¥, ill-{r}; uy<€
ff €0, Vi€ g, il
SEA; Aet

Passo 1. Ache o préximo arco:
se S=f entdo vaparao passo 3,
se ndo,
ache a=(i,j)T S comominimo u + cj;
S< S—{a}

Passo 2. Atuaizeaetiquetadondi:
e u 3 U+ c, entdo:
u € (iji +fa(Uj+ Ca ))/(f, +fa),
fi€fi+fy, A€ A+{a};
vapara o passo 1.

Passo 3. Aloca demanda segundo a estratégia étima:
Paratodo arco al A naordem decrescente de ( Ui+ Va):
se al A entfo:
Vo (fa If) V4,
Vi€Vt
e ndo. v, <« 0

A varidvel V; representa o fluxo que passa pelo né i. Neste agoritmo a distribuicdo de
passageiros entre as linhas atrativas em cada parada, é feita em forma proporciona as
freqliéncias de cada linha atrativa.

4.2 Alocacdo de fluxo em redes de transporte coletivo com funcgdes de custo ndo-linear es

Nesta se¢éo € tratado o problema de alocacdo de fluxo em que os tempos de viagem nos
arcos ¢, Ndo sdo constantes, mas sao fungdes continuas ndo-decrescentes c,(V,) do fluxo tota
no correspondente arco a. Essa dependéncia dos custos nos arcos em fungéo dos volumes de
passageiros pode representar uma diminuigdo da rapidez do veiculo devido a0 nimero de
passageiros, mas poderia também ser interpretado como um custo generalizado que inclui um
termo do desconforto que aumenta a medida que o veiculo vai ficando lotado.

As principais hipéteses deste modelo sdo as seguintes:
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- todos os passageiros que vigiam nos veiculos sofrem 0 mesmo grau de desconforto,
mesmo que aqueles passageiros que abordaram o veiculo nas paradas anteriores tenham
maiores chances de conseguir um assento;

- 0s tempos de espera ndo sdo afetados diretamente pelo volume de passageiros. Os
passageiros podem abordar o primeiro veiculo que chegar na parada pois a capacidade
dos veiculos ndo é considerada limitada.

Se v, representa o volume de passageiros no arco al A cujo destinoéondri R, entdo o
volume total de passageiros no arco a serd a soma dos volumes v, para todos os diferentes
destinosr 1 R,

Va=8 v, al A (17)

Neste contexto, o problema de alocagdo em uma rede de transporte coletivo ndo é separavel
por né de destino devido a que o custo em cada arco depende do fluxo total de passageiros
que trafegam pelo arco.

Se a demanda de viagens desdeoné i T | aéodestinor 1 R é g, K, o conjunto de todas
as estratégias para chegar ao destino r, h a parte da demanda g que é alocada & estratégia
kT K, aseguinte equagdo garantira a conservagdo do fluxo:

4 h¥=g", ilT1, kKT K, rIR (18)
k1K,

Similarmente a0 caso em que 0s custos sd0 constantes, cada passageiro escolhe a estratégia
gue minimiza o vaor esperado do tempo total de viagem, sO que neste caso os tempos de
viagem dependem dos volumes totais nos arcos e portanto das estratégias escolhidas pelos
outros passageiros. O comportamento dos passageiros pode ser caracterizado
matematicamente por condictes de equilibrio similares aguelas que se originam do primeiro
principio de Wardrop, utilizadas em uma alocagéo de tréfego de equilibrio em uma rede de
carros particulares.

Se s representa o custo de viagem esperado desde o nd i até o destino r utilizando a
estratégia k1 K,, e 4" representa o minimo custo esperado de viagem desde o né i até o
destino r, as condicfes de equilibrio podem ser escritas assim:
sk* - l_*r*, sehik*3 0
, il kT K, riT R (19)
Skk 3 Uir*, Sehikk =0

Da expressao (19) pode-se dizer que somente existira fluxo ndo nulo nas estratégias cujos
Custos sgjam iguais aos custos da estratégia 6tima, e naquelas cujo custo é maior ndo existira
fluxo, o que implica em que somente as estratégias com 0 menor custo esperado seréo
utilizadas pel os passageiros.

Spiess (1983) demonstra que as condig¢des de equilibrio da equacdo (19) sdo a solucdo 6tima
do seguinte problema de minimizacdo convexa:

min § § CMadx+ & & w (20)
al A il MR

sujeito a

246 Pesquisa Operacional, v.23, n.2, p.235-264, Maio a Agosto de 2003



Castro & Leal — Alocagéo de fluxos de passageiros em uma rede de transporte pblico de grande porte formulado como um problema de inequag@es variacionais

Va=48 Vi, al A (21)
MR

vi Efaw, al A", iT 1, rT R (22)

é Var - é Var = Or, i I, ri R, (23)

A A

v.'20, al A ri R (24)

onde c,4(x) éafuncdo de custo no arco a que depende do fluxo no préprio arco
w;" éo0 custo total de esperaparair desdei atér
f, éafreqénciado arco a

Spiess ressdlta que as restrigdes (21), (22), (23) e (24) do problema sdo separaveis por
destino (somente as restrigdes, a fungdo objetivo ndo), e que portanto é possivel reformular o
problema em termos dos volumes v, associados com cada estratégia viavel k1 K da
seguinte forma:

min § g cdx+ & & & wh (25)
dA MR KK, i1

sujeito a

Vo= wi*, al A", il I, kT K, rT R (26)

4 vw.'— & v=nh* i1 kil K, ri R (27)

a A a A

Va= & a v alA (28)
KK,

w30, h*30, il 1, kI K, riI R (29)

As constantes x, sd0 iguais a 1, se 0 arco a faz parte da estratégia k, € 0 em caso contrério.
Semy, s* ey’ sdo as variaveis duais que correspondem &s restrices (26), (27) e (18), as
condicdes de Kuhn-Tucker para uma soluco 6tima (v, w', h') do problema (25) podem ser
escritas assim:
§¢+ ta(va) + M =8¢, e h¥ >0
a=(@ij)T A kil K, rTR (30
S L) M s, = h =0

onde ta(va*) € 0 custo no arco a para o fluxo 6timo v,

4 m“xff.=1 il kT K, ri R (31)
a A"

, il kT K, rI R (32)
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As variaveis s¥ correspondem ao tempo de viagem esperado desde o né i até o destino r
utilizando a estratégiak, isto &

s“=g, i1l ki K, riR (33)

Como por (32) u" = min s entéo:

r

u“=u", il TR (34)

0 que garante que (32) é equivalente a (19).

Spiess (1983) sugere que este problema pode ser resolvido utilizando um algoritmo baseado
no méodo de Frank & Wolfe (1956) para sucessivas aproximagdes lineares da funcéo
objetivo. Spiess indica que, dado que ndo é necessario guardar explicitamente os volumes
dependentes dos destinos v, , € possivel trabalhar com grandes redes com muitos nés de
destino. Uma aproximagdo linear deste problema origina um novo problema em que é
possivel separar os fluxos por destino. Para cada destino, o subproblema resultante é
equivalente a um problema com custos fixos nos arcos e, portanto, pode ser resolvido
utilizando o algoritmo apresentado na segéo 4.1.

A continuagdo € apresentado o algoritmo que resolve o problema de alocacdo com fungdes
de custo néo-lineares.

Passo 0. Inicializac8o
Ache uma solugdo viavel (v°,w°) onde v° denota o vetor dos fluxos totais no

arco a, e 0 escalar w’ denota o correspondente tempo total deespera: § & W'
il MR
< 0

Passo 1. Subproblema
< 1+1
calcule (v,w') resolvendo o problema de alocagdo com custos fixos €, = Ca(Va )
paracadadestinor I R

Passo 2. Buscalinear
Calcule o tamanho de passo | !, que minimize a funcdo objetivo no segmento de
linha determinado por: (1—1). (V' L w' ™) +1 .(v,w), O£l £1

Passo 3. Atualizagdo
Vwh€e @-1). ' EwH+1 v, w)
Se & Ca(Va (vt —vy) + wT—w < e entdo pare, sendo va ao passo 1.
a A

A minimizacdo do passo 2 pode ser implementada igualando a zero a derivada da fungéo
objetivo. O que seria equivalente a resolver a seguinte equagéo:

8 Cla "l (Va—Va ) (Va—va )+l (wW-wh=0 (39
a A

Este mesmo problema de uma minimizagdo convexa com custos Simétricos, pode ser também
formulado como um problema de inequagdes variacionais, 0 que € tratado na proxima secao.
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4.3 Formulacdo do problema de equilibrio como um problema de inequagdes variacionais

O problema de equilibrio pode ser escrito como um problema de inequagdes variacionais,
como a continuagdo se apresenta.

Um problema de inequagBes variacionais consiste em achar o vetor X que satisfaca a
seguinte expressao:

(X)) (x=x)3 0, (36)
ondexT WI R", um conjunto ndo vazio, e ¢(X) € umafuncio de R" em R".

Por outro lado, um problema de complementaridade néo linear, equivalente ao problema de
inequacdes variacionais, é definido por:

c(X)'x=0 (37)
c(¥) 3 0, (38)
x3 0 (39)

Torres (1987) apresenta a equivaléncia entre um problema de equilibrio em uma rede de
veiculos particulares e um problema de complementaridade ndo linear. Seguindo a mesma
|6gica pode-se provar que um problema de equilibrio para uma rede de transporte coletivo
também pode ser expresso como um problema de complementaridade n&o linear.

Primeiro, considerando que as condicdes de 6timo do usuério (9) também podem ser escritas
como:

(s“-u")R" =0 A A
, ikl K, rlI R (40)
§“-u"20
e as condigdes de conservacdo de fluxo e de ndo negatividade dos fluxos e das variavels
duais (os multiplicadores das restricoes):

4 h*-g'=0, i1l kiK, riR (41)
kT Kr
h30 (42)
uso0 (43)

Pode-se demonstrar que uma solugdo x = (h,u) que satisfaz as relagdes (40) — (43) também
resolve o problema de complementaridade ndo linear:

c(X)'x=0 (44)
c(x) 3 0, (45)
x3 0 (46)

se é definido apropriadamente c(x) = (y(x), (X)) uma funcido de R em R", com
n=/K/ + /IxR/ onde y(x) e z(x) sdo definidas assim:

v =s< —u", il kil K, ri R (47)
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z()= & h*-g', il riR (49)
k1 Kr
Entdo um problema de equilibrio de redes de transporte coletivo pode ser escrito como um
problema de complementaridade n&o linear e, portanto, também como um de inequagdes
variacionais.

4.4 Alocacdo de equilibrio em redes de transporte coletivo com custos assimétricos

Nesta se¢o € tratado o problema de alocagdo de equilibrio, quando os custos nos arcos sao
fungdes convexas ndo decrescentes que dependem, ndo somente do fluxo no préprio arco,
sendo também dos fluxos em outros arcos da rede.

O dgoritmo apresentado na secdo 4.2, satisfatorio para 0 caso em que 0 custo ¢, em cada
arco a depende somente do fluxo no arco a, ndo € capaz de resolver situagdes como as que se
apresentam quando 0s custos nos arcos ndo dependem unicamente dos fluxos nos mesmos.
Exemplos destas situagbes se apresentam em ruas de méo dupla em que os tempos de
deslocamento em cada sentido dependem ndo somente do fluxo numa direcéo, sendo também
na diregdo contraria. Outro exemplo aparece nas intersecbes, em que o0 tempo de
deslocamento numa determinada rua pode depender dos fluxos das ruas transversaisa ela.

Para uma formulagdo em funcéo dos fluxos nos arcos as restricdes do problema continuam
sendo as de ndo negatividade e de conservacdo de fluxo:

Va= & Vi, al A (49)
MR

vi £ fw', al A", il I, rT R (50)

a wW- 34 vwW=g, i1l riR (51)

a At a A

v.'30, al A ri R (52)

A funcdo objetivo ndo é mais a mesma da formulagéo com fungdes de custos nos arcos que
dependem unicamente do fluxo no préprio arco. Para uma aocagdo de acordo com o Gtimo
do usuario, devem ser satisfeitas as condigdes de equilibrio de Wardrop: as estratégias cujos
custos sgjam iguais ao custo 6timo (custo da melhor estratégia) teréo fluxos ndo negativos, e
aquelas cujos custos sgjam maiores terdo fluxos nulos, chegando a seguinte expressao:

X=X)C(X)+ (W-W)30 (53)

gue € um problema de inequagdo variacional, onde X representa o vetor de fluxos nos arcos,
X' o vetor 6timo de fluxos nos arcos, C(X) o vetor de custos nos arcos para os fluxos 6timos,
dependente do fluxo em todos os arcos, W o vetor de custos totais de espera associados ao
padrzo de fluxos X, e W o vetor de custos totais de espera associados ao vetor X~ 6timo.

Dado que o vetor de custos C(X) possui um Jacobiano assmétrico, ndo existe uma
formulagdo equivalente de otimizacdo. Uma forma de resolver o problema consiste em
utilizar o método da diagonalizagdo. A cada iteragdo o vetor de custos é diagonalizado na
solugdo atual, conseguindo-se desta maneira, um problema de alocacdo simétrica.

O método da diagondizacéo faz parte dos métodos de aproximagdo linear da fungéo de custos
C(X). Pang & Chan (1982) apresentam o seguinte algoritmo para definir a aproximagéo linear:
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Dado X* um vetor de fluxo vidvel, sgja X** a solucdo do subproblema de inequacdes
variacionais onde o vetor de custos C(X) é uma aproximagdo de C(X) no ponto X*. Cada
C(X") deveria ser tal que o subproblema com o vetor de custos aproximados seja mais f&cil
de ser resolvido que o problema original.

Uma aproximacao linear de C(X) tem a forma seguinte:

C9 = CXY + AXY (X=X (54)
onde A(X) é uma matriz quadrada.
Se C(X") for ndo linear, C¥(X) ser& uma aproximagao néo linear.
Quando a matriz A(X*) é igual & diagonal do Jacobiano D(X¥), o método é conhecido como
Jacobiano linearizado, ou diagonalizacéo.

Entdo voltando ao problema de equilibrio, a solucdo do problema (43) sera achada
resolvendo em forma iterativa o seguinte problema:

X=X)C (X)+ W-W)30 (55)
onde C' (X') (aaproximagzo linear) tem um Jacobiano diagonal.

Em Dafermos (1982) pode se apreciar que uma condicdo necessdria e suficiente para que as
fungdes de custos sgjam fortemente mondtonas, € que o Jacobiano (Ndo necessariamente
simétrico), sgja definido positivo para qualquer valor de fluxo da regi@o viavel. Espera-se
que esta condicdo sgja observada na maioria das situagbes onde existe interacdo entre os
fluxos dos diferentes arcos, pois geralmente o custo ¢, hum arco a pode depender dos fluxos
em todos os arcos, mas € razoavel esperar que a maior dependéncia sgja com respeito ao
fluxo do préprio arco v,, de ta forma que Yc./ fva sga muito maior que c,/ Nvp.,
permitindo desprezar esta Ultima influéncia.

Com tudo isso, pode-se reescrever o problema (45) como:
mn 8 g ca(dx+8& & w (56)
a A il rIR
onde c, (X) € uma componente do vetor de custos C¥(X) que é aproximado como:
CKX) = (X4 + DXY (X = XY (57)
onde D(X*) é adiagonal do Jacobiano.

O problema pode ser resolvido em forma iterativa com o algoritmo apresentado na secéo 4.2.

4.5 Alocacdo logit nos hipercaminhos mais curtos

No modelo de Spiess (1983), o algoritmo faz a alocacdo de fluxos repartindo-os nos arcos
em forma proporciona as frequiéncias, considerando somente o conjunto de linhas atrativas.
Os arcos de espera de cada linha tém uma freqiiéncia igual a frequiéncia da linha associada.
Os outros tipos de arcos tém freqiiéncia infinita.

Nguyen et al. (1998) propdem a aplicacdo de uma forma seqiiencial do modelo logit para
fazer a aocacdo em uma rede de transporte coletivo, como uma forma de evitar a
enumeracdo explicita de todos os hipercaminhos, mantendo as vantagens do modelo logit
utilizado em redes de veiculos privados.
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Neste trabalho foi implementada a alocago logit seqiiencial baseada nos custos e comparada
com a alocagdo baseada nas freqiéncias relativas. A primeira reparte 0s passageiros em uma
parada entre as diferentes linhas atrativas em func&o dos custos de viagem desde esse ponto
até o destino. A segunda reparte em funcéo das frequiéncias das linhas atrativas.

O modelo logit calcula a proporcéo da escolha de uma determinada alternativa através da
probabilidade de escolha da mesma. Pode ser aplicado a todas as etapas dos modelos de
viagem, e a outros aspectos da andlise de transporte e problemas urbanos. O modelo usa a
seguinte formula:

Prob (i:A) = exp (U)/ & exp(Up), (58)
it A

onde i é uma aternativa que pertence ao conjunto de alternativas relevantes A; para um
individuo t. U, a utilidade da dternativa i, € uma fungdo de certas caracteristicas
sdcio-econdmicas do individuo t, e das caracteristicas da aternativa i, como tempo de
viagem, custo, medida de atratividade, idade, renda, etc.

Uma forma de apresentar o modelo logit para o problema de alocagéo de fluxos € a seguinte:

Prob(p) = exp(@Ve) / & exp(qVi), q<0 (59)
i1 P(od)
onde Vp € 0 custo associado com o caminho p, e g € o coeficiente da fungéo de utilidade,
denominado aqui de parémetro de dispersdo, e U;; = q Vp. O modelo padréo de alocagdo logit
foi apresentado por Dial (1971). Este modelo representa uma forma vidvel de fazer uma
alocagdo de equilibrio devido a requerimentos de memdria moderados para armazenar 0S
dados darede.

O comportamento dos motoristas de veiculos € incerto, devido a que o congestionamento, a
geometria das vias, as decisdes dos outros motoristas, entre outros fatores, podem provocar
uma dispersdo na avaliagdo que cada vigjante faz dos tempos de cada rota alternativa a seguir
num determinado trgjeto entre um par O-D. Os modelos probabilisticos tornam-se, entéo
uma alternativa para tentar representar esse fenémeno.

Em vérios model os de alocagdo, todas as viagens entre um par origem-destino séo alocadas
ao0s arcos que compdem o caminho mais curto mediante a técnica de alocacdo “tudo ou
nada’. Uma alocagdo “tudo ou nada” a um Unico caminho contradiz o comportamento do
conjunto total de vigjantes, pois, muitas vezes, eles ndo utilizam o caminho que percebem
como 0 mais curto e as aocacbes nestes modelos sdo, freglentemente, inexatas,
comprometendo as decisOes dos plangjadores de transportes quanto ao desenho da rede.
Muitos planegjadores consideram mais Util que o modelo de alocaco reflita em algum grau o
comportamento aparentemente ndo 6timo dos usu&ios. A quaidade das decisdes dos
planejadores poderia melhorar e os custos dessas diminuiriam.

Uma solugéo para o problema de aocacéo € o modelo probabilistico de Dia (1971) que evita
a enumeracdo de caminhos. Ele aoca viagens a todos os caminhos “razoaveis’ em forma
simulténea, de modo tal que o efeito € idéntico ao que aconteceria se houvessem sido alocadas
viagens separadamente sob certas premissas de probabilidade de escolha de caminhos.

Um caminho serd razoavel se ele é “eficiente”. Um caminho €ficiente é aquele em que o
usuario ndo “avanca para atrés’. Enquanto o usuério se desloca num caminho progredindo de
nod ano, ele sempre se afasta do N6 de origem e se aproxima ao né de destino. Um caminho é
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eficiente, se cada arco contido nele tem seu n6 de inicio mais perto do né de origem do que
seu no final, e tem seu n6 final mais perto do né de destino do que seu nd inicial.

No que se refere a alocagdo logit, esta tem algumas especificagbes funcionais identificadas
por Dial (1971) que convém ressatar:

i) o0 modelo d4, a cada caminho €ficiente associado a cada par O-D, uma probabilidade
ndo nula de ser utilizado, enquanto os caminhos ineficientes tém probabilidade zero;

ii) todos os caminhos de igual custo témigua probabilidade de uso;

iii) quando existem dois ou mais caminhos eficientes, o de menor comprimento tem maior
probabilidade de uso;

iv) o0 modelo ndo enumera explicitamente os caminhos em que faz alocacdo; todos os
caminhos eficientes para um par O-D sd0 carregados simultaneamente;

v) 0 usu&io do modelo pode controlar as probabilidades dos caminhos, atribuindo
diferentes valores a um parametro de disperséo.

Uma forma sequiencial de escrever o modelo logit (49) para a escolha dos hipercaminhos
baseada na probabilidade condicional proposta por Nguyen et al. (1998) é a seguinte:

Pri(.)il =exp@(ci+Vep))/ & exp@(cy+Vep)," ()T i"  (60)
@it
Pr[(i,))/i] € aprobabilidade condicional de selecionar o arco(i, j) em um hipercaminho entre
ondi e o degtino.
P(j) € o conjunto de hipercaminhos que conectam o nd j com o destino d.
Cj €0 tempo ou custo no arco (i,j)

+

i” éoconjunto de arcos cujacaudaéonoi
Vg € definido assim:

L1
Vo) = q InW, (61)

onde W (peso do nd i) € calculado recursivamente:

1 s j = d (no6 de destino)
W = (62)
& exp(qcik) Wk caso contrario
(3lT j*

ondej* é o conjunto de arcos saindo do né darede .

Para uma rede de veiculos privados, onde a estrutura de custo € aditiva, ambos modelos, o
global e o seqiiencia geram iguais resultados. No caso de hipergrafos, onde os custos nos
hipercaminhos ndo sdo fungbes aditivas dos custos dos arcos envolvidos, os dois modelos
geram resultados diferentes, e somente o modelo sequiencial produz uma implementacéo
eficiente que dispensa a enumeragdo explicita dos hipercaminhos eficientes.

Nguyen et al. (1998) consideram que devido a que o itinerario de um passageiro ndo depende
somente da escolha dele, mas também da realizagdo de alguns eventos externos aleatdrios,
como a chegada do primeiro 6nibus do conjunto de linhas comuns, 0 mecanismo de escolha
embutido no modelo seqliencial parece ser mais apropriado. Também afirmam que a
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aplicacdo direta do modelo logit global aos caminhos eficientes, em lugar dos hipercaminhos
eficientes, destruiria a regra de reparticdo nos arcos de espera, embutida na abordagem dos
hipercaminhos.

Em uma rede de transporte coletivo 0 modelo logit seqliencia levaria ao seguinte célculo
recursivo das probabilidades condicionais. A probabilidade de incluir o arco e na rota dado
gqueondi (caudado arco €) estdincluido narota é calculada assim:

1 , e i=t(e) e i éumnddeembarque
(t(e) éacaudado arco €)
Pr(efi)= < exp (@ cj+ V) / & exp(qc+ Vo) "e= (@)l i', (63)
@i, i+
caso contré&rio

V'p(J-V) € calculado como uma soma log ponderada dos pesos W das cabecas dos arcos
originadosem j’ quando j’ é um n6 de embarque, e como uma soma log em caso contrario.

ce)+q*' & a(ekInW , seeforarco de abordagem,
K h(e)
Ve = (64)
g™ In W , €M caso contrario

o valor do peso do n6 j, W € calculado recursivamente:

1 , sej=4d,
W = expg ce) O W2ER  seeforarco de abordagem, (65)
Kl h(e)
& exp(q ce) W , em outro caso

(ol i*

onde a (ek) é o coeficiente positivo da reparticdo de fluxo nos arcos (proporciona a
freqliéncias relativas dos arcos incidentes).

Nguyen et al. (1998) apresentam a alocacdo logit seqiencial em forma de um algoritmo
dividido em dois passos. No primeiro, sdo varridos os nés desde o destino para atrés
(backward order). Aqui calcula-se o peso de cada n6 W e, simultaneamente, determina-se
b(e,i), aproporcdo loca dondi.

expgce O V\/}a(e’j)/W{ , Seefor arco de abordagem,
it he(e)
b(eji) = (66)
expqg ce) W/ W , caso contrério e= (i,j)1T i*

No segundo passo sdo varridos os nés para a frente (forward order) desde a origem até o
destino, alocando a demanda aos arcos eficientes.
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Estes dois passos sGo mostrados a continuagao:
W(d) =1

Visite na ordem inversa topol gica (backward order) e faca paracadand i
Sei éumné de abordageme € = (i,h (¢'))
entéo:
W=epqoE) O W
jrhe(e)
bei)=1
Senéo:
W= 8 ep (@) W
el

Paracada el i* faca b(ei) = exp q c(€) W / Wi

O procedimento de distribuicdo de fluxo é o seguinte:
Inicializac8o
Paracadanoi centroide facay(i) = f(i,d) (valor do fluxo damatriz O-D)
Visite na ordem para a frente (forward order), e paracadandi ! d faca
Paracadaarcoel i* faca
x(e) = yA(i) .*b(e,i)
paracadaj | h (e) faca
y() = y() + x(e) - a (e))

Na sec8o seguinte apresenta-se uma descricdo da implementacdo computacional do modelo
para achar a alocagéo de equilibrio.

5. Implementagao computacional do problema de alocacdo de equilibrio

Nesta secdo apresenta-se 0 algoritmo que resolve o problema da alocacdo de fluxo de
equilibrio para redes de transporte coletivo com congestionamento, com fungdes de custo
assmétricas, utilizando o conceito de estratégias ou hipercaminhos. A reparticdo dos
passageiros nos diferentes caminhos elementares de cada hipercaminho pode ser feita
utilizando dois métodos que serdo apresentados e brevemente comparados, na secéo 6. Trata
se de um modelo logit, e outro, utilizando uma reparticdo dos fluxos entre os caminhos
elementares de cada hipercaminho, em forma proporcional as freqiiéncias das linhas.

Nesta implementagéo as fun¢Bes de custos nos arcos sdo fungdes mondtonas ndo simétricas
dos fluxos nos arcos. Como parte da solugdo, foi implementado um método de
diagonalizagdo baseado no Jacobiano do vetor de custos, que é um procedimento iterativo
em que as funcdes de custo sdo aproximadas em forma linear na solugdo corrente, obtendo-se
um novo problema com fungBes de custo simétricas. Sera utilizado um procedimento para
resolver o problema de alocacdo em uma rede de transporte col etivo baseada no algoritmo de
Frank-Wolfe (1956). De Cea & Fernandez (1993) indicam que as condigdes de
monotonicidade das funcfes de custo sdo suficientes mas ndo necessarias em agoritmos de
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diagonalizagdo, que na prética apresentam excelentes propriedades de convergéncia, mesmo
até quando as condicdes ndo sdo satisfeitas.

Como as restrigdes de conservacdo de fluxo e de ndo negatividade determinam um conjunto
convexo, entdo o problema pode ser resolvido por métodos iterativos para resolver
problemas de inequacdo variacional (ver Pang & Chang, 1982; Parada, 1989), em particular,
pelo procedimento baseado no método de Frank-Wolfe, que ndo requer guardar os volumes
para cada destino em forma explicita.

A continuagéo apresenta-se 0 algoritmo proposto para resolver o problema de equilibrio, no
qual é utilizada uma adaptacdo do método de Frank-Wolfe, que resolve o problema para o
caso com congestionamento do problema linearizado, e faz uma aocagéo logit:

5.1 Algoritmo de solugéo

0. Inicializac8o
Gere arede aumentada
Ache uma solucgo viavel (V°, wP)
Sgal=0
1 Sgal=1+1
Ache os hipercaminhos mais curtos para todos os pares O-D
Faca uma aocacdo logit seqiencial e ache (V',w') aplicando os agoritmos de
reparticao local e distribuicao de fluxo com os custos nos arcos tj = t;(v'™)

2. Calcule o tamanho de passo | ' que minimize a funcéo objetivo no segmento de linha
determinadopor: (1—1). (V"L w?H+1 .(v,w), O£l £1

3. Atudize V', W)= @-1"). VLwWH+1" (v, w)
Se || (v, w) — (v"", W) | < e entdo pare, sendo vaao passo 1

As principais rotinas desta implementac&o podem ser identificadas como:

- ageracdo darede de transporte coletivo (rede aumentada),
- adeterminagdo das rotas, representados pel os hipercaminhos,
- aaocagdo dos passageiros nessas rotas.

Para a geragdo da rede aumentada parte-se da representac@o da rede viaria, feita através de
um grafo G=(N,A), onde N é o conjunto de nds e A é o conjunto de arcos. A regido em
estudo é dividida em zonas de trafego. Cada uma destas tem um centréide, onde € suposto
gue esta4 concentrada a demanda de passageiros. Uma matriz de viagens origem-destino
representa os deslocamentos de passageiros entre cada par de centrides. Os nds da rede
representam centréides, paradas e intersegdes das vias. Os arcos representam as vias,
conectando paradas consecutivas, e também existem conectores (arcos de caminhada) que
representam os acessos dos centréides arede viaria. A rede “aumentada’ € obtida pela adicéo
de arcos de caminhada, utilizados para o acesso e saida da rede e transferéncias entre linhas.
Além disto, cada uma das linhas disponiveis entre duas paradas consecutivas, i e |, é
representada por um arco individual a. Isto €, duas linhas diferentes entre um mesmo par de
nods sdo representadas por dois arcos diferentes. Na rede aumentada, cada parada de 6nibus
atendida por k linhas, é representada por k+1 nos diferentes (um da parada prépria e um nd
adicional paracadalinha). A geracdo da rede aumentada explode o tamanho da rede original,
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tanto em ndmero de arcos como em ndmero de nds. Uma das contribui¢des desta pesquisa
foi o desenvolvimento de um procedimento para a geragdo automédtica da rede aumentada
(Castro & Leal, 1998).

Para a determinagcdo dos hipercaminhos foi utilizada uma sub-rotina que se encarrega de
encontrar 0s custos totais de viagem desde todos os nés até um nd que € fixado como
destino, para custos fixos nos arcos. Os valores dos custos so fixos em funcao dos fluxos de
uma iteracdo anterior. Na primeira iteracdo parte-se de um conjunto de fluxos viéveis,
podendo ser nulos.

As fungdes de custos nos arcos que foram utilizadas nesta implementacdo, dependem
somente dos fluxos de dois arcos, ou sgja, aém do fluxo do préprio arco, depende do fluxo
de um outro arco da rede. Como a atualizagdo dos custos é feita a cada iteragdo, para este
caso particular, em que as fungdes de custo nos arcos dependem somente de dois arcos, foi
conveniente identificar esse outro arco, cujo fluxo influi no custo. Foi criada uma sub-rotina
para identificagdo desse arco auxiliar no cdculo do custo, o que agiliza a atuaizacdo dos
custos. Para cada arco de espera, foi considerado que o custo de espera depende do nimero
de passageiros esperando na parada e da quantidade de passageiros que ja esta dentro do
veiculo, quando este chega na parada. Para os arcos em veiculo, foi considerado que o custo
depende do nimero de passageiros que ja esté dentro dele e dos que acabam de subir. Nesta
implementacdo, foi utilizado o algoritmo de Spiess para custos fixos, detalhado na secéo 4.1,
gue usa etiquetas nos arcos que correspondem as linhas consideradas atrativas pelos
passageiros. No passo 1 deste algoritmo, para poder escolher o arco a=(i,j) com o menor
u;"ca, os arcos devem ser ordenados em forma crescente, segundo a etiqueta U*ca. Paraisto
foi utilizada uma estrutura heap binaria.

A alocagdo de passageiros foi realizada neste trabalho usando dois métodos. Um que reparte
os fluxos nas paradas atendidas por mais de uma linha atrativa, em forma proporciona as
freqiiéncias das respectivas linhas e outro que efetua a reparti¢ao segundo uma aocagao logit.

O tamanho do passo corresponde ao valor de & que minimiza a funcdo objetivo do problema
linearizado, para dois valores de fluxos calculados em duas iterages seguidas. Uma forma
de calcular este valor, é iguaando a zero a derivada da funcéo objetivo para um vaor do
fluxo que depende de é. Deve se verificar que o valor achado corresponda a um minimo e
nao a um maximo, ja que a derivada nula ndo garante que sgja 0 minimo. Para aiguaacdo a
zero da derivada foi implementado um céculo iterativo utilizando o método da bi-secéo,
com valoresiniciais de € entre 0 e 1. Além disso, a cada iteracdo, tem que ser examinadas as
condicdes nos extremos do intervalo de busca. Deve-se verificar, por exemplo, a condi¢cdo de
que as pendentes da funcdo a ser minimizada nos extremos do intervalo de busca tenham
sinais diferentes para garantir que pode haver um minimo em algum ponto do intervalo de
busca. No caso em que as pendentes nos extremos do intervalo de busca tém o0 mesmo sinal o
minimo acontece em um dos extremos do intervalo de busca. Para identificar em qua dos
extremos se d4 o valor minimo, basta avaliar a fungdo nos dois pontos, e comparar estes
valores.

Estas rotinas foram implementadas em linguagem Delphi e o programa foi aplicado na rede
de transporte coletivo da cidade do Rio de Janeiro, com resultados resumidos a seguir.
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6. Resultados da aplicacdo da alocacgéo de equilibrio

Nesta secdo so apresentados os primeiros resultados da aplicacdo da implementacdo
computacional. Testes foram feitos previamente com redes utilizadas nos artigos de Spiess
(1983) e Wu et al. (1994) produzindo resultados corretos.

Os dados utilizados nesta aplicacdo correspondem a Regido Metropolitana do Rio de Janeiro.
Esta regido era atendida, na época da construcdo da base de dados, por um total de 605 linhas
de dnibus, das quais 328 eram linhas municipais e 277 eram linhas intermunicipais. Também
s80 consideradas as duas linhas de metr6: linha 1: Botafogo-Saens Pefia, e linha 2: Estécio-
Engenho da Rainha. N&o foi considerado o ramal Copacabana-Botafogo da linha 1 do metrd,
pois os dados utilizados sdo anteriores ao funcionamento daquele trecho. Além das linhas de
Onibus e das de metr6, também sdo considerados 10 ramais de trem e 5 linhas de barcas e
aerobarcas nas rotas Rio-Niterdi, Rio-Ilha do Governador e Rio-l1ha de Pagqueta.

A seguir descrevem-se os dados gerais das linhas dos diversos modos de transporte coletivo
consideradas nesta aplicacao.

ONIBUS: para este modo foram codificadas 605 linhas.
METRO: foram codificadas as duas linhas.

TREM: foram codificados 10 ramais: ramal Deodoro, Santa Cruz, Japeri, Paracambi, Belford
Roxo, S8 Mateus, Gramacho, Vila Inhomirim, Guapimirim e o ramal de Niterdi.

BARCAS / AEROBARCOS: foram codificadas 5 linhas, sendo 3 do modo barca, a saber:
Rio-Niterdi, Rio-Ilha do Governador e Rio-lIlha de Paquetd. Para o modo aerobarco foram
codificadas as linhas Rio-Niterdi e Rio- lha de Paqueta

A rede vi&ria basica contém 1098 nds e 2753 arcos. A rede generalizada contém 30641 nos e
85341 arcos.

A regido em estudo esta dividida em 94 zonas de trafego e parte-se da hip6tese de que a
demanda de passageiros esta concentrada nos centréides de cada zona. Os vaores das
quantidades de viagens para cada par de zonas origem-destino estdo contidos em matrizes de
origem destino (matrizes O-D). S&o duas matrizes O-D, uma para o periodo de pico da
manh@, e a outra para atarde.

Foi aplicado o algoritmo, descrito na secdo 5.1, aos dados das matrizes origem-destino das
horas pico da manhé e datarde.

As funcdes de custos nos arcos que foram utilizadas neste estudo sdo tedricas uma vez que a
criacdo destas funcgfes deveria surgir a partir de um estudo prévio gque escapa ao escopo desta
pesquisa. Estas fungdes de custos nos arcos deveriam ser criadas de formatal que refletissem
0 padréo de fluxos observados, aém de observar as caracteristicas de monotonicidade e
convexidade para garantir a convergéncia e existéncia da solugéo do problema.

Consideraram-se 4 tipos de arcos sendo aqui especificada uma funcéo de custo para cadatipo
dearco:

Ca(V) = ast, paraarcosde caminhada
Ca(V) = a2 ((vp + bz vg)/K) ' para arcos de espera

Ca(V) = asty +bhs ((vg + & W)/K) ' para arcos em veiculo
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Ca(V) = ast, paraarcos de desembarque

onde t, € 0 tempo de deslocamento no arco, v € o fluxo no arco a, v, e vy S80 os fluxos nos
arcos em veiculo e arco de espera prévios ao arco corrente a, respectivamente. As variavels
ajy, ap, Az, a4, b1, by, G € 1 S30 par@metros das fungdes de custos.

Foram considerados dois critérios de parada para a execugdo do programa. Um deles é
baseado na funcdo GAP definida como: Gap(h) = min S(h)'(h-x) onde x & um fluxo qualquer
na regido viavel, e h é o valor corrente do fluxo. O segundo critério é fixar o nimero de
iteracOes. Os valores default sugeridos pelo manual do pacote de EMME/2 sdo de 15
iteragdes e um GAP relativo de 0.5% ou 0.005. O GAP relativo € obtido dividindo o valor do
GAP absoluto pelo valor do custo ou tempo total narede.

O critério de parada atingido foi geralmente o nimero de iteragBes previamente estabelecido
no programa, o qua foi fixado em 10 ou 20 iteracBes. Em termos de tempo de CPU,
utilizando uma méguina Pentium 100 a média foi de 37 minutos para 20 iteracfes, o que
dava um vaor médio de um minuto e 50 segundos por iteragdo. Isto depende muito da
estrutura particular da rede, dos algoritmos utilizados e das estruturas de dados utilizadas. No
caso, arede da Regido Metropolitana do Rio de Janeiro apresenta alta concentragéo de linhas
em determinadas zonas de trafego da cidade, como por exemplo no centro da cidade na
avenida Rio Branco, na avenida Brasil, na avenida Nossa Senhora de Copacabana. Em média
cada linha passava por 10 pontos de parada, e cada ponto de parada era atendido por 20
linhas de transporte coletivo. Aqui deve se levar em conta que as linhas com percurso de ida
e volta foram consideradas como duas linhas independentes e que aguns nds destas linhas
faziam parte tanto do percurso de ida quanto da volta.

O uso do agoritmo de Frank-Wolfe produz bons resultados mas sem a precisdo que
poderiam atingir outros métodos. Pompermayer (1997) indica que o método de Frank-Wolfe
mesmo considerando estas restrigdes, ainda € um dos mais utilizados em aplicacfes de
transportes, devido as incertezas envolvidas no levantamento dos dados, o que torna
inadequado preocupar-se com a exatidao na busca do étimo.

A continuagdo, apresenta-se uma tabela com os resultados das alocagtes efetuadas para
distribuicgo dos fluxos proporcionais as freqiiéncias e segundo 0 modelo logit. Mostram-se
os valores da funcdo aobjetivo e os gaps relativos para 20 iteragtes.

Tabela 6.1 — Valores obtidos para a Funcéo Objetivo e 0 GAP em 20 iteracfes

ITERACAO LOGIT GAP RELATIVO | PROP. A FREQUENCIA GAP RELATIVO
1 17.899.024.598,88 17.842.842.728,40
2 24.550.627.095,93 0,27093412 25.907.422.572,91 0,31128453
3 26.687.245.954,47 0,08006142 21.961.264.503,82 -0,17968720
4 19.625.430.975,53 -0,35982980 19.588.143.131,77 -0,12115091
5 20.089.696.986,07 0,02310966 19.038.585.555,35 -0,02886546
6 18.029.863.897,53 -0,11424563 19.261.889.536,68 0,01159305
7 17.993.223.210,94 -0,00203636 18.705.150.163,70 -0,02976396
8 17.046.234.637,82 -0,05555412 19.025.129.991,95 0,01681880
9 16.842.456.179,44 -0,01209909 17.854.737.268,10 -0,06555082
10 17.225.718.016,10 0,02224940 19.221.815.558,28 0,07112118
11 17.153.654.808,02 -0,00420104 17.856.844.543,78 -0,07643965
12 16.488.412.103,52 -0,04034607 19.081.601.380,44 0,06418522
13 17.765.321.903,90 0,07187654 17.849.812.947,70 -0,06900848
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14 16.648.129.487,66 -0,06710618 18.805.585.815,17 0,05082388
15 16.844.991.746,64 0,01168669 18.097.120.000,90 -0,03914799
16 16.630.216.234,25 -0,01291478 17.811.652.761,26 -0,01602699
17 16.658.930.101,34 0,00172363 17.935.295.432,08 0,00689382
18 16.642.968.825,54 -0,00095904 18.823.955.041,80 0,04720897
19 16.896.827.762,81 0,01502406 18.929.347.512,97 0,00556768
20 16.485.869.390,58 -0,02492792 18.849.089.046,97 -0,00425795

Na tabela anterior pode-se observar como variam os valores da funcdo objetivo para as duas
formas de alocar os passageiros nos arcos da estratégia 6tima. A primeira alocacdo é feitaem
funcdo de um modelo logit que reparte os fluxos nos arcos em fungdo de parémetros que
dependem da distancia do ponto analisado até o n6 de destino. A segunda alocacdo € em
funcdo das freqiiéncias dos arcos que representam as linhas de énibus.

Pode-se notar que os valores observados da fungdo objetivo oscilam em torno a um minimo
local e em algumas iteragBes, ficam até pior que na solugdo da iteracdo prévia o que pode ser
considerado uma caracteristica do Frank e Wolfe. O procedimento usando a alocagéo Logit
teve, neste experimento, um desempenho um pouco melhor, com o valor minimo alcancado
na 20. iteragdo. Seu valor minimo ficou 8% abaixo do valor minimo obtido na aocagéo
proporcional afreqiéncia, alcancado na 16. iteracdo.

7. Conclusdes

Nesta pesquisa foi desenvolvido e implementado um modelo para aocagdo de equilibrio em
uma rede de grande porte. Foram apresentados os fundamentos tedricos do modelo e
aspectos da implementagcdo computacional.

Para aplicacbes praticas é necessario um estudo de fluxo que determine as fungdes de custos
nos arcos adequadas a regido em estudo, para se obter valores de fluxos que possam gudar a
simular uma situacdo real e auxiliar na tomada de decisbes ao plangjador do sistema de
transporte coletivo. A modelagem da funcdo de custo merece ser objeto de estudos
adicionais. Acredita-se que, dentro de um escopo de um estudo completo de tr&fego na
regido em estudo, podem ser calibradas fungbes de custo préprias da cidade estudada, em
funcdo da geometria particular da rede, do nimero de linhas, etc., que expliquem, em melhor
forma, os padrfes de fluxo observados em uma situaco real .

Considerando o tamanho da rede analisada e os tempos de CPU, pode-se concluir que os
tempos de processamento obtidos sdo aceitéveis. De fato, redes mais detalhadas consomem
maior tempo nos caculos computacionais, € deve-se chegar em uma solucdo de
compromisso, onde os critérios em conflito seriam a memaria necessdria para redes mais
detalhadas e o tempo de computagdo. O nivel de detalhe da representagdo da rede de
transporte coletivo devera ser escolhido pelos plangjadores de acordo com os objetivos do
estudo.

Uma aocacdo logit leva em consideracdo uma forma de distribuicdo dos fluxos mais redlista,
em relacdo a0 comportamento dos usuarios do sistema de transporte publico, do que uma
distribuicdo proporciona as freqiiéncias das linhas. Mas, nos casos em que ndo existe
congestionamento, € possivel supor que 0s passageiros serdo distribuidos entre as linhas
consideradas comuns, ou atrativas, em forma proporcional as freqiiéncias.
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Em uma rede em que os transbordos sdo permitidos podem aparecer rotas que contenham um
nimero absurdo de transbordos. Isto ndo refletiria a realidade da maioria das cidades de
paises em desenvolvimento, em gque a maioria dos usuérios do sistema de transporte coletivo
€ considerada como usuarios cativos, 0s quais procuram minimizar o custo monet&rio da
viagem independentemente do tempo de viagem. Pode ser sugerido algum tipo de penalidade
gue limite o nimero de transbordos permitidos, o qua refletiria melhor uma situagdo rea e
diminuiria o tempo de cé culo dos a goritmos.

Na aplicagéo relacionada a este estudo apresentam-se apenas valores dos custos totais de
uma aocacdo de equilibrio na rede do Rio de Janeiro. Algumas sugestbes para 0s
plangjadores do sistema de transporte podem surgir a partir dos resultados obtidos, ao se
analisar os dados de uma forma desagregada. Para tal € necessario dispor de um método de
visualizagdo associado a um sistema de informac8es geograficas para poder interpretar a
massa de dados relacionados aos arcos e trechos de linhas. O modelo estd sendo
implementado nesta direcdo, através de interfaces com o Transcad. A partir dai, podem ser
analisados fluxos e, uma vez verificados trechos com engarrafamentos, realizar alguns
experimentos. Por exemplo, pode-se mudar o tamanho dos veiculos de algumas linhas
segundo os fluxos observados, mudar as freqiiéncias, mudar os itinerarios de algumas linhas,
tirar linhas, etc. Os primeiros resultados da pesguisa sdo encoragjadores no sentido de se
dispor de um procedimento avancado de andlise de redes de transporte publico em cidades de
grande porte.
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