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Resumo

Neste artigo apresenta-se uma extensdo do modelo DEA com Ganhos de Soma Zero (DEA-GSZ) para
0s casos em que devido a reducgdo de outputs (para que a soma sgja constante) ha a possibilidade ou a
imposi¢ao de reducdo dos inputs utilizados. Nesses casos ndo hé o deslocamento da fronteira como um
todo, mas sim o deslocamento das DMUs pela fronteira eficiente (ou pelas camadas de iso-eficiéncia),
0 que provoca a deformagéo da fronteira. S8o apresentados os casos bidimensional e multidimensional.
Para este, devido a complexidade dos agoritmos de determinacdo de faces do poliedro envolvente
(fronteira DEA), € proposto o uso do modelo de suavizagdo da fronteira que substitui a fronteira
cléssicalinear por partes por uma Ginica equagdo polinomial.

Palavras-chave: DEA; ganhos de soma zero; deslocamento pelafronteira; fronteira suavizada.

Abstract

This paper presents an extension to the Zero Sum Gains DEA model (ZSG-DEA) useful for the casesin
which the output reduction (sum of the output is constant) obliges reductions in the inputs values.
Instead of displacing the frontier, the DMUs move themselves along the efficient frontier (or iso-
efficiency layers). The bidimensional and multidimensional cases areillustrated. For the latter case, due
to the complexity of the algorithms that compute al the faces of the efficient frontier, we propose the
use of the smoothed DEA frontier model.

Keywords. DEA; zero sum gains, movement along the efficient frontier; smoothed frontier.
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1. Introducdo

O objetivo da Andlise Envoltoria de Dados (Data Envelopment Analysis — DEA) € avaiar a
eficiéncia de unidades produtivas que realizam tarefas similares, chamadas de unidades de
tomada de decisdo (Decision Making Units — DMUS). Essas unidades sdo comparadas e
distinguem-se pelas quantidades de recursos (inputs) que consomem e de bens (outputs) que
produzem (Cooper et al., 2000; Estellita-Lins & Angulo-Meza, 2000).

Além de identificar as DMUs eficientes, os modelos DEA permitem medir e localizar a
ineficiéncia, e estimar uma fungéo de producgdo linear por partes que fornece o benchmark
para as DMUs ineficientes. Esse benchmark € determinado pela projecdo das DMUs
ineficientes na fronteira de eficiéncia. A forma como é feita esta projecdo determina a
orientacdo do modelo. As principais sdo orientac8o a inputs (quando desgja-se minimizar os
recursos, mantendo-se os valores dos resultados constantes) e orientac8o a outputs (quando
desgja-se maximizar 0s outputs sem diminuir os inputs).

Os modelos DEA cléssicos, tanto o modelo CCR (Charnes et al., 1978) quanto o modelo
BCC (Banker et al., 1984), dém de todas as suas variantes, supdem total liberdade de
producdo, ou sga, a producdo de uma DMU ndo interfere na producdo das demais.
Entretanto, em alguns casos essa liberdade néo existe. No caso de competicles, por exemplo,
se for considerado como output 0 resultado final ou um indice que agrega seus resultados
(Soares de Méllo et al., 2001; Gomes et al., 2001b), a melhora de posicéo de qualquer
competidor implica na perda de posi¢ao de um ou mais de seus adversarios.

Um outro exemplo é o caso da avaliagdo de eficiéncia de unidades produtivas que produzem
um determinado produto cuja demanda é constante. Neste caso, uma certa DMU considerada
ineficiente devera produzir mais unidades do produto para atingir a fronteira de eficiéncia,
com a conseqiiente diminuic¢&o da producéo das demais unidades produtivas.

Em EstellitarLins et al. (2003), Gomes et al. (2003), Gomes (2003), Gomes & Soares de Mdllo
(2002) e Gomes et al. (2001a) sdo propostas ateragdes no modelo DEA BCC cléssico que
consideram essas limitagdes. Esse novo modelo, chamado de Modelo DEA com Ganhos de Soma
Zero (DEA-GSZ), apresenta uma situacdo semelhante a de um jogo com soma zero (Osborne
& Rubinstein, 1999), no qual tudo o que é ganho por um jogador é perdido por outro(s). Ou sga,
a soma liquida dos ganhos deve ser zero. Deve-se observar que o termo “jogo de soma zero”

€ usado aqui no sentido mais amplo possivel, como em Osborne & Rubinstein (1999),

Tavares et al. (1996) e Williams (1986). Estes autores mostram que qualquer jogo de soma
constante tem as mesmas propriedades mateméticas de um jogo de soma zero, e como tal

pode ser tratado. E suficiente para tal a subtragio ao ganho de cada jogador da metade da
somatotal dos ganhos do jogo (no caso de jogos de 2 jogadores). A situagcdo aqui examinada
€ inteiramente andloga, j& que a soma efetiva dos outputs € diferente de zero, mas a soma das
variagbes em relagdo ao valor origina apresenta valor nulo. Nos trabahos ja publicados
considera-se aimposi¢éo da restricdo de soma constante dos outputs (0U inputs), 0 que implica
no deslocamento da fronteira de eficiéncia. 1sso ocorre porque foi considerada a impossibili-
dade de reducdo de inputs para adequacdo a reducdo de ousputs (por exemplo, é totalmente sem
sentido um pais reduzir a sua populagdo para adequar-se a quantidade de medal has olimpicas
obtidas). Dessa forma, quando uma DMU ineficiente busca a fronteira eficiente, as outras
DMUs devem ter os valores de seus outputs reduzidos, sem que 0s seus inputs Sgjam alterados.
Ora, esta situacdo ocorre para todas as DMUs que ndo caminharam para a fronteira, em
particular para as €eficientes, visto que ja encontram-se na fronteira. Portanto, toda a fronteira
sera deslocada para uma posi¢éo que corresponda a um menor valor de output.
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Entretanto, hé casos em que a redugéo de outputs pode corresponder uma reducdo dos inputs
utilizados. Neste caso, em vez de a fronteira eficiente ser deslocada, as DMUs eficientes
deslocam-se ao longo da fronteira, até atingir o ponto correspondente ao seu novo nivel de
output. Como é evidente, o deslocamento das DMUs provoca uma ateragdo na fronteira.
Neste tipo de alteragdo ndo ha a movimentacdo da fronteira em apenas uma diregdo. Assim,
esta dteragdo sera designada por “deformacdo da fronteira’, para distinguir dos casos
apresentados em Estellita-Lins et al. (2003) e Gomes et al. (2003), que foram chamados de
deslocamento da fronteira

Este artigo prop8e um modelo, sob a hipitese de DEA-GSZ, em que as DMUs eficientes
devem deslocar-se pela fronteira e propfe ainda como fazer o deslocamento das DMUs
ineficientes. So abordados os casos bidimensional e multidimensional.

2. Modelos DEA com Ganhosde Soma Zero
2.1 Modelo Geral

A formulagdo cléssica do modelo do envelope DEA BCC com orientac8o a outputs usa para
cada DMU o Problema de Programag&o Linear (PPL) apresentado em (I). Neste PPL, paraa

DMU o em andlise, a eficiéncia € dada por % ;X

. representam os inputs; y; S30 0S

outputs; A; representam a contribui¢do da DMU j para a projecdo da DMU o na fronteira
Esta projecéo nafronteira de eficiéncia é o alvo a determinar.

max A,

sujeito a

Z/ljxj <X,

J

By, <2240 M

J
241:1
J
;20

Em modelos DEA-GSZ é necesséria a informagédo adicional de como a DMU que pretende
aumentar 0s outputs, reduzira os das outras DMUs. A forma como ela tenta tirar 0s outputs
das DMUs concorrentes é, segundo Estellita-Lins et al. (2003), Gomes et al. (2003) e Gomes
(2003), a estratégia da DMU. Nas referéncias citadas mostram-se algumas possiveis
estratégias que a DMU pode adotar. Neste artigo supBe-se que a DMU em busca da
eficiéncia tenta retirar output das outras DMUs em valor proporciona a0 output atual.
Admite-se ainda como hipétese simplificadora que a DMU consegue atingir o seu objetivo,
isto &, retira efetivamente output das demais em valor proporciona ao output atua. A esta
forma de tentar retirar output das DMUs concorrentes, com a hipétese simplificadora de que
consegue fazer da forma pretendida, chama-se estratégia de reducdo proporcional, segundo
Estellita-Lins et al. (2003) e Gomes (2003).

Em (I1) representa-se 0 modelo DEA-GSZ com estratégia de reducdo proporciona e sem
alteracdo de inputs para nenhuma DMU. Nesta estratégia, quando a DMU o busca ganhar
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z unidades de output, a redugéo do nivel de output das outras DMUs é proporciona ao seu
output original, ou sgja, aguelas com menor nivel de oufput perdem menos e aquelas com
maior nivel de output perdem mais. Evidentemente, mantém-se a condi¢do de que a soma
das perdas sgjaigual ao que sera ganho pelaDMU o.

max f,,
sujeito a
Z”l.ij <%,
J

Yo (g, =1 ()
hgoy, < zﬂ’jyj 1_M
J

Z4=1
J

2,20

J
Jj#o

Em (1), a unidade em andlise é igualmente a DMU o. h,, € 0 inverso da eficiéncia de
DMU o no modelo DEA-GSZ; x; e y, sdo valores originais dos inputs € dos outputs,
respectivamente; 4, sdo as contribuicdes das DMUs na projecéo eficiente. As variaveis de
decisdo s 4; e /iy, .

A Figura 1 representa, para 0 caso bidimensional, a nova fronteira gerada a partir desta
estratégia. A fronteira superior representa a fronteira do modelo classico; a inferior

representa a nova fronteira considerando-se redug@o proporciona de outputs de todas as
DMUSs, excetuando-se aDMU o, que ganha a soma das perdas para tornar-se eficiente.

O L

Figura 1 — Representacdo da estratégia de redugdo proporcional de output das DMUsj, j # o.

2.2 Determinacéo de Alvos

Como pode ser visto, no modelo DEA-GSZ, ao contrério do que acontece nos modelos DEA
cléssicos, 0 modo como uma DMU atinge seu avo na fronteira provoca alteragdo na forma
dafronteira eficiente. Essa alterac8o é funcdo da estratégia adotada na determinagdo do alvo
(igual reducdo, reducdo proporcional, entre outras).
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A busca por €ficiéncia pode ser feita por uma tinica DMU ou por varias DMUs em regime de
cooperacdo. Neste caso, 0 modelo (I1) transforma-se em um problema de Programacdo N&o
Linear Multiobjetivo, como apresentado em Gomes et al. (2003) e Gomes (2003).

Além da possibilidade de cooperacdo entre unidades ineficientes, os gestores podem argumentar
que é um salto extremamente grande tentar atingir a eficiéncia de uma s vez, sendo mais factivel
uma busca gradativa de alvos. Uma forma de determinar estes avos intermediarios, apresentada
em Gomes et al. (2003), Gomes & Soares de Mello (2002) e Gomes (2003), € buscé-los nas
camadas de iso-eficiéncia, que representam diferentes nivels de utilizacdo da tecnologia.

As camadas de iso-€eficiéncia sdo obtidas da seguinte forma: as DMUs com 100% de
eficiéncia formam a camada 1. Essas DMUs sdo, entéo, retiradas do conjunto de andlise e
calculam-se novamente as eficiéncias, com o0 mesmo modelo DEA. As DMUs €ficientes
neste subconjunto formam a camada 2. O processo repete-se até que todas as DMUs tenham
sido retiradas do conjunto inicial (Barr et al., 2000; Tavares, 1998).

A busca de alvos consecutivos em camadas de iso-€ficiéncia € chamada de Busca Seqiiencial
de Alvos Intermediarios (Gomes et al., 2003). As camadas de iso-€eficiéncia, além da sua
utilidade gerencial, servem ainda como ferramenta na solugdo do problema de varias DMUs
em busca simultanea de eficiéncia (Gomes, 2003).

O modelo DEA-GSZ para 0 caso de duas DMUs (4 e B) que buscam eficiéncia em
cooperacdo € apresentado em (I11). Nesse Problema Bi-objetivo Néo Linear, &, € a

eficiéncia da DMU j no modelo DEA-GSZ; x; e y; sBo, respectivamente, 0s inputs € 0S
outputs; A; € a contribuicdo da DMU ; na formacéo do alvo da DMU em andlise; j éo
conjunto de referéncia da DMU 4; ;™ € o conjunto de referéncia da DMU B; y," s30 0s
novos valores de output, funcdo da estratégia de busca escol hida.
Max hp,
Max /i,
sujeito a
Z/ljx <x,
Z/ljxj <X
RAyA—ZM, ()
hrpyp < 2/1 " j

2/1 _1
2/1 =1

zjzo

Em Gomes et al. (2003) e Gomes (2003) prova-se que, em determinadas condi¢Bes, o
problema ndo linear multiobjetivo reduz-se a um problema n&o linear com uma Unica fungdo
objetivo. Isto ocorre, em particular, quando é usada a estratégia de reducdo proporcional .
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2.3 Alteracbes na Fronteira de Eficiéncia

No modelo DEA-GSZ, ao contrario dos model os classicos, nos quais a solucdo pode ser dividida
em duas etapas distintas, a saber, construcdo da fronteira (através da identificacdo das DMUs
extremo-eficientes) e determinacdo dos avos (com as diferentes possibilidades de projecéo na
fronteira), as etapas de construcéo da fronteira e determinagéo dos alvos estdo interligadas.

As Figuras 2 e 3 mostram a alteracdo da fronteira para os casos em que uma Unica DMU
busca eficiéncia e em que DMUs atuam em cooperagdo no modelo DEA-GSZ. Nestas
figuras, a busca da eficiéncia é feita de forma seqiencial, isto € em vez de buscar-se a
projecdo diretamente na fronteira eficiente, cada alvo € determinado na camada de iso-
eficiénciaimediatamente superior. O processo € repetido até ser atingida a fronteira eficiente.

Output

Output

00 05 10 15 20 25 0 3 40 0 05 10 15 20 25 3 40 0 05 10 15 20 25 30 35 40

Input Input Input

Figura 2 — Alteracdo dafronteira para uma tnica DMU que busca eficiéncia no modelo
DEA-GSZ seqguencial.
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00 05 0 15 2 25 3 40 0w o5 10 15 20 25 30 35 40 00 05 10 15 20 25 30 35 40
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Figura 3 — Alteracdo dafronteira para DMUs atuando em cooperacdo na busca da fronteira
eficiente no modelo DEA-GSZ sequiencial.

Nos casos até aqui tratados, verifica-se que 0 gjuste as novas condicdes impostas d&-se somente
pela alteracdo no valor do output, com consequente deslocamento da fronteira eficiente.
Entretanto, ha casos em que, devido a reducdo de outputs (no valor necessério para que a soma
permanega constante), ha a possibilidade ou aimposicéo de reducdo dos inputs utilizados.

Esse seria 0 exemplo da avaliacdo de eficiéncia de companhias aéreas operando em uma
determinada rota, cuja elasticidade preco permita considerar a demanda como constante.
Poder-se-ia considerar como output 0 NUmMero de passageiros € como inputs pessoal,
assentos.Km oferecidos e combustivel usado (Gomes et al., 2001c; Soares de Mello et al.,
2003). Ao impor-se demanda constante, uma determinada DMU que tenha reduzido o
nimero de passageiros transportados pelo fato de outra companhia ter aumentado esse
ndmero (por exemplo, pela reducdo das tarifas praticadas), podera reduzir o nimero de vbos
na rota, com a conseqiente reducdo dos inputs considerados. Nesse caso, ndo h4 o
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deslocamento da fronteira, mas sim o deslocamento das DMUs pela fronteira eficiente ou
pelas camadas de iso-€ficiéncia (para as DMUs que perderam output e ndo eram eficientes).

Sob outras condigdes, DMUs em deslocamento pela fronteira sdo encontrados na literatura.
Korhonen & Syrjanen (2001), por exemplo, apresentam uma proposta interativa, baseada em
DEA e Programacéo Linear Multiobjetivo para o problema da alocag@o eficiente de recursos.
Nessa abordagem, as DM Us deslocam-se pela fronteira mas ndo ha arestri¢do de a soma dos
outputs ou dos inputs ser constante.

A seguir desenvolvem-se os modelos DEA-GSZ em que as DMUs devem deslocar-se pela
fronteira. S8o abordados os casos bidimensional e multidimensional.

3. DMUs Eficientes em Deslocamento pela Fronteira: Caso Bidimensional

Supbe-se o0 paradigma do DEA-GSZ, ou sgja, a soma dos outputs deve ser constante e a
busca é a seqliencial de avos intermediarios, isto € a DMU o (ineficiente) busca eficiéncia
de forma gradual nas camadas de iso-€ficiéncia (Gomes et al., 2003).

As demais DMUs, j # o, deslocam-se pela fronteira até atingir um ponto com o valor de

output determinado pelo modelo DEA-GSZ, e com input que, com este valor de output, a
mantenha na fronteira. O valor do input € dado pela intersecdo das faces que contém as
DMUs (Gomes, 2003) com areta horizontal que representa o valor do novo output.

A Figura 4 (a) e (b) representa um exemplo bidimensional hipotético. E representada a
configuragéo espacial (8 DMUs e as camadas de iso-€ficiéncia). A DMU o buscaeficiénciae
as demais deslocam-se pela fronteira. Destaca-se que o procedimento é andogo para as
buscas que ndo consideram alvos intermediarios nas camadas de iso-eficiéncia.

A estratégia da DMU o na busca por eficiéncia é a estratégia proporcional de projecdo na
2% camada de iso-€ficiéncia. A vantagem dessa estratégia € a possibilidade de aprender e
gerar conhecimento sobre as praticas desse estagio de utilizacdo datecnologia (Gomes et al.,
2003; Gomes & Soares de Mello, 2002; Gomes, 2003). As DMUs B e E s8o referéncias para
aDMU o nessa camada.

@ (b)

Figura 4 — (a) Configuracéo espacial e (b) representacdo do deslocamento de DMUs eficientes
pela(s) fronteira(s).
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O alvo daDMU o na 2* cameda é dado por y, ', onde y, "= h; y,. Como o modelo utilizado
€0 DEA-GSZ, 0 ganho deve ser igual 2 soma das perdes, ou sgja, ganho = (42" -1) y, .

Para a estratégia proporcional, a perda de output de cada DMU j, j=o tem vaor
yjyo (hoza _1)

Zy.i

j¢()
da perda, € possivel calcular o valor dos niveis de output para essas DMUs. O valor dos
inputs € obtido através das equagbes das faces que contém as DMUs. Ressdte-se que a
obtencdo dessas equagdes, para dimensdes superiores, € um problema combinatério de alta
complexidade (Fukuda, 1993).

NaFigura4 (b) verifica-se que ha duas possibilidades para o célculo do nivel de input apis o
deslocamento para as DMUs 4 e C, extremos da regido ndo Pareto eficiente “inferior”. Ou o
valor do input ndo se atera (1,,) ou é calculado pelo prolongamento da face (7,.) que

contém esta DMU.

(Estellita-Lins et al., 2003; Gomes, 2003; Gomes et al., 2001a). Com o valor

Ainda é possivel facultar ao decisor escolher um valor para o input que esteja contido no
intervalo (/,,1,,]. A Figura5 éum recorte ampliado para o caso daDMU C.

o

A

Y A
Y cH

i: \ H—>I

X ¢ Xc

Figura 5 — Possibilidades do valor de input para DMUs limites daregido Pareto ineficiente.

4. DMUsEficientesem Deslocamento pela Fronteira: Caso Multidimensional

Os modelos DEA cléssicos geram uma fronteira eficiente empirica, linear por partes, baseada
nas melhores praticas observadas. Essa fronteira é constituida pelas DMUs €ficientes e pelas
faces por elas geradas, que criam uma envoltéria sob o conjunto de DMUs ineficientes.
Gonzalez-Araya & Estellita-Lins (2002) e Gonzdlez-Araya (2003) afirmam que essa
fronteira eficiente tem regifes com propriedades diferentes. Muitas faces ndo cumprem as
condicBes de eficiéncia de Pareto-Koopmans e sdo denominadas regides ndo Pareto-
Koopmans eficientes ou fracamente eficientes (a projecdo radial das DMUs ineficientes
nessas regies apresenta folgas diferentes de zero nos inputs €/ou nos outputs). Em oposi¢ao,
as faces que cumprem essas condi¢cdes de eficiéncia sdo denominadas regides Pareto-
K oopmans eficientes ou fortemente eficientes.
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A determinacdo das DMUs eficientes, em especial extremo-eficientes, como forma de
acelerar os algoritmos de solucdo dos modelos DEA, tem sido objeto de estudo de diversos
autores (Ali, 1993, 1994; Dula & Thrall, 2001; Duld, 2002).

A especificaco de todas as faces do poliedro envolvente também tem recebido atencéo
(Gonzélez-Araya, 2003; Gonzalez-Araya & Estélita-Lins, 2002). No caso bidimensional, a
determinacdo de todas as faces, na verdade, segmentos de reta, é relativamente simples e
pode ser feita com o uso de geometria andlitica elementar. Para os casos de dimensdes
superiores, como ja destacado, a obtencéo dessas equacdes, agora planos ou hiperplanos, é
um problema combinatério de alta complexidade, jA que devem ser testadas todas as
combinagdes possivels de formagado de hiperplanos a partir das DM Us €ficientes.

Na literatura sGo encontrados diferentes algoritmos que permitem encontrar todas as faces
eficientes em um poliedro (Ecker et al., 1980; Armand, 1993; Fukuda, 1993; Barber et al.,
1996). Entretanto, esses algoritmos tém a limitagdo de na determinagdo da fronteira estimada
por DEA ou ndo serem facilmente implementados, ou ndo serem factiveis de implementacéo,
ou ainda terem tempo de execucdo extremamente el evado.

Em DEA, Pille & Paradi (1997) desenvolveram um algoritmo (“Algoritmo Gerador de
Faces’) que determina todas as faces eficientes presentes na fronteira estimada pelos
model os com rendimentos de escala variaveis. Esse algoritmo envolve uma série de modelos
de programacgdo linear que devem ser resolvidos seqliencialmente. Em Gonzalez-Araya &
Estellita-Lins (2002) e Gonzé ez-Araya (2003) € proposto um algoritmo de busca de todas as
faces eficientes dafronteira DEA com maior dimensdo.

Devido a complexidade dos agoritmos existentes na literatura e pela impossibilidade de
obter-se um algoritmo eficiente para a determinacdo de todas as faces (Dulg, 2002), optou-se
pelo uso do modelo de fronteira DEA suavizada. Este tipo de fronteira foi originalmente
desenvolvido por Soares de Méllo et al. (2002) para resolver o problema de mdltiplas
solucdes 6timas na formulacdo dos multiplicadores. A técnica usada consiste em substituir a
fronteira DEA classica por outra que tenha propriedades semelhantes, mas que sga
continuamente diferenciavel. Entre as propriedades mantidas estdo a atribuicdo de eficiéncia
unitaria as DMUs extremo-eficientes do modelo DEA original, convexidade e monotonici-
dade crescente dos outputs com 0S inputs.

O modelo de suavizagdo original, desenvolvido para fronteiras bidimensionais, substituia
cada face linear por outra parabdlica, o que obriga a determinacéo de todas as faces. Como ja
foi visto, esta determinacé@o apresenta problemas de praticidade e, assim, um outro modelo
foi proposto por Soares de Méllo et al. (2004) e Soares de Mello (2002). Esse modelo mantém
todas as caracterigticas anteriores da fronteira suavizada mas, em vez de determinar uma equacao
para cada face, representa toda a fronteira suavizada por uma Ginica equagdo polinomial.

Dessa forma, 0 uso da fronteira suavizada no lugar da fronteira original permite contornar o
problema da complexidade de determinacdo das equacfes das faces, ja que hd uma Unica
equacdo a ser determinada.

Para o caso de um output e dois inputs, 0 polindbmio que substituira a fronteira DEA original
tem a forma apresentada em (1V), onde z representa o output € x € y 0s inputs. O polinbmio
deve possuir o menor grau possivel que ndo cause inviabilidade da suavizagéo. Logo, o grau
do polinémio é fungéo do nimero de DM Us extremo-e€ficientes.

z=a+bx+cy+dey+ex® + f? + gx® + hx’y +ixy® + (V)
+ 3+ ket 3y + mx®y? 4y 1oyt £
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O modelo (V) representa a formulacdo geral do modelo DEA BCC tridimensional suavizado,
com garantia de convexidade (Soares de Méllo ez al., 2004; Soares de Mello, 2002). Nesse
modelo, z representa 0 aproximante polinomial que substituird a fronteira DEA classica;
Vimin v Xmins Vmax € Xmax TEPresentam o menor e o maior valor de cada input; e, f, g, ... S80 as
varidveis de decisdo (coeficientes do polindmio). Esta formulago, por aproximar toda a
fronteira por um Unico polindmio, garante a existéncia de derivadas parciais em todo o
dominio, uma vez que as parcelas de um polindmio sdo funcdes de classe C* (continuas e
com primeira derivada continua) em R2. Assim, além do aproximante garantir a suavidade de
toda a fronteira, as restricbes garantem que a fronteira seré convexa (mesmo fora da regido
de calibragdo) e monotonamente crescente para os valores do inputs menores ou iguais ao
maior valor de cada um. Garante-se ainda, além das propriedades ja enunciadas, que a
fronteira suavizada estd proxima da fronteira original, onde o conceito de proximidade
refere-se a uma pseudo-métrica baseada em comprimento de arco. O estudo detalhado dessas
propriedades é apresentado em Soares de Mello et al. (2002) e Soares de Méello (2002).

Min {fx fx {1+ (%)2 | (%;ﬂdydx}

*min Ymin
sujeito a
2(Xeps Vo) = Zeg
o V)
_(xmaxuymax)zo
ox
Oz
_(xmax'ymax) >0
y
e, f,ghi..<0

Assim, para o problema das DMUs que se deslocam na fronteira DEA para 0 caso
multidimensional, apds obtida a equacdo da fronteira suavizada, procede-se como no caso
bidimensional, ou sgja, determinam-se 0s novos valores de inputs calculando-se a intersegéo
dos planos horizontais que representam 0s novos niveis de output com a fronteira suavizada
Os novos outputs sdo calculados segundo 0 modelo DEA-GSZ. Os passos dessa abordagem
s80 mostrados através de um exemplo numeérico.

4.1 Exemplo numérico

Na Tabela 1 sdo apresentados os dados para 0 exemplo numérico hipotético (caso multi-
dimensional) e as eficiéncias segundo o modelo DEA BCC cléssico.

Tabela 1—Valoresde input € output para o exemplo numérico tridimensional.

DMU Input 1 Input 2 Output Eficiéncia BCC classica (%)
A 10 10 18,5 100,0
B 2,0 5,0 26,0 100,0
C 3,0 4,0 335 100,0
D 2,0 10 22,0 100,0
E 5,0 3,0 25,0 84,3
Soma 125,0
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Rodando-se 0 modelo DEA BCC classico, a DMU E € a unidade ineficiente que busca
eficiéncia; as DMUs C e D sd0 seus benchmarks. A eficiéncia de £ é 84,3%, ou sga,
h, =1,1867. O advo y.' que deveria ser atingido na fronteira classica tem valor 29,71.

Entretanto, sob o paradigma DEA-GSZ, as DMUs ndo devem caminhar nas faces produzidas
pelo modelo classico, mas sim na fronteira suavizada. Para tal, € necessario obter a equacdo
dessa fronteira que substituira o poliedro DEA BCC cléssico.

Para a escolha do aproximante ha uma relagdo entre o nimero de DMUs extremo-eficientes e
0 grau do polindmio (Soares de Mello et al., 2004; Soares de Mello, 2002). Essa relagdo
garante que o nimero de restricbes de igualdade sgja inferior ao nimero de varidveis de
decisdo (coeficientes do polindmio). As restricBes de igualdade garantem que a fronteira
suavizada contenha todas as DMUs extremo-€ficientes. Como no exemplo ha 3 DMUs
extremo-eficientes (DMU B € eficiente mas ndo extremo-eficiente), o polindmio deve ser de
grau 2 e é expresso pela equacdo (VI). O problema da suavizagdo fica resolvido com o
célculo dos coeficientes desse polindmio.

z=a+bx+cy+dxy+ex®+ fi? (V1)

Deve-se obter a fungdo objetivo (FO) do modelo suavizado, que envolve a integragdo dupla
do quadrado das derivadas parciais do aproximante apresentado em (VI). Dessa forma,
obtém-se as equacdes (V11), (VIII) e (IX).

2
%=b+dy+2ex = [%) =b% +d?y? + 4e2x? + 2bdy + 4bex + Adexy (V1)
X X
oz oz ? 2 2.2 2.2
a—=c+dx+2ﬁ/ = ™ =c“+dx°+ 41y + 2cdx + Acfy + Adfxy (V1)
y y

P —
P —

(1+6%+d2y?+ 4e?x+ 2bdy + Abex + Adexy + ¢+ d*x+ 42 y*+ 2cdx + Acfy+ Adfiy ) dedy

(1X)
Ao integrar-se a expressdo em (I1X) e aplicarem-se os limites de integracéo, obtém-se a FO.
Assim, 0 modelo de suavizagdo é apresentado pelo problema de programacdo quadrética (X).

Min 4{24(ba’+2cf)+4(b2+c2)+%1(d2+4f2)}+12[8(2be+cd)+48(de+df)]+%(d2+4e2)
sujeito a

b+5d+10e >0

c+54+10f >0

a+b+c+d+e+ =185

a+2b+5c+10d +4e+25f =26 X)
a+3b+4c+12d +9e+16f = 33,5

a+2b+c+2d+4e+ =22

e<0

f<0
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Como resultado do modelo de otimizago (X), tem-se a =9,2964, b = 4,6910, ¢ =5,2513,
d =11005, ¢=-0,7639 e f =-1,0754. Com os valores dos coeficientes obtém-se a

equacdo da fronteira suavizada, apresentada em (XI) e é sob essa curva que as DMUs
eficientes deslocar-se-80 em busca dos novos valores de inputs e outputs no modelo
DEA-GSZ.

z=9,2964 + 4,6910x + 5, 2513y +1,1005x) — 0, 7639x> — 1, 0754 2 X1)

O alvo a ser buscado pelaDMU E, y, ', esta nafronteira suavizada e tem valor de 36,24. O
ganho temvalor y,'-y,, ousga, 36,24—25=11,24. No modelo DEA-GSZ, o ganho deve
ser igual & soma das perdas (proporcionais ao nivel de outpuf) das demais DMUs. Assim,
v, (vg'—yp) 1124y,
>y, 100

J#E
valores de output para as DMUs em questéo.

cada DMU j, j=E, perdera . A Tabela 2 apresenta 0s nhovos

Tabela 2 — Novos valores de output paraas DMUs no
modelo DEA-GSZ em fronteira suavizada.

DMU Novo valor de output
A 16,42
B 23,08
C 29,73
D 19,53
E 36,24
Soma 125,00

A andlise da Tabela 2 permite verificar que houve o deslocamento das DMUSs pela fronteira
de eficiéncia suavizada, ja que todas, exceto a DMU E, tiveram seus vaores de output
reduzido, de modo a manter a soma constante (igual a 125,0).

Para a DMU E os vaores dos inputs permanecem inalterados. Para as demais DMUS, 0s
valores dos inputs sd0 dados pela equacgéo da fronteira suavizada. Entretanto, ao deslocar-se
nessa fronteira, a DMU pode seguir qualquer direcéo, ja que qualquer ponto na curva de
nivel resultante da interse¢o da fronteira suavizada com o plano de corte z = z,, é solugéo
do problema, onde z,, é 0 novo valor do output. Optou-se por escolher o deslocamento que
dé o caminho mais curto até o plano z = z,,, considerando-se a distancia Euclidiana. Esta

opcao garante que a DMU em questdo deve promover alteragfes minimas nos seus inputs.
Assim, para cada DMU j, j= E, é resolvido o problema de otimizagdo apresentado em

(XI1). Nesse problema, x,, vy, € z, s80 os vaores originais dos inputs e do output,
respectivamente, e x,, e y, S30 0snovos valores de inputs, OU Sgja, as variavels de decisio.
A Tabela 3 apresenta os resultados finais.
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Min (x, —xy )° + (Vo vy )’ +(z0 =2y )

sujeito a
9,2964 + 4,6910x + 5,2513y +1,1005xy — 0, 7639x% —1,0754)° = z,,
Xy, ¥y 20

X1

Tabela 3—Novos valores dos inputs paraas DMUs
no modelo DEA-GSZ em fronteira suavizada

DMU Input 1 Input 2
A 0,76 0,76
B 1,69 5,16
C 2,28 4,14
D 1,84 0,63
E 5,00 3,00

Comparando-se os valores inicias dos inputs (Tabela 1) com os resultados finais (Tabela 3)
no paradigma do modelo DEA-GSZ, constata-se que todas, exceto aDMU E, tiveram o valor
do input dterado para adequarem-se a reducdo do output.

5. Conclusdes

Um resultado importante dos modelos DEA com Ganhos de Soma Zero (DEA-GSZ) é o fato
de os dois problemas tradicionais em DEA (determinacdo da fronteira e busca de avos)
ficarem estreitamente acoplados, ou sgja, a simples busca por eficiéncia atera a forma da
fronteira

Além disso, a possibilidade de reducéo de inputs para as DMUs que tiveram reducéo no
nivel de output, provocando o deslocamento dessas DMUs a0 longo da fronteira de
eficiéncia (ou camadas de iso-eficiéncia), expande as aplicacbes do modelo DEA-GSZ e os
resultados obtidos anteriormente, em que havia o deslocamento da fronteira.

O caso bidimensional, que provoca o deslocamento das DMUs por retas, é de implementacdo
relativamente facil para as DMUs que ndo estejam no inicio da regido fracamente eficiente.
Para estas, o problema do deslocamento ao longo da fronteira ndo tem solucéo Unica.

No caso multidimensional, além do problema das DMUs que marcam o inicio da regido
fracamente eficiente, existe um outro problema, qual seja, a necessidade de determinar a
equacdo de todas as faces. Este € um problema de alta complexidade, para o qual néo existe
algoritmo eficiente. O uso de uma fronteira suavizada permitiu contornar estes dois
problemas. De fato, a fronteira suavizada tem uma Unica face de equacdo polinomial,
determinada por um problema de programacdo quadrética. E, pelo fato de a equagdo ser
polinomial, ndo existem, neste tipo de fronteira, regides fracamente eficientes. Portanto, para
todas as DM Us é possivel calcular de forma Unica o seu deslocamento. Desta argumentacéo
conclui-se que o uso da fronteira suavizada tem dupla vantagem: simplifica os célculos e
permite solucdo Unica paratodas as DMUSs.
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Uma dlternativa & distancia Euclidiana para encontrar o novo valor dos inputs no caso
tridimensional é o emprego das métrica de Tchebycheff. Neste caso, o problema de
programacdo quadrética é substituido por um problema MinMax, possivel de ser linearizado.

Cabe ainda ressaltar que, de forma andloga, os model os apresentados neste artigo podem ser
usados em situacbes em que a soma dos inputs deve ser constante, como € o0 caso de
funcionarios estaveis em empresas publicas. Nessa situagdo, 0 modelo DEA-GSZ (orientado
ainputs) € umaferramenta Gtil nos problemas de (re)alocacéo de recursos.

Os desenvolvimentos futuros deverdo contemplar a aplicagdo dos modelos aqui propostos a
estudos de casos reais, em especia na modelagem de outputs indesgjaveis (emissdo de
poluentes, por exemplo) (Gomes, 2003).
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