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Resumo

Sistemas baseados em redes neurais artificiais fornecem altas taxas de computagdo devido ao uso de
um ndmero massivo de elementos processadores simples. Redes neurais com conexdes realimentadas
fornecem um modelo computacional capaz de resolver uma rica classe de problemas de otimizagéo.
Este artigo apresenta uma nova abordagem para resolver problemas de otimizac&o restrita utilizando
redes neurais artificiais. Mais especificamente, uma rede de Hopfield modificada é desenvolvida cujos
parémetros internos sdo calculados usando a técnica de subespaco védido de solugbes. A partir da
obtencdo destes par@metros a rede tende a convergir aos pontos de equilibrio que representam as
possiveis solucBes para o problema. Exemplos de simulagdo sdo apresentados para justificar a validade
da abordagem proposta.

Palavras-chave: otimizacdo restrita; redes neurais artificiais; redes de Hopfield.

Abstract

Systems based on artificial neural networks have high computational rates due to the use of a massive
number of simple processing elements and the high degree of connectivity between these elements.
Neural networks with feedback connections provide a computing model capable of solving alarge class
of optimization problems. This paper presents a novel approach for solving constrained optimization
problems using artificial neural networks. More specifically, a modified Hopfield network is devel oped
and its interna parameters are computed using the valid-subspace technique. These parameters
guarantee the convergence of the network to the equilibrium points, which represent the feasible solutions
to problem. Simulated exampl es are presented to demonstrate the validity of the proposed method.

Keywords. constrained optimization; artificial neural networks; Hopfield networks.
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1. Introducdo

Problemas de otimizacdo ndo-linear restrita referem-se, geramente, ao problema de
minimizar ou maximizar uma fungdo objetivo ndo-linear sujeita a um conjunto de restricdes
(lineares e/lou ndo-lineares) de igual dade e/ou desigualdade (Bazaraa & Shetty, 1979).

Embora existam na literatura diversos métodos de programacdo matematica que possam ser
aplicados na resolugdo de problemas de otimizagdo ndo-linear restrita, h&4 a necessidade
crescente de investigar métodos alternativos que exploram arquiteturas de processamento
inerentemente paralelas e adaptativas. Assim sendo, as redes neurais artificiais torna-se uma
abordagem promissora que pode ser aplicada eficientemente nestes tipos de problemas. Entre
as principais vantagens em se utilizar a abordagem de redes neurais artificiais em otimizacéo
ndo-linear restrita destacam-se as seguintes: i) a capacidade intrinseca de operagdo em
paralelo; ii) a simplicidade de implementacdo em hardware; e iii) o alcance de dtas taxas de
computacdo por intermédio de elementos simples de processamento.

Basicamente, as redes neurais utilizadas para resolver problemas de otimizagdo nado-linear
restrita sdo desenvolvidas utilizando parémetros de penalidade (Kennedy & Chua, 1988;
Vazquez et al., 1990; Zhang et al., 1992). Os pontos de equilibrio destas redes,
correspondentes as solugdes do problema, sdo obtidos através de uma escolha adequada dos
par@metros de penalidade que devem ser suficientemente grandes para garantir a
convergéncia da rede (Kennedy & Chua, 1988). Entretanto, a escolha destes parametros é
uma tarefa ardua, sendo normalmente realizada através de técnicas de tentativas e erros, as
quais podem demandar um esfor¢co computacional bastante excessivo. Além disso, a
qualidade da solucdo final também depende do gjuste destes par@metros. Algumas outras
dificuldades relacionadas ao processo de convergéncia para os pontos de equilibrio da rede,
gue representam as solugdes do problema de otimizacdo, sdo também evidenciadas. Uma
anadlise minuciosa dos resultados apresentados nestes artigos demonstra que muitas vezes
resultados infactiveis séo apontados como solugdes do problema.

Com a finalidade de contornar estes problemas de convergéncia, de aperfeicoar a eficiéncia
de simulagBes por computador, e de fornecer uma nova metodologia para mapeamento de
problemas de otimizac&o ndo-linear restrita, uma rede de Hopfield modificada foi desenvol-
vida. A referida rede foi implementada com o propésito de que seus pontos de equilibrio
correspondam a solugdo do problema de otimizacdo ndo-linear restrita. As principais
caracteristicas desta rede sdo: i) inexisténcia de constantes de ponderacdo; ii) todas as
restricdes estruturais envolvidas ao problema de otimizagdo ndo-linear restrita sdo agrupadas
em um Unico termo de restricdo; iii) ndo ha interferéncia entre termo de otimizagéo e termo
de restri¢do; e iv) nenhum parémetro de iniciagdo é requerido para a execucao da simulago.
Uma andlise do comportamento dindmico da rede sera também realizada para ilustrar o
processo de convergéncia darede em direcéo as solugdes 6timas (pontos de equilibrio).

Portanto, o problema a ser estudado neste artigo consiste de aplicar uma rede de Hopfield
modificada a fim de minimizar uma funcdo de energia E®, a qual representa a funcéo
objetivo do problema, estando sujeita a diversas restricdes de igualdade e desigualdade.
Essas restricdes sdo todas agrupadas em um Unico termo de energia denominado E®", o qual
possui 0 objetivo de confinar todas as restri¢fes envolvidas com o problema de otimizaggo.

Para este propdsito a organizacéo deste artigo esta como segue. Na Secéo 2, arede de Hopfield
modificada é apresentada, e a técnica do subespaco-valido de solucGes utilizada para projetar
0s parametros internos da rede é descrita. A Secéo 3 contém uma andlise do comportamento
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dinémico da rede no contexto do subespago-vdido. Na Secdo 4, 0 mapeamento de problemas
de otimizacdo ndo-linear restrita é formulado utilizando a rede de Hopfield modificada.
Resultados de simulacdo sdo apresentados na Secdo 5 para validar a abordagem proposta. Na
Secd0 6, as conclusdes e 0s pontos chave deste artigo sdo apresentados.

2. A RededeHopfield Maodificada

Além de fornecer um novo método para resolver problemas de otimizag&o ndo-linear restrita,
redes neurais artificiais oferecem um método que explora arquiteturas de processamento
intrinsecamente paralelas e adaptativas. Neste artigo, uma rede de Hopfield modificada,
cujos pontos de equilibrio representam uma solugéo do problema de otimizac&o ndo-linear
restrita, € desenvolvida

A rede de Hopfield é provavelmente o melhor exemplo conhecido de uma rede recorrente.
Como definida em Hopfield (1984), esta rede apresenta geralmente uma Unica camada com
conexfes redimentadas entre os nés. Na maioria dos casos, 0s nds (neurdnios) sdo
completamente interconectados, ou seja, todos os neurdnios da rede estdo conectados aos
outrose asi préprio. A equacdo nodal para arede de Hopfield continua no tempo é dada por:

N
U (1) =—n4; (O + DT (O (O +if €
j=1

vi(t) = g(ui(t) )
onde:

u(t) éo estado corrente do i-ésimo neurdnio.

vi(t) éasaidado i-ésimo neurdnio.

Tij €0 peso conectando o i-ésimo neurdnio ao j-esimo neurénio.
i’ ¢ aentrada do i-ésimo neurdnio (input bias).

n.u(t) €um termo de decaimento passivo.

Na equagdo (2), g(ui(t)) € uma funcdo de ativagdo, monoétona crescente, que limita a saida de
cada neurdnio para um intervalo pré-definido. Em Hopfield (1984) mostra-se que 0s pontos
de equilibrio da rede correspondem aos valores de v(t) que minimizam a funcéo de energia
darede. A funcéo de energia associada a rede de Hopfield é definida por:

E() = -3 v(O".Tv() — V()" ?)

De fato, a fungéo de energia dada em (3) é uma funcdo de Lyapunov (Vidyasagar, 1992) e,
neste caso, a estabilidade assintética da rede pode ser demonstrada utilizando o segundo
método de Lyapunov, isto € mostrando que o sistema dissipa energia com o passar do
tempo. Para tanto, basta mostrarmos que as derivadas parciais de (3) sdo ndo crescentes. Esta
condi¢do é alcancada quando a matriz T € simétrica. Uma demonstracdo envolvendo o
processo de convergéncia darede de Hopfield é apresentada no Apéndice.

Assim, 0 mapeamento de problemas de otimizacdo utilizando uma rede de Hopfield consiste
em determinar, em cada tipo de problema, a matriz de pesos T e o vetor de entradas i
associados a funcéo de energiadarede (3).
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A dificuldade em mapear problemas de otimizagdo distintos através de uma rede de Hopfield
convencional estd em satisfazer as vérias restricdes que sdo impostas por cada tipo de
problema. Uma técnica simples de mapeamento codifica as restrigdes como termos na fungao
de energia que sdo minimizados quando as restri¢des sdo satisfeitas, ou sgja

E(t)=E*(t)+ . E¥ ) +¢,.E5¥ +...+ ¢ .E™ 4

onde ¢; sd0 constantes positivas que ponderam cada uma das restricfes. Assim, a rede atua
com o propdsito de minimizar simultaneamente uma funcéo de energia (E) correspondente

a funcio objetivo associada ao problema, e as fungdes ( E[® ) que representam as k-ésimas
restricBes envolvidas no problema. Portanto, se qualquer uma destas restricdes for violada, a
solugdo é considerada ‘invélida’ (Silva, 1997).

No processo de otimizagdo com uma rede de Hopfield convencional, a multiplicidade de
termos de restricBes em (4) pode cancelar uma ou varias restrigdes simultaneamente. Como
resultado, as solugdes obtidas no final do processo de otimizacdo podem ser infactiveis; e 0
desempenho da rede € sensivel aos vaores dos parametros ¢, que sdo geralmente
especificados através de procedimentos ndo formais (Silvaet al., 1997).

Para contornar estes problemas, realizou-se em Aiyer et al. (1990) uma analise da conver-

géncia da rede que permite verificar como E* e os termos de restrigdes E;* em (4) podem

ser separados dentro de subespacos diferentes para evitar a infactibilidade do problema. Este
subespaco que agrupa todas as restri¢des impostas pelo problema é denominado subespaco-
vélido de solugBes, com equacdo definida por:

V(t+AL) = T y(t) + i ©)

onde T & uma matriz projegdo (T".T®" = T que projeta o vetor v para o subespaco-
vélido, e T®"j®" = 0 (;°" & um vetor ortogonal a0 subespaco-véido). Um estudo detalhado
dos aspectos tedricos relacionados ao subespaco-vaido é apresentado em Silva et al. (1997).

Assim, utilizando o subespago-vaido com o objetivo de agrupar todas as restrices envol-
vidas aum determinado problema, a funcdo de energia dada em (4) passa a ser definida por:

E(t) = E*(t) + co .E™"() (6)
onde E® confina todas as restriges EL™ , pertencentes a equagdo (4), para o subespago-
vélido. A funcao de energia E* e E™" dadas na equacso (6) sdo definidas por:

E%(t) = _%v(t)T.T"‘.v(t) —v(t)"i* 7

E*(t) = _%v(t)T.TOO"f.v(t) —v() i (8)

A necessidade de assegurar que E* sgja otimizado quando todas as restricdes contidas em
E®" estejam sfo satisfeitas, implica em atribuir um valor elevado para a constante c, em (6).
Esta condicdo torna a simulagdo da rede ineficiente, desde que a maioria do esforco
computacional € paraforcar o confinamento das restricoes.

Portanto, com o objetivo de evitar esses problemas de convergéncia, uma rede de Hopfield
modificada que utiliza a técnica de subespago-vdlido de solugles é entdo proposta. A
arquitetura desenvolvida (Figura 1) diretamente garante a validade das restri¢cGes agrupadas
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por E® dispensando assim a utilizag&o da constante de ponderaczo c,. Assim, a principal
contribuicdo da arquitetura proposta, em constaste com a maioria das abordagens neurais
propostas na literatura, estd na inexisténcia de parametros de ponderacéo e/ou penalidade,
implicando entdo na n&o necessidade de especificagcdo dos mesmos. Uma andlise da
convergéncia darede de Hopfield modificada proposta neste trabalho é realizada da Se¢éo 3.

()

V< -I-confv +iconf

(1))

a(v) A

Y
<

Ve vy
(@

[ AV < At(TP.v +i%P) }

Figura 1 — A Rede de Hopfield Modificada

A dindmica da rede de Hopfield modificada, ilustrada na Figura 1, é explicitada através de
trés passos principais:

(1) Minimizagdo de E®™: corresponde & projecéo de v sobre o subespago-véido que confina
todas as restri¢cdes impostas pelo problema:

V(EHAL) = TOMv(t) + i
Esta operago realiza uma minimizago indireta de E*™.

(I Aplicagdo de uma funcgdo de ativagdo do tipo ‘rampa simétrica , restringindo v dentro de
um hipercubo pré-definido:

lim"™, se lim" > v,

g(v)=1 v , selim™ <y <lim}® )
lim*, se v >lim}*®
onde Vv, (t) e[lim:nf , lim**] . Estafunco de ativacdo é similar aquela utilizada em (1).

(111) Minimizag3o de E*: alteragio de v em diregio a uma solugfo de custo 6timo (definida
por T e i®), correspondente aos pontos de equilibrio da rede, que sdo as solugdes para o
problema de otimizacdo considerado. Utilizando a fungdo de ativagdo ‘rampa-simétrica e
dado que n=0, pois as ateracbes nos neurdnios sdo realizadas de forma sincrona, ou sgja,
todos os neurdnios serdo alterados simultaneamente, entdo a equacdo (1) torna-se:
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dv(t) ., __ JE (1)
d  ov
AV = —AtVE® (v) = AL(T® v +i%) (10

Assim, a minimizacio de E* consiste na alteracio de v na dire¢o oposta ao gradiente da
funcdo E® em relacio a v. Estes resultados sfo também vélidos quando uma funcéo de
ativagao do tipo tangente hiperbdlica é utilizada.

Deve-se ressdtar que a aplicacéo dos passos (1) a (I1l) sdo redizados de forma discreta.
Neste caso, apGs as consideracdes realizadas no passo (I11), a resolucdo da equagéo
diferencial representada em (10) sera similar ao método de Euler.

3. Andliseda Dinamica da Rede

Nesta se¢do, realiza-se uma andlise linearizada da convergéncia da rede de Hopfield
modificada cuja dindmica de operagdo é implementada através dos passos (1)-(111)
apresentados anteriormente. Em particular, considera-se que a regido de operagdo na qua o
vetor v esta contido é limitada pelo hipercubo definido pela funcdo de ativagdo ‘rampa-
simétrica (9). A equacdo nodal descrevendo o comportamento dindmico desta rede é obtida
apartir de (1) paran =0 ev(t) = u(t), ou sgja

V()= iﬂj VIGE'S
j=1

A andlise dindmica da rede é portanto inicializada com a obtencdo de uma equacdo para
v componente de v que pertence ao subespaco-vélido.

Como na rede de Hopfield modificada a saida v é constantemente confinada ao subespaco-
: conf

vélido pela aplicaco do passo (1) descrito na Segdo 2, isto é {v« T v +i®"}, entdo a
aplicagéo deste processo iterativo implica que qualquer componente de v ortogonal a v é
- conf

continuamente suprimida. Logo, a componente v=" (n8o v) caracteriza melhor a dindmica
global darede. Assim, tem-se:

\-/conf - Tconf.v - Tconf(-l-ot.v + iot)
- Tconf(Tot(Tconflv + iconf) + iot)
- TconfTotTconflv + Tconf(Tot.iconf + iot) (11)

- conf

A partir da equagdo (11), verifica-se que a componente V" & constituida de duas partes, um
termo constante { T"(Ti®" + i®)}; e um termo dependente de v, { T®"TOT®"\}. Estas
expressdes podem ser simplificadas por:

-I—conf-l—ot-l—conf =A (12)

TONT®"+i%) =b (13)
Substituindo (12) e (13) em (11), obtém-se:

v =Av+b=AV""+Db (14)

onde: vconf - Tconf.v e -I—conf.Tconf - Tconf.
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Com v confinado ao subespago-vélido (isto & v = Ty + " e TO" i = 0) E* pode ser
expressado como:

EY = évT Av—b'v (15)

Na equacdo (15) observa-se que a dindmica de v =v®" = A.v + b simplesmente resulta num
processo de otimizagdo de E* em relagio ao subespago-valido. Logo, o objetivo consiste em
obter uma solug&o vélida que minimiza E*.

Corolério: A solugdo geral de um sistema linear invariante no tempo (auténomo) do tipo
descrito por v = AV + b, com v(0) = v é dada por:

t
Vconf (t) eAt Vconf jeA(t—T) bdt (16)
0

if conf

onde v;”" éum vetor de elementos aleatérios correspondendo ao valor de v no instante

de tempo t = 0. Deve-se observar que quando estamos comegando a execugdo da rede, o
Passo (1) érealizado em primeirainstancia seguido do passo (l1). Neste caso, deve-se atribuir
valores aleatérios para o vetor v, representado aqui inicialmente por v, °°”f , afimdeiniciar o
processo de confinamento do mesmo para o subespaco-valido. Somente ap6s a convergéncia
a0 subespaco-vdido é que o passo (I11) sera aplicado pela primeira vez. Assim, daqui por
diante, o valor atribuido v seraigual ao valor de v obtido no passo (111).

Definicdo: A exponencia de uma matriz quadrada A é definida pela série de poténcias
dada por:
N AC)

k=0

Entdo, rescrevendo a equagdo (16) como séries de poténcias, tem-se:

oonf (t) Z o Al( conf J.i (t T) Akbd

© 1k 1
=\"1  Ak,,conf k 17
Zk!Av0 +kZ:(;(k+1)!Ab 17

Pesquisa Operacional, v.24, n.2, p.285-302, Maio a Agosto de 2004 291



Silva, Amaral & Arruda — Uma abordagem usando redes neurais artificiais para resolugéo de problemas de otimizac&o restrita

Para analisar o comportamento de V°" durante o processo de convergéncia da rede,
considera-se os vetores V", v e b escritos em termos de suas componentes que serdo

expressas no espaco coordenado gerado a partir dos autovetores normalizados de A. Assim,
considera-se que A tem autovalores A;, A, ..., 4, CUjOS autovetores normalizados sdo
Uy, Uy,..., Un. Paradistinguir os autovalores nulos e ndo-nulos de A, define-se o conjunto Z tal

que 4i=0 paraieZ e 1;#0 para i ¢ Z. Decompondo-se vV, v©" e b a0 longo dos
autovetores de A, tem-se;

n
Vconf — Z U conf Zoul , b= ui (18)
i=1 i

onde v;, 0; e by referem-se respectivamente aos valores da i-ésima componente de v, v

e b, representado no espaco coordenado gerado a partir dos autovetores de A. Portanto, a
partir de (18), obtém-se:

n n
AT = ory A=) Aty (19)
i=1

i=1

Substituindo a equacdo (19) em (17) resulta-se em:

Voonf (t) —

glou+Y @ -9+ hut (20

A equacdo (20) é completamente geral para quaisgquer valores arbitrarios de A, b e vOonf .

Entretanto, esta equacéo pode ser smplificada se A e b forem definidas como nas equactes
(12) e (13). Neste caso, os autovetores de A com autovalores zero serdo confinados ao
transpor o subespaco ortogonal ao subespago-valido, enquanto b sempre permanece no
subespago-vdlido {b, = 0 parai € Z}. Assim, a equacdo (20) torna-se:

v (1) = Ze“ou +Zh Lt -1) (21)
igZ '

Agora torna-se também importante examinar a equagdo (21) para valores pegueno e grande
det. Parat suficientemente pequeno, tem-se a seguinte aproxi macao:

it 214+ 0t (22)
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Substituindo esta aproximacgéo em (21), tem-se:

v (1) Zn:[ol @+27t)+htlu (23)

i=1

Observa-se que para um V™" aleatoriamente pequeno, os termos o B0 freqiientemente

pequenos em comparacdo com os b; . Logo, a equacdo (23) transforma-se em:
n
VT () 21Dy =tb (24)
i=1

Analisando a equacdo (24), nota-se que v™®" inicialmente parte na diregdo do vetor b. No
limite, quando t é muito grande, a equacdo (21) indica que V™" tenderd em direcdo aos
autovetores de A correspondente a0 maior autovalor positivo. Neste caso, a partir dos
resultados advindos de Aiyer et al. (1990) e Vidyasagar (1992), os pontos de equilibrio da
rede podem ser iterativamente computados visto que o estado da rede partindo de uma

de equilibrio é sempre limitado pelafuncéo de ativacdo ‘rampa-simétrica’ definidaem (9).

Embora o processo de convergéncia em diregdo aos pontos de equilibrio seja assegurado,
deve-se observar que isto ndo implica na obtengdo de um ponto de minimo global em relacdo
afuncéo de energia E"(t) associada a rede de Hopfield modificada.

4. Formulag&o do Problema de Otimizagdo N&o-Linear Restrita

Considera-se 0 seguinte problema de otimizac8o ndo-linear restrita contendo p-restricdes de
desigualdade, com variveis limitadas, ou sgja

Minimizar E%(v) = f(v) (25)
sujeito a E®M(v): h(v) <0, i e {1.p} (26)
2" < v < 7™ (27)

ondev, Z™", 7™ e R™: f(v) e h(v) so funcdes continuas e diferenciaveis. As condices (26)
e (27) definem um conjunto fechado em R™ no qua o vetor v deve permanecer para
representar uma solucéo vaida para o problema de otimizagdo (25). Uma solucéo para o
problema pode ser obtida por uma rede de Hopfield modificada cujo subespaco-vélido
garante a satisfacdo das condicdes definidas em (26). Além disso, o hipercubo inicia
representado pelas restricdes de desigualdade (varidveis canalizadas) em (27) é definido pela
funcdo de ativacdo ‘rampa-simétrica’ .

Os parametros T e i pertencentes ao subespago-vélido, sdo calculados transformando-
se as restricdes de desigualdade em (26) num conjunto de restricdes de igualdade através da
utilizac8o de umavariavel auxiliar para cada restricéo de desigualdade:

p
-1
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onde w; > 0 sdo as varidvels auxiliares que podem ser tratadas como variaveis v, e §; é
definida pela fungdo impulso de Kronecker dada por:

1, i=]j
0, se i#]

ApOs esta transformagdo, o problema definido pelas equactes (25), (26) e (27) podem ser
rescritas como:

Minimizar E%(v") = f(v") (30)
sujeito a E*™(v"): h(v) =0 (31)
Z"M < vt < ™ e {1.N} (32)

0 <V <7Z™,ie{N+tl.N} (33)

T + L, . .
ondeN"=N+p, ev’ =[vI w'] € RV é um vetor de variveis estendidas. Deve-se notar que
E® ndo dependera das variaveis auxiliares w.

A matriz projecgo T°" da equacéo do subespago-vélido é obtida através da projecdo de v*,
obtido a partir da minimizagdo de E*(v*) = f(v"), para o subespaco tangente a superficie
delimitada pelas restricdes dadas por (31). Assim, uma equaggo para T pode ser definida
por (Luenberger, 1984):

T = | —vhv) (Vh(v').Vh(v)") . Vh(v") (34)
onde:
[oh(x)  ah(x) on(x) | _ .
% X T Xy Vhy(x)
() () a(x) | | V(T

Vh(x)=| 0% e (35)

ohy(x) ahy(x) () | vh (x)T
6x1 axz aXN ) i

Substituindo-se a matriz T dada por (34) na equago do subespago-valido (5), obtém-se:

V' [I = Vh() (VA VD) Vh(ALV* + i (36)

Por fim, resultados da teoria de estabilidade de Lyapunov (Vidyasagar, 1992) devem ser
introduzidas na equacdo (36) para garantir a estabilidade do sistema n&o-linear, e
conseqiientemente, forcar a convergéncia da rede para os pontos de equilibrio que
representam uma solucdo para o sistema. Pela definicdo de Jacobiano, quando v tende ao
ponto de equilibrio implica que v° = 0. Neste caso, o valor de i®" deve ser também nulo, pois
caso contrério a igualdade ndo é satisfeita para a condicdo de equilibrio, ou sgja, v° = v(t) =
v(t + At) = 0. Assim, aequacdo (31) pode ser aproximada por:

h(v') = h(V) + 3.(v" -V (37)
onde: J=Vh(v") e h(v") =[h(v") hy(v") ... hy(v)]"
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Na vizinhanca do ponto de equilibrio v° = 0, obtém-se a seguinte equacéo:

lim m:o (38)

viove Ivhl
I ntroduzindo-se os resultados das equacdes (37) e (38) na equacao (36), obtém-se:

V' V' = V(W) (Vh(V).V (V) ) h(v) (39)

Portanto, a equagdo (39) sintetiza a equagdo do subespago-vélido para sistemas de equagles
ndo-lineares. Neste caso, a equacdo originad do subespago-vdido em (5), o qua esta
representado pelo passo (1) na Figura 1, deve ser substituida pela equagdo (39). A aplicacdo
sucessiva do passo (1) seguido do passo (I1), ilustrado na Figura 1, faz com que v sgja uma
solucdo que satisfaca todas as restricdes impostas pel o problema de otimizagéo ndo-linear.

Os parametros T e i do termo de energia E*, dado por (7) e representado em (30), sdo
definidos com o objetivo de que a solugéo Gtima corresponda a minimizagdo de E”. Este
procedimento pode ser feito alterando-se o vetor v* na diregfo oposta ao gradiente da fungio
de energia E*. Assim, os pontos de equilibrio da rede podem ser cal culados assumindo-se os
seguintes valores para T* e i

-
o v v af(v)

jot _ o >, o, (40)
TOt - 0 (41)

conf

Vale aqui ressaltar que a obtencéo das expressdes de T®" e " as quais caracterizam o
subespaco vaido de solugdes, € realizada a partir do conhecimento a priori sobre o inter-
relacionamento envolvendo as varidveis do problema. O processo envolvido com a
especificacao de T e i deve levar em consideraco as propriedades do subespago véido,
ou Sej a, -I—conf.Tconf - Tconf e -I—conf.iconf =0.

Conforme mencionado anteriormente, visto que v = [v" w'] entdo o vetor i** dado em (40)
seria representado por:

(42)

imz{af(v*) Ay ) A Ay )]

ovy o, T ovy oW, ow, 0w,

Como o processo de otimizacdo de E® ndo depende dos valores das varidveis auxiliares w,
entdo a equagdo dada em (42) pode ser substituida pela seguinte expresso:

T

ot | Of(vh) af(vh) of (v*)
= A 00 0..0 (43)

N -componentes

p-componentes

A fim de sintetizar todos os passos envolvidos com o mapeamento de problemas de
otimizag@o restrita através da rede de Hopfield modificada, ilustra-se na Figura 2 os passos
algoritmicos basi cos envolvidos com a abordagem proposta.
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1. Iniciar o vetor v com valores a eatérios.
2. Introduzir asvariaveis auxiliares no vetor v.
3. Converter ovetor vemyv'
4. Repita
Enquanto (v ndo convergir) faca
Obter ovalor de h(v").
Obter amatriz Jacobiana Vh(v") a partir de (35).
Atualizar ovalor devapartir de (39).
Aplicar afuncdo de ativacdo dada em (9).
Fim_enquanto
Obter o vetor i® apartir de (43).
Atualizar ovalor de V' utilizando (10).
Até que (V' fique estacionario).
5.Fim.

Figura 2 — Algoritmo basico da rede de Hopfield modificada.

Para ilustrar 0 desempenho da rede neura proposta, alguns resultados de simulagdo séo
apresentados na proxima secéo.

5. Resultados de Simulacéo

A rede de Hopfield proposta nas secOes anteriores foi utilizada para resolver trés problemas
de otimizac&o ndo-linear restrita propostos na literatura.

O primeiro problema, conforme proposto em Bazaraa & Shetty (1979), a funcdo objetivo
esté sujeita somente as restricdes de desigualdade, ou sgja

Min f(V) = €% +Vf +4v, + 2V2 — 6V, + 2V, (44)
sujeitoa V7 +€" +6v, <15 (C1)
v —v, + 5v; <25 (C2)

Vf + Vg =V, <10 (C3)

O<v; <4 (C4)

0< v, <2 (C5)

v;20 (C6)

Para este problema, com trés restri¢des de desigualdade e com varidveis limitadas, o vetor
solucdo (ponto de equilibrio) obtido apds a convergéncia da rede de Hopfield modificada é
dado por v =[0,00001 1,50002 0,00000]", com funcdo objetivo f(v) =—-3,49999. Estes
resultados so bem préximos ao valor da solugéo 6tima fornecida por v =[0.00000 1,50000
0.00000]" e f(v*) =—3,50000.
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Figura 3 — Evolugdo do vetor de saida da rede (1° problema).

A Figura 3 ilustra a evolugdo dos valores de vy, v, e v; obtidos pela rede de Hopfield
modificada em relagdo ao nimero de iteragdes. O esboco do comportamento da funcdo
objetivo do problema é apresentado na Figura 4. As restri¢des dadas em (C4), (C5) e (C6)
sdo diretamente tratadas pela fungdo de ativago darede que é definidaem (9).

6 \ \ \ \ \ \ \
| | | | | | |

valor dafuncéo objetivo

I I ]

| | |

1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
iteracOes

Figura 4 — Evolugdo da fungo objetivo (1° problema).

O segundo problema tratado pela rede de Hopfield modificada é constituido por restricdes de
igualdade e desigualdade, sendo o mesmo definido pel as seguintes expressies.

Min (V) =V +2v2 v, + 2V,
sujeitoa V7 +v, +V3 =4
VP =V + 2V < 2
Vi,V , V320
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Em relacdo a este problema, a Figura 5 mostra a evolucgéo dos valores de vy, v, € v; em fungdo
do nimero de iteragBes. O vetor solugdo obtido, apds a convergéncia da rede, é dado por
v =[0,00000 4,00000 0,00001]", sendo o valor da funcéo objetivo f(v) = E*(v) = 0.00034.
A solugdo 6tima para o problema é fornecida por v+ =[0,00000 4.00000 0.00000]", com
E%(v*) = 0,00000.

I l I I T T T T
| | | 4~ | | | |
| | | | | | | | |
S e e e il iy Etie Bttt ettt ity Bt
| | | | | | | |
| | | | | | | |
] e e [t Bt el el el Mt
1 '\l /i | | | | | |
| 2\ | | | | | |
257774%74 777777 T N
|
|
|

I
I
8 1
g |
o} I I I I I
g— | | | |
§ 277/ | : | I
8 l
5 l
§ |
I
!
I
I
. I

| |

| |

1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
iteracOes

Figura 5 — Evolugdo do vetor de saida da rede (2° problema).

A Figura 6 ilustra o comportamento da funcdo objetivo do problema em funcéo do nimero
de iteracBes. Os vaores iniciais atribuidos ao vetor v foram gerados aleatoriamente entre
zero eum.

vaor dafuncéo objetivo

Figura 6 — Evoluc&o da func&o objetivo (2° problema).

O terceiro problema, conforme proposto em Kennedy & Chua (1988), visa confirmar a
aplicabilidade da rede proposta quando todas as restric¢fes associadas a0 mesmo sdo do tipo
linear, ou sgja
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Min f(v) = 0,4V, + V2 +V2 —\V, +3—10v13

sujeitoa v; +0,5v, > 0.4

0,5v, +v, 205
v, Vv, 20

A Figura 7 gpresenta a evolugéo dos valores dos elementos do vetor de saida da rede em relacdo
a0 numero de iteracBes. Apds a convergéncia da rede, o vetor solucdo obtido é dado por
v=1[0,3398 0,3301]", com E%(v) = 0,2456. Estes resultados s bem préximos aos valores
da soluco exata fornecida por v+ = [0,3395 0,3302]", com func&o objetivo E*(v*) = 0,2455.

0.65

valor das componentes
o o o
w I » o 13 o
o = (%)) o a o

o
w

0.25 ! ! ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300 350 400

iteragBes
Figura 7 — Evolugdo do vetor de saida da rede (3° problema).
A Figura 8 apresenta o comportamento da funcdo objetivo do problema em funcdo do

numero de iteragOes. Neste caso, a rede foi iniciada com valores aeatérios, uniformemente
distribuidos, entre zero e um.
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Figura 8 — Evolucg&o da func&o objetivo (3°problema).
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Estes resultados mostram a aplicacdo efetiva da rede de Hopfield modificada para resolver
problemas de otimizagdo ndo-linear. A rede foi também simulada considerando diversos
valores iniciais atribuidos ao vetor de saida v. Para todas as simulagdes, a rede sempre
convergiu para as mesmas sol ucoes.

Embora o nimero de iteracBes seja elevado 0 tempo gasto para a obtencéo das solucdes tem
sido bastante curto. Em relacdo a este aspecto vale ressaltar que embora tenhamos utilizado
computadores seqlienciais em nossas simulagdes, o desempenho da rede al cancara eficiéncia
maxima quando a mesma for executada em computadores com processadores operando em
paraleo, pois neste caso cada unidade de processamento corresponderia a uma unidade
neural.

Outro aspecto relevante diz respeito a qualidade das solugdes obtidas pela rede. Embora os
valores das solugdes apresentem alguns desvios em relagdo aos valores 6timos, observa-se
gue 0s mesmos sd0 menores quando comparados com outras abordagens neurais utilizadas
nesses tipos de problemas.

E também motivo de registro que alguns testes realizados com problemas de dimensdes
maiores, tendo cerca de 800 restri¢cdes de desigualdade, mostraram que a rede pode tornar-se
lenta em sua procura pelos pontos de equilibrio que representam a solucéo do sistema.
Este comportamento deve-se a0 fato de estarmos redlizando toda a simulagdo em
computadores sequenciais. A utilizacdo de maquinas com processadores em paralelo,
conforme mencionado anteriormente, pode contornar esta situacao.

Finalmente, 0 mapeamento de problemas de otimizagdo néo-linear restrita através da rede
de Hopfield modificada apresenta algumas particularidades em relacdo aos métodos
primais (Bazaraa & Shetty, 1979) que sdo também utilizados na solugéo destes problemas,
podendo se destacar as seguintes: i) a ndo necessidade do calculo do conjunto ativo de
restricbes em cadaiteracéo; ii) o vetor de inicializacdo da rede (solugdo inicial) ndo precisa
pertencer ao conjunto factivel definido pelas restrigdes; iii) ndo necessidade de obtencao,
em cada iteracdo, de uma direcdo admissivel de busca; e iv) mecanismo de busca
independe da utilizag&o de multiplicadores de Lagrange.

6. Conclusdes

Neste artigo, uma rede de Hopfield modificada foi desenvolvida para resolver problemas
de otimizagdo ndo-linear restrita. Os resultados de simulagdo mostraram que a rede
proposta fornece resultados expressivos, tornando assim um método alternativo para resolver
estes problemas eficientemente. Os parametros internos da rede foram obtidos utilizando
conceitos relativos as teorias de otimizagdo ndo-linear e de estabilidade de Lyapunov.
Todas as restri¢fes associadas ao problema sdo mapeadas através do subespago-véido de
solucdes.

O mapeamento de problemas de otimizagdo néo-linear restrita através da rede de Hopfield
modificada além de fornecer um novo método para resolver estes problemas, ndo requer a
definicado (gjuste) de nenhum parémetro de penaidade ou ponderacéo.
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Apéndice

A estabilidade assintética da rede Hopfield pode ser mostrada utilizando o segundo método
de Lyapunov (Vidyasagar, 1992), isto € mostrando que o sistema dissipa energia com o
passar do tempo. Para isso, dada uma fungéo de Lyapunov (ou funcéo de energia) associada
arede, mostra-se que suas derivadas temporais so ndo crescentes. Uma funcgéo de Lyapunov
para arede de Hopfield é definida por:

N Vi(t)
E(t) = —% V()" T.v(t) — ()i + nz J' g () -da (45)
i=1 o
cujas derivadas temporais séo dadas por:
E® = C0 = v, Q) v (46)

onde V, € o operador gradiente com relagéo av. Para a condicéo de T simétrica, tem-se:
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V E(t)=-T -v(t)-i° +7n.u(t) (47)
Comparando a equagdo (1) com (47), conclui-se que:

V E() =-u(t) (48)
Inserindo o resultado de (48) em (46), obtém-se:

E(t) =-u@®)" -v(t) =

N _ N o o
:_iZ:l:“i(t)'Vi(t)=iz=1:ui(t).a_ui.ﬁ_

N
L n2. M
= —Z GO 5, (49)

Como (u; (t))? é sempre positivo, precisa-se verificar apenas que ov, /oy, 20 para se

mostrar que E(t) < 0. Isto é trivialmente verdadeiro desde que a func&o de ativacio da rede
dada em (2) sgja mondtona crescente. A partir da equacdo (48), nota-se também que
E(t) =0 apenas quando u(t)=0. Isto completa a prova de estabilidade assintética para a

rede de Hopfield.
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