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Resumo

Este artigo considera uma extensdo de um problema hierarquico de localizagdo de méxima cobertura,
na qual as coberturas para os dois niveis de servico oferecidos sdo maximizadas independentemente.
Apresentamos 0 modelo matematico e buscamos obter uma aproximagéo para a fronteira eficiente do
problema bi-objetivo correspondente. O modelo bi-objetivo é resolvido através do método das
ponderaces, utilizando-se uma heuristica lagrangeana. Os resultados mostram que as solucfes geradas
pela mesma fornecem uma aproximacdo da fronteira eficiente, incluindo solucles eficientes
“suportadas’ e “nao-suportadas”.

Palavras-chave: localizagdo hierérquica multi-objetivo; heuristica lagrangeana; fronteira
eficiente.

Abstract

This paper addresses an extension of an hierarchical covering location problem, in which the covers for
the two levels of service are maximized independently. We present the mathematical model and seek
an approximation for the efficient frontier of the corresponding bi-objective problem. The bi-objective
model is solved by the weighting method, through a lagrangean heuristic. The computational results
show that the solutions generated by this heuristic provide an approximation of the efficient frontier,
including supported and non-supported efficient solutions.

Keywords: multi-objective hierarchical location; lagrangean heuristic; efficient frontier.
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1. Introducdo

No processo de solucdo dos problemas multi-objetivo uma das atividades a ser realizada € a
determinacdo da fronteira eficiente. Esta fronteira € definida pelo conjunto das soluctes
eficientes ou ndo dominadas. Uma solucéo € eficiente ou ndo dominada se uma melhora em
um dos objetivos pode ser conseguida unicamente em detrimento de pelo menos um dos
outros objetivos; o leitor interessado em aprofundar os conceitos sobre problemas multi-
objetivo pode consultar, por exemplo, Steuer (1986).

Na literatura especializada podem ser encontrados diversos métodos que permitem
determinar a fronteira eficiente em sua totalidade, ou, caso este processo seja
computacionalmente caro, buscar uma aproximagdo para a mesma. Um dos fatores que
influencia o processo de busca da fronteira eficiente € o tipo de problema multi-objetivo
tratado: problema linear multi-objetivo ou problema combinatério multi-objetivo. Estes
problemas podem ser considerados extensdes dos problemas de programacdo linear ou dos
problemas combinatérios correspondentes.

Para solucionar problemas combinatérios multi-objetivo freqlientemente utilizam-se métodos
desenvolvidos para problemas lineares multi-objetivo. Nem sempre estes métodos podem no
entanto ser diretamente aplicados para solucionar problemas combinatorios multi-objetivo.
Um exemplo deste tipo de situagdo € o uso do método das ponderagdes para determinar a
fronteira eficiente de um problema combinatorio multi-objetivo. Nos problemas
combinatorios o método das ponderactes encontra unicamente um subconjunto das soluctes
eficientes, chamadas de solugdes eficientes “ suportadas’ . H& no entanto um subconjunto das
solucdes eficientes que o método das ponderactes ndo consegue encontrar, denominadas de
solucBes eficientes “ ndo suportadas” .

Neste trabalho propomo-nos utilizar solucBes geradas durante o processo de busca da
solucdo étima do dual lagrangeano para encontrar uma aproximacdo da fronteira eficiente de
um problema combinatério, incluindo as solucBes eficientes “suportadas’ e “néo
suportadas’. Esta estratégia é utilizada para encontrar uma aproximacgo da fronteira eficiente
para uma extensdo do Problema de Localizacdo Hierarquico de Maxima Caobertura (HCLP),
naqual coberturas para os dois niveis de servigo s8o maximizadas independentemente.

Na proxima secéo apresentamos o modelo HCLP de Moore & ReVelle (1982) e a extensdo
bi-objetivo correspondente (BHCLP). Existem diversos métodos para resolver problemas
combinatorios multi-objetivo, com especial énfase no uso dos métodos das ponderagBes e
das restrigdes; isto é visto na Secéo 3. Na Se¢do 4 descrevemos a metodol ogia utilizada para
encontrar uma aproximagdo da fronteira eficiente para o BHCLP. Os resultados
computacionais obtidos com esta metodol ogia sdo mostrados na Secdo 5. A Secdo 6 contém
as conclusdes do artigo.

2. Problemasde Localizacao Hier &r quicos

Um problema de localizagdo hierdrquico consiste em determinar simultaneamente a
combinagdo apropriada de niveis (ou tipos) de servicos e o local onde esses conjuntos de
servicos devem ser instalados (formando uma facilidade), e realizar a atribuicdo dos pontos
de demanda as facilidades. Mirchandani (1987) e Eitan et al. (1991) descrevem um enfoque
generalizado para modelar problemas de localizagéo hierarquicos. Narula (1984) propde um
esguema de classificagdo para esses problemas.

304 Pesquisa Operacional, v.24, n.2, p.303-321, Maio a Agosto de 2004



Espejo & Galvdo - Uma aproximac&o da fronteira eficiente para um problema de localizag&o hierarquico de méxima cobertura

Na literatura existem diversos modelos matematicos desenvolvidos para problemas de
localizagdo hierarquicos. Exemplos destes tipos de modelos podem ser encontrados em
Narula & Ogbu (1985), Alminyana et al. (1998), Galvéo et al. (2002), Boffey et al. (2003).
Modelos do tipo Méxima Cobertura buscam maximizar a populagdo coberta, sujeito a
restri¢des de cobertura. Ver por exemplo Moore & ReVelle (1982), Church & Eaton (1987),
Rahman & Smith (1999), Branas & ReVelle (2001), Jayaraman et al. (2003). Serra et al.
(1992) e Miliotis et al. (2002) tratam de problemas hierarquicos em um ambiente
competitivo.

2.1 O Problemade Localizacdo Hierérquico de Maxima Cobertura (HCLP)

Moore & ReVelle (1982) descreveram um sistema com localizago hierarquica da seguinte
maneira. Considere um sistema que fornece k niveis de servicos e que possui k niveis de
facilidades. Neste sistema um nivel de servico s esta disponivel somente em uma facilidade
de nivel igual ou maior que s. O problema a ser resolvido é o de localizar um dado nimero
de facilidades, para cada um dos k niveis definidos, de maneira que se maximize a popul agéo
com acesso a todos os k niveis de servigo.

No caso de facilidades de dois niveis, uma area de demanda é considerada coberta se ela tem
acesso, dentro das distancias de servico pré-definidas, a ambos os niveis de servico, nivel 1 e
nivel 2. As distancias criticas dos servicos definidas por Moore & ReVelle (1982) sdo
diferentes para os dois niveis de servico, e as distancias criticas para o servico de nivel 1 sdo
diferentes para os dois tipos de facilidades.

Moore & ReVelle (1982) formularam o problema como um problema de programag&o 0-1.
A seguir apresenta-se aformulagéo deste problema de localizag&o hierarquico de dois nivels.
Sejam:

J={1,...m} conjunto de areas de demanda;

| ={1,...,n} conjunto de locais onde as facilidades podem ser instaladas;

fi: populagéo da érea de demandajeJ;

R;: disténcia critica para o servico de nivel 1 oferecido pelafacilidade de nivel 1;

T,: distdnciacriticapara o servico de nivel 1 oferecido pelafacilidade de nivel 2;

R,: disténcia critica para o servico de nivel 2 (oferecido apenas pelafacilidade de nivel 2);

aj=1 se a area de demanda jeJ puder ser coberta pelo nivel de servico 1 (dentro da
distancia critica R;), oferecido pela facilidade de nivel 1 localizadaem i<l (a; = 0 caso
contrario);

bj =1 se a &ea de demanda jeJ puder ser coberta pelo nivel de servico 1 (dentro da
distancia critica T;), oferecido pela facilidade de nivel 2 localizadaem iel (b; = 0 caso
contrario);

Cj =1 se a &ea de demanda jeJ puder ser coberta pelo nivel de servico 2 (dentro da
distancia critica Ry), oferecido pela facilidade de nivel 2 localizadaemiel (c; =0 caso
contrario);

p: numero de facilidades de nivel 1 aserem localizadas;

g: nimero de facilidades de nivel 2 a serem localizadas;

X = 1 seaéreade demandaj<J é coberta (=0 caso contrario);

y; = 1 seumafacilidade de nivel 1 élocalizadaemiel (y;=0 caso contrario);

z = 1 se umafacilidade de nivel 2 élocalizadaemiel (z=0 caso contréario).
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Por hipétese as facilidades de nivel superior sdo as mais atraentes; assume-se portanto
gue R<T;<R,. Utilizando esta nomenclatura o modelo matematico para o HCLP pode ser
escrito como:

(HCLP)

V(HCLP) = Max{z f,x, } 0
sujeitoa a

;ajyﬁ;hjz—xj >0,jed; @
g‘qj;—x]—zo,je\]; A3)
%:yi =p; 4
ZI‘,% =q ®)
I;j e{01,jed; ©)
yi.z {01 iel. @

A funcdo objetivo a ser maximizada representa a populacdo total coberta pelos servicos de
niveis 1 e 2. As restricbes (2) estabelecem que uma érea de demanda jeJ € coberta pelo
servico de nivel 1 se existe pelo menos ou uma facilidade de nivel 1 a menos de uma
distdncia R; €/ou uma facilidade de nivel 2 a menos de uma distancia T;. As restricfes (3)
estabelecem que uma érea de demanda jJ € coberta pelo servico de nivel 2 se existe pelo
menos uma facilidade de nivel 2 a menos de uma disténcia R,. A restri¢do (4) limitaem p
0 numero de facilidades de nivel 1 e arestri¢cdo (5) em g o nimero de facilidades de nivel
2 na solucéo do problema. As restri¢oes (6) e (7) definem a natureza 0-1 das variaveis de
decisdo.

Moore & ReVelle (1982) resolveram o problema utilizando a relaxagdo de programacéo
linear da formulagdo acima. Nos casos em que € obtida uma solugdo fracionéria, os autores
recomendam que se obtenha uma solugdo Gtima por inspecdo ou utilizando um agoritmo
branch-and-bound. Os resultados computacionais reportados pel os autores sdo para umarede
de dados criada com as provincias de Honduras. Em seus experimentos computacionais 0s
autores ndo reportaram o uso de algoritmo branch-and-bound.

O HCLP foi tratado recentemente por Espejo (2001) e Espejo et al. (2003); os autores
desenvolveram uma relaxagdo combinada Lagrangeana-surrogate para 0 mesmo, que possuli
COMO Casos especiais a relaxacdo Lagrangeana e a relaxacao surrogate. Heuristicas com base
no método dos subgradientes foram desenvolvidas para resolver as diferentes relaxaces.
Testes computacionais foram realizados com problemas variando de 55 a 700 vértices
disponiveis na literatura. Os autores relataram que a média dos gaps obtidos para os
problemas teste néo difere significativamente entre as diversas relaxacdes utilizadas, para o
mesmo conjunto de problemas. Os tempos computacionais foram relativamente baixos,
inclusive para os problemas de 700 vértices.
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2.2 O Problema Bi-objetivo de L ocalizagdo Hier arquica de M axima Cobertura (BHCLP)

Observe-se que Moore & ReVelle (1982) definem a cobertura de uma érea de demanda em
termos de acesso ao servigo e ndo em termos de acesso a facilidade. No modelo HCLP uma
area de demanda é considerada coberta se €la puder ser coberta pelos dois niveis de servico.

Neste artigo considera-se a variagdo do HCLP em que busca-se maximizar em separado a
cobertura pelo servigo de nivel 1 e pelo servico de nivel 2. Com esta finalidade foi definido
um modelo bi-abjetivo (Bi-objetive Hierarchical Covering Location Problem, BHCLP), com
0 objetivo de maximizar a cobertura para ambos os niveis de servico.

Na formulagdo matematica do BHCLP é utilizada a mesma nomenclatura que no HCLP,
exceto pela re-definicdo da variavel x; e pelainclusdo davariavel w;. No BHCLP, = 1sea
area de demanda j € coberta pelo servico de nivel 1 (x =0 caso contrério) ew; = 1 sea érea
de demanda j é coberta pelo servico de nivel 2 (w; =0 caso contrario). A formulagéio
matemética correspondente é dada a seguir:

(BHCLP)
V(BHCLP) = Max{z f;x, } ®)

jed
Max{z fJ-WJ} 9)
jed

sujeito a(4)-(7) e

Day+ bz -x20jel; (10)
iel iel
>z -w =0,jed; (11)
iel

{01, jed. (12)

As fungdes objetivo (8) e (9) maximizam a popul agéo total coberta pelos servigos de niveis
1 e 2, respectivamente. As restrigdes (10) e (11) tém a mesma interpretacdo que as restricdes
(2) e (3), com a unicadiferenca que no modelo BHCLP se utilizauma variavel diferente para
cada tipo de cobertura. As restricdes (12) definem a natureza binaria das varidveis de
decisdo w;.

3. Métodos de Solucéo para Problemas Combinatérios M ulti-Objetivo

Existem diversos métodos para resolver problemas combinatérios multi-objetivo. Uma
revisdo dos mesmos pode ser encontrada, por exemplo, em Ehrgott (2000) e Ehrgott &
Gandibleux (2000). Uma revisdo do uso de metaheuristicas para resolver problemas
combinatérios multi-objetivo pode ser encontrada em Hansen (1998). Teghem & Kunsch
(1986) fazem uma revisdo dos métodos para resolver problemas inteiros multi-objetivo em
geral e Rasmussen (1986) faz uma revisdo correspondente para problemas binarios.

Dois métodos freqiientemente usados para resolver problemas multi-objetivo, tanto lineares
como combinatérios, s80 0 método das ponderacbes e o método das restriches; uma
descricéo desses métodos pode ser encontrada em Steuer (1986).
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Seja 0 problema de programagdo linear multi-objetivo Max {ga(X), gz(X),..., 9q(X) | AX < b;
x>0}, onde gy, Oz,..., gt R'>R, AecR™", beR" e xeR". Encontrar uma solucdo eficiente
para este problema usando o método das ponderacBes implica em resolver o seguinte

q
problema de programacdo linear paramétrico: Max{zﬂjgj(x) [AX< b, x> 0}, onde

=1

q
Z;rj =1 7;>0,j=1..,0. Para cada vetor de pesos r;, j=1,...,q, se obtém uma solucdo
=1
eficiente para o problema linear multi-objetivo. Variando portanto o vetor dos pesos pode-se
gerar toda afronteira eficiente, ou uma aproximacdo da mesma.

No método das restri¢des se otimiza uma das fungdes objetivo e as fungdes objetivo restantes
sdo adicionadas ao conjunto de restricBes. Neste método o problema paramétrico a ser

q
resolvido & Max gk(x)+gz 9;(X) | Ax<b, g;(X) = 5;Vj = k,x= 0, com &0 um nimero
o
pequeno e 6;=0 um limite inferior para a fungdo objetivo j. Variando os valores de J;
pode-se obter a fronteira eficiente em sua totalidade ou uma aproximagao da mesma.

Devido a estrutura discreta dos problemas combinatdrios multi-objetivo, o método das
ponderacdes deve ser usado com cautela para a determinagdo das solugdes ndo dominadas,
uma vez que, nesta classe de problemas, ha solugdes eficientes para as quais ndo existe um
vetor de pesos que possa geréalas (Bitran, 1977). Tais solugdes sdo denominadas de solucdes
eficientes “ ndo suportadas’ .

O termo “suportado” indica que o ponto pertence a envoltéria convexa (convex hull) do
conjunto de solucdes eficientes. A Figura 1 gjuda a visualizar estes conceitos. Esta figura
corresponde a um problema bi-objetivo onde foram encontradas as solu¢des A, B, C, D, E,
F, G e H. Para este conjunto de solucdes, as solugdes A, B, C e G pertencem a envoltéria
convexa, isto €, sao solugdes eficientes “ suportadas’. As solucbes D, E e F sdo solucbes
eficientes “ ndo suportadas’, isto &, sdo soluctes dominadas pela combinagdo convexa das
solugdes C e G. A solucdo H é uma solucdo ndo-eficiente.

O1

Figura 1 — Conjunto de solucdes para um problema combinat6rio bi-objetivo.
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Em um artigo recente Sylva & Crema (2003) apresentam um método para determinar todas
as solugdes ndo dominadas para problemas inteiros multi-objetivo. Neste artigo, que tem
por base o trabalho de Klein & Hannan (1982), os autores usam o método das
ponderacdes. Sylva & Crema (2003) definem um problema de programacdo inteira
paramétrica, usando um vetor fixo de pesos. Em cada iteracéo do algoritmo so adicionadas
novas restricdes ao problema paramétrico, visando eliminar as solucfes dominadas pelas
solucdes €ficientes encontradas nas iteragdes prévias. Para problemas com grande nimero de
solucdes ndo dominadas 0s autores ndo recomendam o uso do algoritmo, devido ao alto custo
computacional.

Uma das principais desvantagens dos métodos que buscam determinar a fronteira eficiente
em sua totalidade € seu elevado custo computacional; esse custo aumenta bastante se o
interesse é determinar todas as solugdes ndo dominadas.

Nos problemas combinatdrios multi-objetivo ha portanto a necessidade de se procurar novas
estratégias (com custos computacionais razoaveis) para gerar as solugdes eficientes
“suportadas’ e “néo-suportadas’. No presente artigo propde-se uma estratégia para encontrar
uma aproximacao dafronteira eficiente parao BHCLP.

4. Descricdo da Estratégia Usada para Gerar uma Aproximacao da Fronteira Eficiente
paraoBHCLP

A estratégia € inspirada na metodologia descrita por Alminyana et al. (1998) para gerar a
fronteira eficiente para o problema das pg-medianas bi-objetivo. Nesse problema busca-se
determinar a localizacdo de p facilidades de nivel 1 e q de nivel 2, procurando minimizar as
distancias percorridas em cada um dos dois niveis. Basicamente a metodologia de Alminyana
et al. (1998) consiste em gerar as solucdes para o problema bi-objetivo e posteriormente
avaliar aqualidade das solucfes geradas.

No presente trabalho o BHCLP é resolvido utilizando o método das ponderacdes. O processo
de geracdo da fronteira eficiente compreende trés etapas. na etapa 1 define-se o problema
paramétrico para o0 BHCLP; na etapa 2, o problema paramétrico resultante € resolvido
através de uma heuristica lagrangeana (HL ), que gera as solucgdes viaveis para o BHCLP; na
etapa 3 avalia-se a eficiéncia relativa das solucfes geradas na etapa 2. A seguir descreve-se
cada uma dessas etapas.

4.1 Etapa 1. Definir o Problema Paramétrico parao BHCLP
Usando o vetor de pesos (r,(1-n)), n>0, define-se o problema paramétrico parao BHCLP:

(BHCLP())

V(BHCLP()) = Max{;rz fx +1-7) fjwj} : (13)

jed jed

sujeito a (4)-(7), (10)-(12).
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4.2 Etapa2: Resolver o Problema BHCL P(r)

O problema BHCLP(rt) € resolvido usando uma adaptagéo da heuristica lagrangeana com
base nos subgradientes, desenvolvida para o HCLP por Espejo et al. (2003). Em cada
iteracdo da heuristica € obtido um limite superior, a partir do qual é possivel obter uma
solucdo viavel (primal) para o BHCLP. A solucdo primal obtida desta maneira é
geralmente um limite inferior fraco; um algoritmo de substituicdo de vértices € usado
para melhorar este limite. Para maiores detalhes sobre a heuristica lagrangeana, ver
Espejo et al. (2003).

O problema lagrangeano, BHCLP(r),,, que deve ser resolvido em cada iteracdo da
heuristica lagrangeana, € obtido dualizando as restri¢des (10) e (11), usando o vetor de
multiplicadores V =[A,u]>0:

2w =20) %+ 2 (M=) f = ey Jwy +

V(BHCLP(z),,,) = Max{ )’ <
) Zl:z;%/’uyl+22( by 4; +CiJ'uJ)
iel je icl je

Ou, fazendo o, =Y a4, € B = (b4, +¢;x; ), obtém-se:

jed jed

(BHCLP(7),,):

v(BHCLP(7),,, ) = MaX{Z(ﬂ'fj =2)%+ 2 ((A=7) = )W + Y ey, +Zﬂi;},

jed jed iel iel
sujeito a (4)-(7) e (12).

O problema lagrangeano pode ser facilmente resolvido da seguinte maneira:

V(BHCLP(z),,) = > max (0,zf, —4;)+ Zmax( A-r)f = p )+ D P+ DB

jed

Isto corresponde a x; = 1 se 4; < #f; (x = 0 caso contrério); w; = 1 se y4 < (1-7)f; (w; = 0 caso
contrério); y; = 1 para p maiores ¢; (y; = 0 caso contrario) e z = 1 para q maiores 3 (z =0
caso contrério).

4.3 Etapa 3: Avaliacéo das Solucdes Ger adas

Nos casos em que sdo utilizados modelos multi-objetivo para localizar facilidades, Fisher &
Rushton (1979) sugerem aplicar técnicas andliticas para avaliar as localizagbes propostas.
A metodologia freglientemente usada com esta finalidade é a Analise Envoltéria de Dados,
mais conhecida como DEA (Data Envelopment Analysis); ver por exemplo os trabalhos de
Desai & Storbeck (1990), Desai et al. (1995) e Alminyanaet al. (1998).

DEA é uma metodologia com base na programacdo linear, para avaliar a eficiénciarelativa
de unidades de tomada de decisdo similares, geralmente denominadas DMUs (Decision
Making Units). Assume-se que as DMUs transformam multiplos insumos (inputs) em
multiplos produtos (outputs); ver por exemplo Cooper et al. (2000). Existem duas versdes
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de DEA, dependendo da hipétese utilizada para a construcé@o da envoltéria do conjunto
das DMUs observadas: i) uma versdo supondo envoltdria convexa, por exemplo 0s
modelos CCR (Charnes et al., 1978) e BCC (Banker et al., 1984); ii) uma versdo supondo
envoltéria ndo convexa; por exemplo os modelos Free Disposable Hull (FDH) de
Tulkens (1993).

A heuristica lagrangeana gera um conjunto de solucfes para o BHCLP. Tais solugdes devem
ser avaliadas para determinar as solucdes eficientes deste conjunto. Com tal propdsito é
utilizado um indice de eficiéncia espacia relativa (relative spatial efficiency index, RSE).
Fisher & Rushton (1979) definem o RSE de uma dada configuracdo de localizacdo de
facilidades comparando-o com a melhor configuragdo conhecida.

Para obter 0 RSE de uma solucdo calcula-se dois tipos de eficiéncia: i) a eficiéncia técnica
(dada pela projecéo radial nafronteira eficiente) eii) a eficiéncia do mix (dada pelo valor das
vardveis de folga do modelo DEA utilizado). Cooper & Tone (1997) apresentam uma
discussdo abrangente sobre os tipos de eficiéncia em DEA. Uma ilustracgo desses dois tipos
de eficiéncia € mostrada na Figura 2. Nessa figura o ponto H possui ineficiéncias técnica e do
mix. Para atingir a fronteira eficiente o ponto H precisa aumentar, na mesma propor¢ao, as
coberturas de niveis 1 e 2 (isto é, aumentar sua eficiéncia técnica), até atingir o ponto C’
(que é fracamente eficiente, 0 que caracteriza a ineficiéncia do mix). Observe-se ainda, na
Figura 2, que para atingir o seu ponto de referéncia (o ponto C), o ponto H precisa aumentar
o valor da cobertura de nivel 1.

Eficiénciado
< ;
2 *
c
[
©
©
p—
>
=
g .
5 |/ fidecia S e "
R técnica

Coberturade nivel 1

Figura 2 — Eficiénciatécnicae eficiéncia do mix.

No presente artigo o RSE de uma dada solugdo consiste em uma combinacdo das eficiéncias
técnica e do mix, denominada “Medida de Eficiéncia Global” (Global Efficiency Measure,
GEM); ver Cooper & Pastor (1995). Dado que a fronteira eficiente do BHCLP esta formada
por solugBes eficientes “suportadas’ e “nado-suportadas’, a envoltoria € ndo-convexa.
Utilizaremos portanto a metodologia FDH para determinar o RSE das solucfes obtidas com a
heuristica lagrangeana.

A obtenc&o das eficiéncias técnica e do mix é realizada através de uma adaptagdo do método
das duas fases de Arnold et al. (1998). Para cada uma das solu¢bes do BHCLP sdo
executados dois passos. No Passo 1 é obtida a eficiéncia técnica e no Passo 2 a eficiéncia do
mix (mantendo constante a eficiéncia técnica obtida no Passo 1).
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Observe-se que nos modelos DEA é necess&rio que sgjam definidos os inputs e 0s outputs.
As solugdes obtidas para 0 BHCLP sdo no entanto um caso especia de DMUSs, pois s
apresentam outputs. Os outputs para uma dada solucéo sdo dados pelos valores das funcdes
objetivo do problema. Para avaliar a eficiéncia técnica de DMUs sem inputs foi utilizada
uma adaptacdo ndo convexa do modelo apresentado por Lovell & Pastor (1999). Segundo
Lovell & Pastor (1999), do ponto de vista econdmico é dificil aceitar um modelo DEA sem
inputs. Os autores justificam o uso desses model os com base na equival éncia que existe entre
0s modelos BCC sem inputs com os modelos BCC com inputs constantes.

Assumamos, sem perda de generalidade, que HL encontrou t solucdes para o BHCLP. Sgja
(Vi,V5) o valor da solugio encontrada na iteragdo |, onde v, e v, correspondem aos valores

das funcOes objetivo (8) e (9), respectivamente. O valor da solucdo a ser avaliada sera
denotadapor (W,9).

Passo 1: A eficiéncia técnica da solucéo a ser avaliada é calculada resolvendo o seguinte
model o de programacdo inteira mista (ver Lovell & Pastor, 1999).

Max{d | (14)
sujeito a

YA 2 g, T =12 (15)
1=1

lZ/ﬁ =1 (16)
=1

4 €{01, 1=1..t; 17
¢, irrestrito. (18)

Na formulagéo acima A4 =1 indica que a solugéo | € escolhida como referéncia para a
solucéo avaliada (4 = 0 caso contrario). Na fungdo objetivo (14) um valor de ¢,=1 indica
que a solucéo avaliada possui eficiénciatécnica. Se ¢, >1 asolucéo avaliada é tecnicamente
ineficiente (ver Figura 2). As restricdes (15) impedem que a expansdo da solucdo avaliada
ultrapasse a fronteira eficiente. A restricdo (16) indica que deve ser escolhida uma Unica

solucéo como referéncia para a solucdo a ser avaliada. As restricdes (17) e (18) definem a
natureza das variaveis de decisdo.

Passo 2: Obtida a eficiéncia técnica da solugdo a ser avaliada, denotada por ¢, , a eficiéncia

do mix é caculada através do seguinte modelo de programacdo inteira mista (Alminyana
et al., 1998).

Max{zz“sr} (19)

r=1

sujeito a(16), (17) e
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t

DA -S =hV, r=12 (20)

1=1
s>0, r=12 (21)

As varidvels s representam as folgas de cada output. A funcdo objetivo (19) maximiza
portanto o somatério das folgas entre a projecdo radia na fronteira eficiente e a solugdo
eficiente de referéncia (a maximizacdo da folga impede a projecdo em um ponto fracamente
eficiente). Se 0 valor da funcdo objetivo for igual a zero, a solucdo a ser avaliada apresenta
eficiéncia do mix. Caso contrério, €la ndo possui eficiéncia do mix. As restricdes (20)
estabelecem que a solucéo eficiente de referéncia corresponde a uma solugdo gerada pela
heuristica.

O valor da fungdo objetivo do modelo do Passo 1 fornece o indice de eficiéncia técnica e o
modelo do Passo 2 é usado para identificar se a solucao avaliada possui eficiéncia do mix.
Para combinar estes dois tipos de eficiéncia € empregado o GEM, proposto por Cooper &
Pastor (1995). Para cada solugdo do BHCLP esta medida é obtida através da seguinte
formula

GEM = 1 ,onde s €éo vaor 6timo dafolga obtidano Passo 2.

S, 1& s
¢0[1+22 *SoJ

r=1 ¢0 Vi

Para o conjunto formado pelas t solugdes um valor de GEM=1 indica que a solucdo é
eficiente em relago a esse conjunto. Solugdes com GEM<1 sdo ineficientes.

5. Resultados Computacionais

Nesta Secdo apresentamos 0s resultados computacionais obtidos com a heuristica
lagrangeana na geracdo de uma aproximacdo da fronteira eficiente para o BHCLP. Foram
usados 49 dos 58 problemas-teste que Espejo et al. (2003) utilizaram para o HCLP. Estes
problemas-teste sdo os seguintes. 13 problemas gerados a partir da rede de 55 vértices
definida por Swain (1971); 9 problemas para cada uma das redes de 100 e 150 vértices, que
s80 redes geradas aleatoriamente por Galvéo & ReVelle (1996); 9 problemas para cada uma
das redes de 300 e 500 vértices, obtidos da hiblioteca eletronica de Beasley (1990) para o
problema das p-medianas (problemas Pmed11 e Pmed21). Estes problemas correspondem a
combinagdes diferentes de p e g. Para cada uma das redes foram usados valores fixos de
R, TieRn.

Para obter uma aproximacdo da fronteira eficiente para BHCLP usando HL foram rodados
41 instancias paramétricas BHCLP(r) para cada um dos problemas acima. Os valores de
ne[0,1]; foram escolhidos os seguintes valores. n={(0;1), (0,025; 0,975), (0,050; 0,950),...,
(1,0)}.

Os testes computacionais foram realizados em um microcomputador com processador
Pentium 111 de 700MHz. A heuristica lagrangeana foi implementada usando linguagem de
programacdo Delphi. Os modelos utilizados para avaliar a eficiéncia das solucdes obtidas por
HL (solucdo dos modelos descritos nos Passos 1 e 2 da Etapa 3) foram implementados
usando alinguagem de modelagem OPL-Studio com o CPLEX como otimizador.
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Com a finalidade de avaliar as fronteiras eficientes aproximadas obtidas através de HL,
decidimos gerar fronteiras eficientes exatas para as redes de 55 e 100 vértices. As
fronteiras exatas foram geradas utilizando o método das restri¢des, conforme descrito no
Apéndice. O agoritmo descrito no Apéndice foi também implementado utilizando
OPL-Studio/CPLEX.

O resumo dos resultados para as redes de 55 e 100 vértices sdo mostrados nas Tabelas 1 e 2.
Conforme ja observado, durante a execucdo de HL sdo geradas varias solugdes (NUm. sals.),
sendo as mesmas comparadas entre s para determinar quais solucfes sdo eficientes
(correspondendo a GEM=1). Resumos dos resultados obtidos com HL para os problemas de
150, 300 e 500 vértices sdo mostrados nas Tabelas 3, 4 e 5, respectivamente.

Em relagdo aos tempos computacionais, 0 tempo necessario para gerar a fronteira eficiente
exata através do método das restricles ja € bastante alto para as redes de 100 vértices (ver
Tabela 2), tornando-se proibitivo para redes maiores. Os tempos necessarios para gerar uma
aproximagdo da fronteira eficiente sdo baixos (inferiores a 3 minutos) para redes de até 150
vértices. Para as redes de 300 vértices o tempo médio foi de 631 segundos, com desvio
padréo de 100 segundos; para as de 500 vértices esses tempos foram de respectivamente
1723 e 357 segundos.

Nas Figuras 3 e 4 mostramos a fronteira eficiente (representada por O) obtida pelo método
das restricfes e parte das solugdes obtidas com HL, para quatro dos problemas-teste onde a
heuristica obteve os piores resultados (com a finalidade de enfatizar as diferencas que podem
exigtir entre a fronteira eficiente exata e uma fronteira aproximada). Para o conjunto de
solucBes obtidas por HL, representamos com (0) as solugdes eficientes (GEM=1) e com (x)
as solucBes ineficientes (GEM<1).

Tabela 1 — Resumo dos resultados para a rede 55 vértices de Swain (R;=6, T;=8, R,=10).

Problema  Método das Restrigoes (Exato) Heuristica Lagrangeana

Tempo total NUm. sols. Tempototal NUm. NUm. sols. Médiado
P (segs. CPU) eficientes (segs. CPU) sols. com GEM=1 GEM
1 0,1 1 10,5 3 1 0,9821
2 1 0,2 2 10,5 7 2 0,8822
3 0,3 2 12,3 6 2 0,9721
1 04 2 12,1 17 2 0,9653
2 5 11 4 11,6 14 4 0,9669
3 25 5 14,0 18 4 0,9708
4 1,6 4 16,3 18 4 0,9654
1 2,1 5 89 22 5 0,9675
2 2,6 7 10,2 21 7 0,9838
3 3 18 4 13,9 21 4 0,9733
4 2,0 4 16,0 24 4 0,9744
5 31 6 18,9 23 5 0,9695
6 31 8 18,8 26 5 0,9606
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Tabela 2 — Resumo dos resultados para a rede de 100 vértices de
Galvéo & ReVelle (Ri=40, T;=50, R,=60).

Problema Método das Restri¢des (Exato) Heuristica Lagrangeana
Tempo total NUm. sols. Tempototal NUm. NUm. sols. Médiado
P q (segs. CPU) eficientes (segs. CPU) sols. com GEM=1 GEM
10 59 10 51 28 10 0,9887
12 8 62 9 54 29 8 0,9899
14 58 8 56 42 8 0,9842
12 116 11 59 73 9 0,9842
14 10 106 8 60 46 7 0,9806
16 92 7 63 63 7 0,9811
14 234 10 72 78 9 0,9816
16 12 5738 8 71 87 7 0,9831
18 8167 7 61 85 6 0,9815
Tabela 3 — Resumo dos resultados para a rede de 150 vértices de
Galvao & ReVelle (R=40, T,=55, R,=60).
Problema Heuristica Lagrangeana
Tempototal NUm. NuUm.sols. Meédiado
P (segs. CPU) sols. comGEM=1  GEM
12 103 51 9 0,9868
14 10 110 64 8 0,9763
16 116 43 10 0,9843
14 103 83 13 0,9879
16 12 116 67 15 0,9870
18 120 96 12 0,9830
18 140 121 10 0,9800
20 16 149 142 11 0,9816
22 142 139 10 0,9826
Tabela 4 — Resumo dos resultados para a rede 300 vértices de Beasley.
Problema Heuristica L agrangeana
Tempototal NUm. Num.sols. Meédiado
P (segs. CPU) sols. comGEM=1  GEM
15 455 185 35 0,9926
20 15 512 214 30 0,9931
25 592 248 38 0,9916
20 601 253 30 0,9911
25 20 670 195 35 0,9914
30 733 174 33 0,9921
22 656 227 29 0,9924
25 22 713 208 28 0,9922
30 748 182 35 0,9932
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Tabela 5 — Resumo dos resultados para a rede 500 vértices de Beasley.

Problema Heuristica Lagrangeana

Tempo total NUm. NUm. sols. Meédiado

P q (segs. CPU) sols. comGEM=1  GEM
15 1272 130 23 0,0047
20 10 1355 141 27 0,9946
25 1442 177 24 0,9957
20 1579 186 20 0,9951
25 15 1691 157 23 0,9961
30 1707 202 19 0,9943
25 2040 228 28 0,9956
30 20 2163 222 25 0,9949
35 2250 228 30 0,9951

(n:55'p:3,q:2,Rl=6,T1:8,R2:1@

80
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75
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60

% Cab. nivel 2
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50 T T
80 81 82 83

% Cob. nivel 1

Figura 3a — Rede de 55 vértices: Fronteira eficiente obtida pelo método das restri¢es (O) e
por HL (0). Outras solugdes obtidas com HL sdo denotadas por (X).

(n=55, p=6, q=3, R,=6, T,=8, R,=10)

100
~ 80 BOx © x x O
T X X X
S 60
g O
o
R 40
20 ‘ ‘ X o
90 91 92 93 94
% Cob. nivel 1

Figura 3b — Rede de 55 vértices: Fronteira eficiente obtida pelo método das restri¢cdes (O) e
por HL (0). Outras solugdes obtidas com HL sdo denotadas por (X).
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(n=100, p=12, =10, R,=40, T ;=50, R,=60)
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Figura 4a — Rede de 100 vértices: Fronteira eficiente obtida pelo método das restri¢cdes (O) e
por HL (o). Outras solugdes obtidas com HL sdo denotadas por (X).

(n=100, p=14, q=12, R,=40, T ,=50, R,=60)
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Figura 4b — Rede de 100 vértices. Fronteira eficiente obtida pelo método das restri¢bes (O) e
por HL (0). Outras solugdes obtidas com HL sdo denotadas por (X).

6. Conclusdes

Neste artigo foi proposta uma metodologia para solucionar um problema combinatério
bi-objetivo, 0 BHCLP. Testes computacionais realizados com redes de até 100 vértices
indicaram a inviabilidade da obtencdo de fronteiras eficientes exatas para problemas de
maior porte, em virtude de tempos computacionais proibitivos. Foi proposta entdo a
determinacéo de fronteiras aproximadas, utilizando o método das ponderacoes.

Foram utilizadas solucbes geradas durante o processo de busca da solugdo 6tima do dual
lagrangeano para encontrar uma aproximacdo da fronteira eficiente do BHCLP, incluindo as
solucBes eficientes “suportadas’ e “ndo suportadas’. Resultados de testes computacionais,
realizados com redes de até 500 vértices, mostram que a metodologia utilizada pode gerar
uma aproximacao razoavel dafronteira eficiente parao BHCLP.
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Levando em conta que foram rodados 41 problemas paramétricos BHCLP(r) para a
determinacdo de cada fronteira eficiente aproximada, o custo computacional da metodologia
pode ser considerado relativamente baixo (média inferior a 30 minutos de CPU para as redes
de 500 vértices).
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Apéndice: Obtencéo de Fronteiras Eficientes Exatas através do M étodo das Restri¢des

Damos referéncia a formulagdio matemética do BHCLP, dada por (8)-(12) e (4)-(7).
Tipicamente, como em outros problemas bi-objetivo, os dois objetivos dados por (8) e (9)
estdo “em conflito”. Conforme ja mencionado, um dos métodos que pode ser utilizado para
obter uma boa solucdo de compromisso é o método das restrigdes (ver por exemplo Steuer,
1986). Neste método uma familia de problemas mono-objetivo é gerada removendo uma das
funcBes objetivo e adicionando-a ao conjunto de restricdes do problema, na forma de
restricdo adicional.

No caso do BHCLP removemos a fungdo objetivo (9) e a adicionamos ao conjunto de
restricdes, obtendo o seguinte problema paramétrico:
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(BHCLP(3))

V(BHCLP(5)) = Max{z fix +e) f,.wj} : (22)
jed jed

sujeito a (4)-(7), (10)-(12) e

PRAVETS (23)

jed

£>0 é um nimero pequeno e 6>0 um limite inferior paraafuncéo objetivo (9).
Para determinar afronteira eficiente exata utilizamos o seguinte procedimento:
Passo 0: Inicialize £=0,00001 e 5=0. Execute 0 Passo 1.
Passo 1: Resolva o problema (BHCLP(5)). Se o problema for vidvel va ao Passo 2,
caso contrério pare (afronteira eficiente ja esté determinada).

Passo 2: Faga 6 =) f,w +&, onde w; o valor 6timo dew; obtido no Passo 1. Volte
jed
aexecutar o Passo 1.
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