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Resumo

Neste trabalho sdo propostos dois modelos tipo DEA (Data Envelopment Analysis) em que um novo
input (ou um novo output) deve ser distribuido de maneira justa para todas as unidades (DMUs —
Decision Making Units) de uma corporagdo. Uma caracteristica interessante dos modelos propostos ¢é
que a forma dessa distribuigdo ¢ influenciada pelos valores dos inputs ja empregados e dos outputs ja
gerados em cada DMU. Os modelos foram construidos de acordo com o perfil geométrico da fronteira
CCR, podendo ter forma concava ou convexa conforme a natureza da variavel que se quer distribuir.
Mostramos que, sob essa hipotese de um formato geométrico especifico para a fronteira, torna-se simples
a distribuicdo do novo input (ou output) entre as varias DMUs, pois cada uma delas recebera a fracdo
do novo input (ou output) que a torne eficiente, for¢ando sua posigdo sobre a fronteira pré-determinada.

Palavras-chave: analise envoltoria de dados; soma constante de variaveis; fronteira eficiente.

Abstract

In this work we present two DEA (Data Envelopment Analysis) models in which a new input
(or output) is to be fairly assigned to all units (DMUs — Decision Making Units) of a corporation. An
interesting characteristic of those proposed models is that the way this distribution is influenced by both
inputs and outputs used in each DMU. The models were built in accordance with the geometric shape
of CCR frontier and they can be convex or concave, depending on the nature of the variables we intend
to share. We show that, under this assumption, it becomes relatively easy the distribution of a new
input (or output) among several DMU’s, considering that each DMU will receive the new input
(or output) fraction in order to become efficient, forcing its position on the specific frontier.

Keywords: data envelopment analysis; constant sum of variables; efficient frontier.
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1. Introducdo

A Analise Envoltoria de Dados (DEA — da sigla em inglés, Data Envelopment Analysis) é
uma ferramenta da estatistica ndo-paramétrica que avalia a eficiéncia de unidades tomadoras
de decisdo (DMUs, da sigla em inglés Decision Making Units), comparando entidades que
realizam tarefas similares e se diferenciam pela quantidade de recursos utilizados (inputs) e
de bens produzidos (outputs). DEA ¢é uma ferramenta adequada tanto para avaliar a eficiéncia
relativa das DMUs quanto para o estabelecimento de metas para DMUs consideradas ineficientes.
As DMUs sdo comparadas de acordo com o conceito de eficiéncia de Farrel (Farrel &
Fieldhouse, 1962), que consiste na razdo entre a soma ponderada dos outputs y e a soma
ponderada dos inputs x de cada DMU. As variaveis de decisdo sdo o vetor u, que representa os
pesos relacionados aos OUtPULS y, € o vetor v, que representa os pesos relacionados aos inputs x.

A primeira formulagdo DEA (Charnes €t al., 1978), que ficou conhecida como modelo CCR
(iniciais dos trés autores), supde retorno de escala constante, enquanto que a formulacdo
denominada BCC, mais recente (Banker €t al., 1984) supde retorno de escala variavel.

Enquanto os modelos classicos de DEA baseiam-se em liberdade na utilizagdo de inputs e na
produgdo de outputs, ha casos em que essa liberdade ndo existe (Gomes et al., 2001).
Suponhamos, por exemplo, um banco que pretende langar um novo produto (output) no
mercado e deseja distribuir para suas agéncias, da maneira mais justa possivel, metas
individuais que somam o valor constante estabelecido para toda a corporacgao.
Alternativamente, suponhamos um recurso disponivel (input), como um orgamento ou custo
fixo associado a um certo numero total de aeronaves, por exemplo, que uma forca aérea
pretende distribuir para seus diversos esquadrdes. E esse o foco de atengio deste trabalho.

Em relagdo a limitagdo na produgdo de outputs, Soares de Mello et al. (2001-b) e Lins et al.
(2003) propuseram modelos ilustrados com o caso dos jogos olimpicos, onde o output
medalhas conquistadas é representado por um indice que constitui uma variavel limitada por
ter uma soma constante para todas as DMUs. Neste enfoque, a melhora da posi¢do de
qualquer competidor implica necessariamente a piora do desempenho de alguns dos seus
adversarios. O modelo de Lins et al. (2003) sera brevemente revisto na se¢do 2, a seguir.

A pesquisa também ¢é recente quando o problema esta voltado para a limitagdo ou soma
constante dos valores de inputs. O artigo escrito por Cook & Kress (1999) foi o primeiro a
relacionar um problema de alocacdo de recursos (orgamento fixo, ou custos fixos, vistos
como inputs) com a metodologia DEA. A abordagem de Cook e Kress é baseada na idéia das
eficiéncias se manterem constantes. Sob essa hipotese, os autores concluem que no caso de
um problema em que ha apenas um input e um output, os recursos devem ser alocados a cada
DMU na mesma propor¢do do valor do input daquela DMU em relagdo a soma dos inputs de
todas as DMUs. A dbvia limitagdo desta abordagem ¢ que a alocagdo se faz baseada apenas
na quantidade de inputs. Dessa forma, DMUs com a mesma quantidade de inputsreceberio a
mesma fragdo de recursos, independentemente de produzirem quantidades diferentes de outputs.

Na mesma linha de alocagdo eficiente de variaveis, Wei et al. (2000) enfoca dois tipos
diferentes de aplicacdo do problema de otimizagdo inverso, utilizando DEA para estimagdo
de inputs e outputs. No primeiro, chamado de problema de previsdo, em um conjunto de
unidades de tomada de decisdo os inputs sdo aumentados até um valor qualquer, assumindo-
se que a respectiva DMU mantém a eficiéncia anterior. Dessa forma, o que se quer saber ¢
quantas unidades de outputs devem ser produzidas para termos a mesma eficiéncia. No
segundo tipo de problema, chamado de problema de alocagio de recursos, os outputs
precisam ser aumentados a um nivel previamente escolhido ¢ a eficiéncia da DMU se
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mantém constante. Desta forma, deseja-se saber quantos inputs devem ser acrescentados a
essa DMU de modo que se mantenha a mesma eficiéncia. J4& Yan et al. (2002) utiliza o
modelo DEA inverso para proporcionar aos tomadores de decisdo a possibilidade de
incorporar suas preferéncias sobre os inputs/outputs visando a alocagdo de recursos e analise
de producdo. Beasley (2003) foi outro autor que se preocupou em estudar DEA com soma
constante de recursos ou custos fixos ou designagdo de alvos. O modelo de Beasley (2003)
sera brevemente revisto na se¢ao 2, a seguir.

Neste trabalho propomos dois modelos tipo DEA baseados em varidveis limitadas ou de
soma constante nos quais a distribui¢do de um valor fixo de input ou de output especifico
para todas as DMUs pode ser influenciada pelos valores de inputs e de outputs de cada
DMU. Os modelos foram construidos de acordo com a escolha do lugar geométrico dos
pontos que formam a fronteira CCR. Nao afirmamos que nossas escolhas de lugares
geométricos sejam necessariamente as ideais, mas garantimos que elas respeitam as pro-
priedades de concavidade ou convexidade (conforme o caso) dessas fronteiras estabelecidas
na literatura (Cooper €t al., 2000). Mostramos que a adog¢do de um formato especifico da
fronteira torna relativamente simples o problema de distribuir de maneira justa, entre todas as
DMUs, um input ou um output que tenha uma meta global pré-estabelecida. A hipdtese
principal é a de que a distribui¢do justa é conseguida justamente quando todas as DMUs sdo
simultaneamente colocadas na fronteira estabelecida, i.e., todas elas se tornam eficientes.

Assumimos uma certa familiaridade do leitor com a metodologia DEA. Iniciantes neste
assunto sdo direcionados para Charnes & Cooper (1985) e Boussofiane et al. (1991). O
artigo estd organizado como mostrado a seguir. Na secdo 2 apresentamos alguns dos
principais modelos de varidveis limitadas ou de soma constante existentes na literatura. Na
secdo 3 apresentamos as nossas formulagdes e suas principais caracteristicas. Na se¢do 4
apresentamos algumas comparacdes de resultados da aplicacdo dos nossos modelos com
modelos da literatura. Conclusdes e propostas futuras sdo apresentadas na secao 5.

2. Revisao Bibliogréafica

Baseados na idéia da soma dos resultados constantes que envolvem as competi¢cdes olimpicas
estudada por Soares de Mello et al. (2001-b), ou seja, o numero de medalhas de uma
competicdo ¢ finito, constante ¢ pré-determinado, Lins et al. (2003) sugeriram um modelo
em que a diminui¢do de outputs de DMUs eficientes, e o conseqiiente deslocamento da
fronteira de eficiéncia, implica um aumento da eficiéncia de uma DMU, ndo eficiente, sendo
que a quantidade de outputs dessa DMU, mantém-se constante. Seguindo esse enfoque, os
autores criaram o Modelo de Ganho de Soma Zero (GSZ), que segue a formulacdo classica
do modelo do envelope DEA-BCC com orientagdo a outputs representada a seguir:

Max hg,

sa:

ijxj <X,

j

hpoyo < ijy'j (1)
]

Dh=1
j

2,20
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Como o modelo representado ¢ orientado a outputs, a nova eficiéncia da DMUj sera 1/hg,,
sendo y, € X, 0s respectivos valores de outputs e inputs para a DMUj e y;” os novos outputs
das DMUSs restantes considerando-se a perda de outputs devido ao ganho da DMUj,. Neste
modelo, o ganho da DMU, nédo se deve a um aumento de outputs em relagdo a fronteira
eficiente, e sim a maior aproximagao da fronteira em relagdo ao ponto em questdo. Ou seja, a
DMUj permanece a mesma, sendo que os OUtputsS que pertencem a fronteira sdo reduzidos de
maneira a aproximar mais a fronteira da DMU,, diminuindo a distidncia (chamada de alvo)
necessaria para que a DMU torne-se eficiente.

Os autores elaboraram duas estratégias para a redu¢do dos outputs. A primeira supde uma
igual reducdo para todas as DMUs, o que pode ocasionar DMUs com outputs negativos, o
que ndo é desejavel. Na segunda estratégia, a redugdo dos outputs ¢ proporcional ao nivel
inicial de outputs da DMU. Esse procedimento evita que uma DMU passe a ter output
negativo, pois quem tem menos OUtpUtS perde menos e assim sucessivamente, como mostra a
Figura 1, a seguir, que representa a nova fronteira gerada a partir desta estratégia. A linha
superior representa a fronteira do modelo cléssico; ja a linha inferior ilustra a nova fronteira,
considerando-se redugdo proporcional de outputs de todas as DMUs, excetuando-se a DMUj,
que ganha a soma das perdas para se tornar eficiente.

Com este modelo, os autores verificaram que os valores das eficiéncias por ele calculadas
sdo sempre maiores e os alvos sempre menores do que os encontrados no modelo DEA BCC
classico. Dessa forma, sempre vao existir alvos, ou seja, 0 modelo nunca vai diminuir a fronteira
de modo & DMU tornar-se eficiente. Isso por que os valores de A utilizados na formulacao
(1) sdo os mesmos do modelo classico, tornando-se restrigdes para um aumento mais
significativo nos indices de eficiéncia e uma conseqiiente diminui¢io dos valores dos alvos.

0

hroye=ALVO

o |

Figura 1 — Representagdo grafica da redugdo proporcional de outputs.

Uma restrigdo deste modelo ¢ que toda a sua formulagdo esta baseada na fronteira BCC com
apenas um output, ndo sendo possivel aplica-lo a problemas com mais de um output.

Beasley (2003) enfatizou a pouca quantidade de trabalhos publicados em DEA voltado a
alocagdo de recursos (também chamado por ele de custos fixos, ou ainda, designagdo de
alvos). Uma primeira observagéo interessante de Beasley ¢ a de que quando o interesse do
decisor esta voltado para a eficiéncia global da empresa, e ndo para as eficiéncias individuais
de setores, ha uma economia computacional muito grande na maximizagdo simultdnea da
eficiéncia média das DMUs como alternativa & maximiza¢do uma a uma, como ¢ feito nos
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modelos DEA classicos. Beasley mostra que o resultado é o mesmo nas duas formas de
analise. Esse novo enfoque de DEA ¢ mostrado na formulagdo a seguir, onde:
r =n° de outputs;

i =n°de inputs;

j =n°de DMUs avaliadas;

yyj = valor do output r em relagdo a DMU j;

x;j = valor do input i em relagdo a DMU j;

u; = peso do output r em relagdo a DMU j;

vij = peso do input i em relagdo a DMU j;

ejj = Eficiéncia Relativa da DMU j com os pesos da DMU j;

ej, = Eficiéncia Relativa da DMU q com os pesos da DMU j;

€ = constante de valor muito pequeno.

Malelejj /n

pu

sa

€ :(Zlurjyl’Q/;VijxiQJ

q=L..,n; j=L..,n 2)

i=1..,m; r=1,..,s
<e.<1l: 0<e. <l:u.>g v.>
O_eﬂ_l, O_eJq_l, U2 Ve

A contribuicdo mais relevante de Beasley (2003), entretanto, no contexto do presente
trabalho, foi a criacdo de um modelo tipo DEA de alocacdo de custos fixos que sofre
influéncia tanto dos inputs quanto dos outputs, suprindo a deficiéncia do modelo de Cook &
Kress (1999). No modelo Alocagdo de Custos Fixos (ACF) de Beasley, ha uma quantidade
fixa de custos representada por F, que deve ser distribuida entre as ¢ DMUs, sendo que a
parte do custo relativo a cada DMU ¢ representada por f;. Em sua concepgdo, Beasley
considerou que, para uma distribui¢@o de custos ser justa, seria necessario haver um conjunto
unico de pesos, representados por a e P, respectivamente para Outputs e inputs, que faria com
que todas as DMUs atingissem eficiéncia. A formulagao inicial é mostrada a seguir:

za’rYr/(fq +Zl3ixi) =1
r=1 i=1

2.6 =F 3)

q=1

fq >20; gq=1,...,n
o,,B;20; r=1,..,s; i=L..m

Onde:

F = quantidade total de custos fixos;
f; = custo de cada DMU q;

0, = peso unico para o output r;

B; = peso tnico para o input i.
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Como na formulagdo ha n+1 restrigdes e n+s+m incognitas, foi necessario um artificio para
assegurar a solugdo do problema. A solugdo encontrada foi a de inicialmente minimizar, um
a um, todos os f;, encontrando-se assim o valor minimo dito fym,» para cada DMU. Em
seguida adotou-se o procedimento inverso, ou seja, maximizagdo dos f; a fim de se obter, um
a um, 0s fym.x. Em seguida minimizou-se Pmax — Pmin (interpretados a seguir) conforme o
modelo representado abaixo:

Min pmax _pmin

sa:

pmax 2 (fq - fqmin )/(fqmax - fqmin )

Pmin < (fq - fqmin )/(fqmax - fqmin)

Prax > Pmin 20 (4)

Zaixi/(fq +Zb:[3ryr) =1
i=1 r=1

> f, =F

q=1

fq >0; q=1,...,n

o, e B, 20;i=1L...m; r=1,..,s

Dessa forma, se o valor da fung@o objetivo na solug@o desse problema de programagio linear
for igual a zero, teremos Puax = Pmin, qu€ implica (f4-fomin)/(Fymax-Tamin) = (§-fimin)/ (Fimax-Timin)s
para todo q € j. O caso Pmax # Pmin, Significa ndo ser possivel que ambas as condig¢des do caso
anterior acontegam de forma simultanea, sendo necessario que se abra mio de uma delas.

3. OsModelos Propostos

Os modelos que agora apresentamos, além de distribuirem outputs e inputs limitados (com
soma constante) de forma eficiente, consideram todas as variaveis (OUtpUts e inputs) atuantes
no problema.

3.1 Hipoteses

A literatura (Cooper €t al., 2000) constata que no caso de termos um problema com m inputs
e apenas um output, a fronteira DEA-CCR tem formato convexo. Coerentemente com essa
propriedade da fronteira, utilizamos como hipotese a existéncia de um lugar geométrico em
formato hiperbodlico, assegurando essa convexidade. A partir desse pressuposto, temos a
intengdo de averiguar quais seriam as conseqiiéncias da adogdo dessa representagdo
geométrica sem a preocupagdo de provar que a mesma seja a 6tima.

Analogamente, para a distribui¢do de inputs propomos um modelo com a fronteira DEA em
formato esférico, assegurando a concavidade da fronteira constatada para casos em que
participam do problema s outputs e apenas um input (Cooper et al., 2000).

Antes de enunciarmos os modelos propriamente ditos, cabem alguma consideragdes acerca
das hipoteses que nortearam o estudo: O formato geométrico das fronteiras foi baseado nas
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representagdes CCR tridimensionais para dois inputs e um output (Soares de Mello et al.,
2001-a) e (Cooper €t al., 2000) e para dois outputs e um input (Cooper €t al., 2000). E sabido
que se uma unidade ¢é eficiente quando empregamos um modelo CCR também o é quando
empregamos um modelo BCC (Charnes et al., 1994). Apesar disso, a utilizagdo dos modelos
CCR propostos em casos em que um modelo BCC talvez fosse mais recomendavel pode
penalizar as DMUs localizadas nas extremidades da fronteira, com o estabelecimento de
metas superiores as metas que seriam razoaveis para essas mesmas DMUs. Assim, pelo fato
do formato das fronteiras propostas neste trabalho representarem um modelo CCR, as DMUs
analisadas devem possuir valores de inputs ou outputs com ordens de grandezas semelhantes.
Caso contrario, a distribui¢cao das variaveis podera acarretar uma distorgdo inerente ao caso em
que talvez fosse mais recomendavel a utilizagdo de um modelo com retorno de escala variavel.
Finalmente, ndo consideramos a possibilidade de restri¢ao nos pesos (Allen et al., 1997), sendo
permitido para cada DMU escolher, em completa liberdade, os pesos para cada input ou output.

3.2 O Modelo de Fronteira Hiperbdlica (MFH)

A fronteira de eficiéncia CCR neste modelo é, por hipotese, de formato hiperbdlico, pois
estamos relacionando inputs com um output constante My a ser distribuido a todas as DMUs.
Nesse caso, a fronteira é sabidamente convexa e a hipérbole representa essa convexidade. No
MFH procuramos, dentre uma familia de hipérboles que representam diferentes possiveis
fronteiras de eficiéncia, aquela que ira satisfazer a condi¢do de posicionar todas as DMUs j
sobre a mesma hipérbole, assegurando, simultaneamente, que a soma dos valores de M; seja
igual a meta total Mr.

A Figura 2 ilustra o conceito para o caso em que hd apenas dois inputs. Nela estdo
representadas as radiais ou retas caminho sobre as quais as DMUs (que sdo representadas
pelos pontos) se movimentam conforme variem os valores do output M; a ser distribuido a
cada DMU. Na figura, os inputs reais de cada DMU estio escalonados, i.e., divididos pelo
maior valor de input existente em cada um dos eixos. A razido desse escalonamento sera
discutida adiante. O que buscamos sdo os valores de outputs M; que formem um lugar
geométrico correspondente a uma hipérbole e que somados resultem na meta total My, pré-
estabelecida, que se deseja distribuir. Os dados da Figura 2, de carater meramente ilustrativo,
foram retirados de Kozyreff (2002).

1,04 "

8
I 0,84
=
9
6 064 RADIAIS (RETAS CAMINHO)
@ .
~ ,l" I ,..m .
b . . -
]
ao
4
X -
T T T
06 08 10

INPUT 1 ESCALONADO

Figura 2 — Representagio das radiais no MFH.
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Como veremos nas formulagdes a seguir, além de alocar para as DMUs um output total
baseado nos inputs existentes, 0 MFH também pode levar em conta a influéncia de outros
outputs eventualmente gerados em cada DMU. O principio é o mesmo, i.e., buscamos, dentre
uma familia de hipérboles, aquela que ira satisfazer a condigdo de posicionar todas as DMUs
sobre a fronteira de eficiéncia, de maneira que a soma das M; seja igual 4 meta total Mr.

Iniciamos a formulagdo considerando o caso em que cada DMU tem apenas dois inputs, s
outputs e ha um novo output a ser distribuido entre elas cuja soma ¢ igual a Mr. S@o
definidas as seguintes variaveis:

x5 € o valor do input 1 da DMU j;

X, ¢ o valor do input 2 da DMU j;

a; € o valor maximo do input 1;

a, € o valor maximo do input 2;

M- ¢ a meta total para o grupo de DMUs;

M; ¢é o valor de output de cada DMU, a ser calculado;
yii € o valor do output k da DMU j, k=1,2,...,s;

by € o maior valor de cada output k.

O denominador da coordenada de cada eixo tera o valor da meta M; mais o somatério de todos
0s S outputs escalonados relativos 8 DMU; . O escalonamento assegura a adimensionalizagio
e permite que haja um critério de propor¢do quando lidamos com variaveis de diferentes
dimensdes.

Como visto, no MFH apenas um output ¢ distribuido (M;), sendo que os demais outputs sdo
dados e influenciam na distribuigdo deste. Para dois inputs, temos:

1 X ) . .
Vy'= —Syi ¢ o valor da coordenada do eixo 1 (abscissa) das DMUs j;
|
(M;+3 %)
k=1 Dk
, 1 X5 | . . .
Vo' = —“Ya_ ¢ o valor da coordenada do eixo 2 (ordenada) das DMUs j;
M+ =) ™
i1 by

A hipérbole caracterizada pela constante C, centrada no ponto (0,0), ja que zero é considerado
o valor minimo de input/output a ser representado, contera todos os pontos y;* (i=1,2) com a
condigdo de que:

1/2

o 1 Xy 1 X2 1 X)Xy o Yig
S e M s ) 2, ©

(MJ+27J) 1 (MJ+27J) 2 1°92 k=1 Yk

k=1 bk k=1 bk
., | Z(le'XZj)]/z hsy

M, =>M =M, =— - SN 6
T JZ::; J T C1/2 (31-32)”2 ;; bk ( )
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1 j=1 k=1

C1/2 - n 1
Z(xlj'XZj)
j=1

M, +ii%).(al.az)”2
_ K

De (5) e (7), temos que:

(M, +ii&)-(xu'x2j)”2

M. = j=1 k=1 by _ Z Vi
! N 1/2 k1 by
Z(le'XZj)
j=1

(7

®)

A representacdo da fronteira CCR do modelo MFH para dois inputs e (s + 1) outputs esta
representada na Figura 3. Os (s + 1) outputs equivalem aos s outputs que influenciam na
distribui¢do de Mt mais a meta M;, incognita do problema. Os dados da figura, de carater

meramente ilustrativo, foram retirados de Kozyreff (2002).

0,050 - FRONTEIRA CCR - 2 INPUTS E (s+1) OUTPUTS
0,045:
0,040:
0,035:
0,030:
0,025:
0,020—-
0,015:

0,010 4

INPUT 2 ESC / (META + SOMA DE OUTPUTS ESC)

T T T T T
0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07
INPUT 1 ESC/ (META + SOMA DE OUTPUTS ESC)

Figura 3 — Representagio grafica da fronteira hiperbolica do MFH.

Avellar (2004) generalizou o problema de distribui¢do de metas M; em presenga de s outputs

e m inputs, obtendo:

nos ) m 1/m
My + ZZ?)(H Xijj .
M. = -

j=1 k=1 Ok i=1

j i(ﬁ ]I/m i~ bk
Xij

j=1 Ui=1

)
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3.3 O Modelo deFronteira Esférica (MFE)

Da mesma forma que desenvolvemos o modelo hiperbodlico para distribui¢do de uma meta de
output, podemos desenvolver, utilizando o método inverso, um modelo para distribuigdo de
inputs. Nesse caso o formato da fronteira CCR é sabidamente concavo (Cooper €t al., 2000).

No MFE procuramos, dentre uma familia de segmentos de circunferéncias centradas na
origem, aquela que ird satisfazer a condi¢do de posicionar todos os custos ou inputs f; de
maneira que sua soma seja igual ao custo total F. No MFE o denominador da coordenada de
cada eixo tera o valor do custo f; mais o somatorio de todos os m inputs escalonados relativos
aquela DMU;.

Iniciamos a formulag@o considerando o caso em que cada DMU tem apenas dois outputs,
minputs e ha um novo input a ser distribuido entre elas cuja soma é igual a F. Para
encontrarmos o valor do raio R que caracteriza essa fronteira, definimos as seguintes
variaveis:

yij € o valor do output 1 da DMU j;

y»i € o valor do output 2 da DMU j;

b; é o valor maximo do output 1;

b, é o valor maximo do output 2;

Xij € o valor do input k na unidade j, k=1,2,...,m;

a, € o maior valor de cada input k;

F € o custo fixo total para o grupo de DMUs;

fj € o valor do custo fixo de cada DMU a ser calculado.

Temos que:
1 i . . .
®;'= T }l;” ¢ o valor da coordenada do eixo 1 (abscissa) das DMUs j;
kj 1
fi+2 2
k=1 “k
Py’ = N . % ¢ o valor da coordenada do eixo 2 (ordenada) das DMUs s j;
m oy .
£y =4 7
k=1 g

A circunferéncia de raio R conterd todos os pontos ¢;;” com a condi¢do de que:
2 n2 2
R™=(¢;;) +(9y)" =

(10)

(11
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0,07 FRONTEIRA CCR PARA 2 OUTPUTS E (m+1) INPUTS

0,06

0,05

0,04 4

0,03

0,02 H

0,014

T T T T T T T T T T
0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07
OUTPUT 1 ESC/ (CUSTO + SOMA INPUTS ESC)

OUTPUT 2 ESC/ (CUSTO + SOMA INPUTS ESC)

Figura 4 — Ilustragdo da fronteira esférica do MFE.

A representagdo da fronteira CCR do modelo para dois outputs e (m+ 1) inputs esta
representada na Figura 4. Devemos observar que os (m + 1) inputs equivalem aos m inputs
que influenciam na distribuicdo de F mais o custo fj, incognita do problema. Os dados
representados na figura a seguir, de carater meramente ilustrativo, foram retirados de Cooper
et al. (2000).

A generalizagdo do modelo para s outputs e m inputs para a distribuicdo de f; entre as n
DMUs, obtida por Avellar (2004), ¢ a seguinte:

m nxk_]

F _ N
L ER
n S ﬁz
5% ()

r=1 r

= (12)

4. Resultados Envolvendo Modelos com Soma Constante de Variaveis
4.1 Umailustracédo de alocacdo de um output

As eficiéncias e os resultados apresentados a seguir foram calculadas pelos softwares
LINDO/PC —release 6.1, de 09/10/2000 ¢ EMS — versao 1.3, de 15/08/2000.

Consideramos um problema de distribuicdo de outputs com soma constante, levando em
conta a existéncia de dois inputs. Utilizando primeiramente o Modelo DEA Classico para,
em seguida, comparar os resultados obtidos com os resultados dos modelos GSZ e MFH.

Como iremos manter os iNPUts constantes, variando os outputs em busca de uma maior
eficiéncia, utilizaremos a formulagdo DEA orientada a outputs, utilizando-se formulagdes
BCC para o modelo GSZ e CCR para o modelo MFH. Os dados numéricos a serem
simulados foram retirados de (Gomes et al., 2001) e estdo apresentados na Tabela 1.
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Tabela 1 — Dados para comparagio entre os modelos GSZ e MFH.

DMU Input 1 Input 2 Output Eflcgnégg ?CEEA

A 163,7 1039,0 738,0 11,0%

B 18,3 362,0 4244.6 100,0%
C 271,8 7783,0 7405,4 100,0%
D 147,7 631,0 6644 100,0%
E 9,9 141,0 107,6 4,8%

F 0,3 5,0 169,2 100,0%
G 11,1 22,0 2237,8 100,0%
H 0,3 4,4 53,8 100,0%

SOMA DOSOUTPUTS 21600,4

Na Tabela 2 mostramos os resultados de eficiéncia obtidas com o uso dos modelos GSZ
e MFH.

Os valores dos outputs GSZ das DMUs A ¢ E s@o mantidos constantes em relagdo aos
outputs originais do problema porém, como pelo método GSZ a fronteira recua (Gomes
etal., 2001), a perda dos outputs das DMUs B,C,D,F e G com esse recuo ¢ compensada com
a soma dos valores 14424 e 201,0 aos outputs das DMUs A e E, respectivamente, como se
v€ na Tabela 2. Analisando os dados da mesma tabela observamos que o modelo MFH, que
posiciona as DMUs em uma fronteira de formato forgosamente hiperbolico, garante
eficiéncia maxima para todas as DMUs, ao contrario dos modelos GSZ ¢ DEA Classico
(Tabela 1). Isso acontece mesmo utilizando-se a formulagdo CCR, lembrando que uma vez
que uma unidade ¢ eficiente no modelo CCR, obrigatoriamente ela o sera no modelo BCC
(Cooper et al., 2000). Ha que se considerar, todavia, que os dados de inputs deste problema
apresentam uma variagdo muito grande, possivelmente aconselhando a utilizacdo de um
modelo BCC, e ndo CCR, para esse conjunto especifico de pontos.

Tabela 2 — Resultado da comparagio entre os modelos GSZ e MFH.

DMU OL_Jtput Output Eficiéncia Output Eficiéncia

Original Gsz BCC Gz MFH CCR MFH
A 738,0 (738,0+1442,4) 14,0% 3858,2 100,0%
B 4244.6 41044 100,0% 761,4 100,0%
C 7405,4 73152 100,0% 13606,8 100,0%
D 6644 5291,8 100,0% 2856,0 100,0%
E 107,6 (107,6+201,0) 5,3% 349,5 100,0%
F 169,2 163,8 100,0% 11,5 100,0%
G 22378 2182,4 100,0% 146,2 100,0%
H 53,8 53,8 100,0% 10,7 100,0%
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O grafico da Figura 5, a seguir, ilustra a distribuicdo dos pontos pelo modelo MFH, que
utiliza por hipotese o lugar geométrico de formato hiperbdlico.

MODELO MFH

0,00008

0,00007 -

0,00006 - .

0,00005 - .Q

0,00004 - .

0,00003 - “e.

0,00002 - T

0,00001 -
0 : :

0 0,0001 0,0002 0,0003
INPUT 1 ESC / OUTPUT

INPUT 2 ESC / OUTPUT

Figura 5 — Representagio da fronteira hiperbolica do modelo MFH.

4.2 Umailustracdo de alocagdo de um input

Ja no caso de um problema de alocagao de inputs, que chamaremos de custos, no qual sdo
levados em conta tanto outputs quanto inputs na distribui¢ao, fizemos uma simulagdo
comparando os modelos MFE, ACF e o modelo de Cook & Kress (1999). Devemos observar
que o modelo MFE supde como hipdtese, a exemplo do modelo hiperbdlico, que a massa de
dados tenha ordens de grandeza aproximadas a fim de que a metodologia DEA-CCR
(que supde retorno de escala constante) seja corretamente utilizada. Os dados numéricos a
serem simulados foram retirados de Beasley (2003) e estdo ilustrados na Tabela 3. Pela
caracteristica da massa de dados dessa simulagdo, observamos que a utilizagdo de um
modelo DEA-CCR nesse caso ¢ adequada.

Observando na Tabela 3 os dados referentes aos pares de DMUs 9 e 11 ¢ 10 ¢ 12, podemos
notar que os mesmos se diferenciam somente em relagdo aos outputs, sendo seus inputs
exatamente os mesmos. Como comentamos anteriormente, tanto o MFE quanto o ACF de
Beasley (2003) sdo sensiveis a esta diferenga. Logo, ¢ de se esperar que os custos alocados
para essas DMUs sejam influenciados pelos valores distintos de outputs. Ja& o modelo
proposto por Cook & Kress (1999) ndo responde da mesma maneira, pois distribui custos
influenciado somente pelos inputs envolvidos. Dessa forma, para Cook & Kress (1999), a
distribui¢do ¢ idéntica, tanto para as DMUs 9 e 11, quanto para 10 e 12.

Os resultados obtidos para as doze DMUs avaliadas, utilizando-se os modelos MFE,
ACF de Beasley (2003) e o proposto por Cook & Kress (1999), estdo representados na
Tabela 4.
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Tabela 3 — Dados para comparagdo entre os modelos de alocagdo de custos.

DMU OUTPUT1 OUTPUT2 INPUT1 INPUT2 INPUT3

1 67 751 350 39 9
2 73 611 298 26 8
3 75 584 422 31 7
4 70 665 281 16 9
5 75 445 301 16 6
6 83 1070 360 29 17
7 72 457 540 18 10
8 78 590 276 33 5
9 75 1074 323 25 5
10 74 1072 444 64 6
11 25 350 323 25 5
12 104 1199 444 64 6

Tabela 4 — Resultados da comparagio entre os modelos de alocagdo de custos.

DADOS OBTIDOS mpg  ACF-Beadey  Cook eKress

(2003) (1999)

f, 7,79 6,78 14,52
f, 7,84 7,21 6,74
f, 7,62 6,83 9,32
f, 8,02 8,47 5,60
f, 7,35 7,08 5,79
f, 10,46 10,06 8,15
f, 6,45 5,0 8,86
f 8,26 7,74 6,26
f, 10,78 15,11 7,31
fio 9,81 10,08 10,08
f, 2,69 1,58 7,31
fis 12,93 13,97 10,08
TOTAL 100,0 100,0 100,0

Analisando agora apenas os modelos MFE e ACF, para uma distribuicdo de custos com
atribuicdo de pesos unica para os inputs e outputs, podemos reparar na Tabela 4 que os
valores obtidos pelos dois modelos estdo semelhantes, apesar da formulagdo utilizada nos
modelos ser bem distinta.

Um fato a mais a ser observado ¢ a distribuicdo tnica de pesos obtida pelos dois modelos.
Como enfatizado por Beasley (2003), para uma distribui¢ao de custos ser justa, segundo o autor,
seria necessario haver um conjunto Uinico de pesos (representados por a e f3, respectivamente
para outputs e inputs) que faria com que todas as DMUs atingissem eficiéncia 1 (ou 100%).
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Tabela 5 — Comparagdo da distribui¢do dos pesos nos modelos ACF e MFE.

Pesos ACF MFE
o 0,071468 0,080257
o) 0,013748 0,005635
Bi 0,000000 0,001755
B2 0,115608 0,015385
Bs 0,425193 0,067538

O que ocorre ¢ que na distribuicdo de pesos mostrada na Tabela 5 o peso B;, referente ao
output 1, tem valor zero no modelo ACF, ou seja, o output 1 nido tem influéncia na
distribui¢do de custos. Além da inconveniéncia 6bvia dessa alocagdo, pois isso implica a
desconsideragdo dessa variavel, isso contraria a argumentagio inicial que justifica a adoggo
de um peso Unico para todas as DMUs pois, a partir do momento em que uma variavel ¢é
excluida, a distribui¢do passa a ndo ser mais justa. JA o modelo MFE mostrou maior
coeréncia com a idéia de adog@o de um peso unico, pois todos os a e B apresentam valores
diferentes de zero, como era de se esperar, dada a natureza do modelo.

5. Consideracdes Finais

Este trabalho propds a utilizagdo de modelos CCR de soma constante para a distribuigdo de
inputs e outputs de modo a tornar as DMUs em questdo DEA-eficientes. Os modelos
propostos tiveram sua formulagdo baseada no perfil geométrico da fronteira DEA-CCR
existente na literatura, podendo ser de formato hiperbdlico ou esférico, dependendo da
natureza das variaveis que se deseja distribuir. Foram realizadas compara¢des com modelos
de soma constante j& existentes na literatura, chegando-se a conclusdo que os modelos aqui
desenvolvidos sdo consistentes se aplicados a DMUs com ordens de grandeza de
inputs/outputs semelhantes. Em contra-partida, os mesmos sdo limitados quando utilizados
em problemas nos quais o uso de uma formulagdo com caracteristicas de retorno de escala
variavel é mais adequada, pois nesse caso ocorre um super(sub)dimensionamento dos
outputs (inputs) das unidades extremas, sendo que muitas vezes esses valores podem estar
fora da realidade das DMUs envolvidas. Quando da formula¢do dos dois modelos ndo foi
considerada a possibilidade de restrigdo nos pesos, sendo permitido para cada DMU
escolher, em completa liberdade, os pesos para cada input/output, seguindo o formato
original de DEA. Assim, trabalhos futuros podem ser desenvolvidos focalizando uma
distribui¢do de inputs ou outputs com soma constante e com restrigdes de pesos ativa.
Pesquisas também serdo necessarias com o objetivo de se criar modelos BCC, que modelem
DMUs com caracteristicas de retorno de escala variavel, suprindo as limita¢cdes dos modelos
até aqui desenvolvidos. Cabe ressaltar ainda, que neste trabalho foram pressupostos, como
hipoteses, lugares geométricos ja conhecidos, na tentativa de simulagdo de fronteiras de
formato concavo e convexo ja existentes na literatura. Pesquisas podem ser realizadas no
sentido de se estudar as propriedades dessas formas funcionais mais adequadas a constatagio
teorica existente.
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