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Resumo

Neste artigo estudamos o problema de otimizagdo linear canalizado (restri¢des e variaveis canalizadas,
chamado formato geral) e desenvolvemos métodos do tipo dual simplex explorando o problema dual, o
qual ¢ linear por partes, num certo sentido ndo-linear. Vérias alternativas de busca unidimensional
foram examinadas. Experimentos computacionais revelam que a busca unidimensional exata na direcéo
dual simplex apresenta melhor desempenho.

Palavras-chave: otimizagao linear; otimizagdo linear por partes; método dual simplex.

Abstract

In this paper we study the linear optimization problem lower and upper constrained (i.e., there are
lower and upper bounds on constraints and variables) and develop dual simplex methods that explore
the dual problem, which is piecewise linear, in some sense nonlinear. Different one-dimensional
searches were examined. Computational experiments showed that the exact one-dimensional search in
the dual simplex direction has the best performance.

Keywords: linear optimization; linear piecewise optimization; simplex dual method.
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1. Introducio

O classico problema de otimizagdo linear (formato padrao):
Minimizar f(x)=¢'x
Sujeitoa: Ax=b (1.1)
x>0,

em que A ¢é uma matriz mxn, foi formalizado por George B. Dantzig em 1947 que, em
seguida, desenvolveu também o método primal simplex para resolvé-lo. Desde entdo, um
numero grande de pesquisadores tém contribuido para o campo da otimizagdo linear de
diferentes maneiras, seja incluindo desenvolvimentos tedricos e computacionais, seja
encontrando novas aplicagdes praticas.

Logo apds a publicacdo do método primal simplex de Dantzig (1951), sua versdo dual surgiu
com Lemke (1954), que consiste numa especializagdo do método primal simplex para o
problema dual:

Maximizar @(A)=b"A
Sujeitoa: A"A<c. (1.2)

Segundo Maros (2003), o método dual simplex tem atraido consideravel interesse, devido a
importante aplicagdo nos métodos de otimizacao linear inteiro misto, os quais resolvem uma
seqiiéncia de problemas de otimizagdo linear, com caracteristica de que uma solugdo béasica
dual factivel de boa qualidade é sempre disponivel para o problema seguinte da seqiiéncia.
Segundo Bixby (2001), testes computacionais mostram que o desempenho do método dual
simplex pode ser superior ao método primal simplex.

E importante observar que a evolugio das implementagdes computacionais dos resolvedores
lineares teve um papel fundamental no progresso da Otimizagdo Linear. Um exemplo disto ¢
o pacote CPLEX, que vem sendo melhorado desde sua primeira versdo langada em 1988.
Bixby (2001) relatou que a implementagdo do método dual simplex, na primeira versdo do
pacote CPLEX 1.0 rodado numa esta¢ao de trabalho UltraSparc de 300 MHz, resolvia um
problema de 16223 restri¢des e 28568 varidveis, com 88340 elementos ndo nulos em 1217.4
segundos e, 0 mesmo método na ultima versdo CPLEX 7.1 na mesma maquina, resolvia o
mesmo problema em 22.6 segundos. Ou seja, um mesmo método pode se tornar 50 vezes
mais rapido dependendo de sua implementa¢do. Vale observar que esta relacdo de
desempenho também foi obtida por Karmarkar (1984), que afirmou que o método de pontos
interiores era 50 vezes mais rapido do que o método simplex. Obviamente, estruturas de
dados adequadas sdao fundamentais para um bom desempenho de uma implementagdo
computacional. A despeito disto, um mesmo método pode permitir um niimero grande de
variantes, com desempenhos bastante diversos, como por exemplo, a regra de Dantizg
normalizada (conhecida na literatura de lingua inglesa por ‘steepest edge rule’. Veja Forrest
& Goldfarb, 1992).

O objetivo principal deste trabalho consiste em desenvolver métodos tipo dual simplex para
um formato geral de problemas de otimizagdo linear (assim chamado em Vanderbei, 1997, o
qual chamamos problemas canalizados) explorando o problema dual linear por partes
(em certo sentido, ndo-linear), com buscas unidimensionais, exatas ¢ inexatas. Em Vanderbei
(1997), um método dual simplex para esta classe de problemas foi apresentado, baseado em
tableau-simplex, em que se explorasse a natureza linear por partes do problema dual. Em
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trabalhos futuros examinaremos o efeito da regra de Dantizg normalizada e certas estruturas
de dados, para problemas esparsos de médio e grande porte.

A maioria dos problemas praticos de otimizagdo linear incluem diversos tipos de restrigdes
(limitantes inferiores e/ou superiores, igualdades, variaveis livres, etc.). Para resolver esses
problemas, necessita-se de uma versdo do algoritmo dual simplex que possa tratar todos os
tipos de restrigdes eficientemente (Maros, 2003). Este trabalho, apresenta o algoritmo dual
simplex especializado em resolver problemas canalizados, baseado na caracteristica da
fungdo dual simplex, que € linear por partes. A principal caracteristica deste método ¢ que
em uma iteragdo ele pode fazer um progresso equivalente a muitas iteragdes do dual simplex
padrao.

O artigo esta organizado da seguinte forma: Na se¢do 2 relatamos sobre a eficiéncia e a
complexidade computacional do método simplex, na se¢do 3 é descrito o algoritmo dual
simplex linear por partes (Arenales, 1984), e na secdo 4 descrevemos algumas modificagdes
para busca unidimensional utilizada no algoritmo. A secdo 5 apresenta os primeiros
experimentos computacionais. Finalmente na segdo 6, temos as conclusdes.

2. A Eficiéncia e a Complexidade Computacional do Método Simplex

A cada iteragdo do algoritmo simplex, a tarefa mais importante consiste na resolu¢do dos
sistemas bésicos, que pode ser feito em O(m’) operagdes elementares. Assim, o esforgo
necessario para resolver (1.1), pelo algoritmo simplex pode ser medido pelo numero de
iteracoes.

A questdo da eficiéncia do método simplex sempre foi tema de pesquisa desde a sua
publicagdo. No inicio, a convergéncia finita do método, garantida com regras que evitassem
ciclos (repetigdes indefinidas de uma solugdo basica), era suficiente para os pesquisadores,
mesmo que o nimero maximo de iteragdes pudesse ser muito grande. Um conjunto de
relatos (a maioria informal e ndo publicado) sobre sua eficiéncia computacional para se
resolver problemas praticos ou gerados de forma aleatoria formou o chamado folclore do
método simplex, o qual afirma que, na pratica, o nimero de iteragdes requeridas ¢ um
polindmio de grau baixo em m (nimero de restrigdes). Veja Shamir (1987) para uma
revisdo deste folclore. Sousa (2000) realizou um estudo computacional para o problema de
corte de pegas em estoque, que envolve milhares de variaveis, e observou que o numero de
iteragdes é da ordem de m”, fornecendo uma classe de problemas praticos que reforga o
folclore simplex.

A experiéncia computacional com um nimero grande de problemas resolvidos em varios
anos (Dantzig, 1963; Murty, 1983; Shamir, 1987; Bazaraa et al., 1992) indicou que o numero
médio de iteragdes ¢ uma fungdo linear de m, que parece ser menor do que 3m.

No entanto, Klee & Minty (1972) apresentaram um exemplar, para o qual o método simplex
com o critério de Dantzig para escolha da variavel a entrar na base (i.e., menor custo
relativo) necessita de 2" — 1 iteragdes (onde n é o nimero de variaveis), percorrendo todos os
vértices da regido factivel do problema, a qual ¢ definida como uma distor¢ao do hipercubo
m-dimensional e tem 2" vértices. Assim, o algoritmo simplex ndo pertence a classe de
algoritmos com tempo polinomial. Variagdes do método simplex, mais tarde, também se
mostraram ineficientes, do ponto de vista do estudo do pior caso, necessitando um nimero
exponencial de iteracdes (Bertsimas & Tsitsiklis, 1997).
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Portanto, a questdo continua aberta quanto a possibilidade da constru¢do de um método do
tipo simplex que seja polinomial, ou a prova definitiva de que é impossivel construir um
algoritmo do tipo simplex com complexidade polinomial. Segundo Shamir (1987), Terlaky
& Zhang (1993) esta é a questdo aberta mais desafiante na teoria da otimizagao linear.

Um resultado interessante foi provado recentemente por Fukuda & Terlaky (1998). Eles
provaram que partindo de qualquer base, existe uma seqiiéncia pequena de pivos contendo
no maximo »n passos, levando a base 6tima. Este resultado indica que algoritmos polinomial
podem existir.

3. O Problema de Otimizac¢ao Linear com Restricoes Canalizadas

A classe de problemas de otimizagdo linear com restrigdes canalizadas ¢ de grande interesse
pratico, pois representa varios problemas reais, tais como problemas de mistura,
planejamento, etc., cujas restrigdes, ou parte delas, sdo definidas por limitantes tanto
superiores como inferiores, decorrentes de tolerancias de especificacdes técnicas, demanda, etc.

3.1 O problema primal

O problema de otimizacdo linear com restri¢des canalizadas (ou, formato geral, conforme
Vanderbei, 1997) ¢ definido por:

Minimizar f(x)=¢'x
Sujeitoa: d<Ax<e, 3.1
emque Ae R"";d, e e R" comd;<e; i=1,.,m;¢, x € R".

Suporemos, que posto (A) = n, isto é, suas colunas formam um conjunto de vetores de R"

linearmente independente. A dependéncia linear indicaria casos triviais de inexisténcia de

solugdes otimas (f(x)— -co, admitindo-se que o problema seja factivel), ou que o problema

independe da varidvel cuja coluna é combinagdo linear das demais. Para ver isto, suponha
n-1

que a n-ésima coluna seja combinagdo linear das demais: a, :Z)/jaj . Considere a matriz
j=1

elementar

1 N

1 _}/n—l
1

Note que a matriz AE tem as n-/ primeiras colunas iguais a matriz A e a ultima coluna nula.
Assim, considerando a identidade: Ax = (AE)(E'x) e, com a mudanga de variavel y=E'x, as
restricdes em (3.1) independem de y,. Com esta mudanga de variavel, a fungdo objetivo

f(x)=c¢'x =(c'E)y tem a coordenada de y, dada por: —Z:: 7;¢;+¢, , que se for nula,

entdo y, pode assumir qualquer valor em toda solugdo Otima, ou se for ndo nula, entdo
f(x)—> -c0. Como x, =Yy,, podemos concluir que o problema ou ndo tem solucdo 6tima, ou
independe da variavel x,,.

352 Pesquisa Operacional, v.25, n.3, p.349-382, Setembro a Dezembro de 2005



Sousa, Silva & Arenales - Métodos do tipo dual simplex para problemas de otimizago linear canalizados

Observe que o problema (3.1) contempla restrigdes que tipicamente ocorrem na pratica,
como por exemplo a condicdo de ndo negatividade ou a canalizagdo das varidveis..
Consideramos, sem perda de generalidade, que as variaveis sejam canalizadas, isto €,
existam restrigdes do tipo: d;<x;<e;, de modo que a matriz A contém uma matriz identidade
nxn e, portanto, posto(A)=n. Observe também que restri¢des de igualdade sdo representadas
no formato geral (3.1) por: d; = e;.

O problema (3.1) pode ainda ser rescrito no formato padrdo (com variaveis canalizadas), por
se definir y = Ax, entdo (3.1) ¢ equivalente a:

Minimizar f(x) =¢'x
Sujeitoa: Ax—-y=0 (3.2)
d<y<e.

O formato equivalente (3.2) serd empregado na construgdo do problema dual lagrangiano.

3.2 O problema dual

Podemos determinar o problema dual de (3.1) usando o problema equivalente (3.2). Para
isto, definimos a fun¢@o lagrangiana:

L(x,y,A) =¢'x +A"(y — Ax) 3.3)
L(x,y,A) =(c"-ATA)x + ATy, AeR™
Considere o problema langrangiano:

h(d) =min, ,L(x,y,4), d<y<e. (3.4)
Segue diretamente da definicdo de (3.4) a classica desigualdade: f(x) > h(A), para todo x
factivel e para todo AeR"™. Ou seja, h(A) fornece um limitante inferior para f(x). Esta

desigualdade motiva para o chamado problema dual lagrangiano, ou simplesmente
problema dual, que consiste em determinar o melhor limitante inferior:

Maximizar h(A), AeR".

Note que A qualquer, como definido até agora, pode levar a limitantes inferiores triviais e

sem interesse, isto é: h(A) = —oo. Assim, restringimos A tal que o minimo em (3.4) exista.
Como x ¢ irrestrito de sinal e y é canalizado, analisando (3.3), devemos escolher A tal que:
¢ —A"A=0 ou ATA=c. (3.5)

Com A satisfazendo o sistema de equagdes lineares em (3.5), € possivel expressar h(A) por se
resolver o problema de minimizagdo em (3.4). Usando a restricao (3.5) em (3.3), temos:

L(x,y, M) =2y =D Ly,
i=1
Entao,

h(A) = min L(x,y,A) = idmin Ny, = Z Md; + Z A€,
<y,

i=1 disvise; i3, >0 /A, <0
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A soma de cada minimo na expressdo acima ¢é valida, pois as variaveis y; sdo independentes.
Se A; =0, entdo y; pode assumir qualquer valor no intervalo [d;, e;].

Assim, podemos explicitar a fungdo objetivo dual como sendo:
h()=2 h;()
=1

el se A <0

em que h,(x;) = {d-x s >0

Ou seja, o problema dual ¢ um problema de otimizagdo onde a func¢do objetivo é concava
linear por partes ilustrada na Figura 1.

A 4

Ci

Figura 1 — Fungao objetivo dual linear por partes.

Desta forma, tendo resolvido o problema de minimiza¢do que surge na defini¢do da fungdo
dual (3.4), podemos explicitar o problema dual:

Maximizar h() = ihi ™) (3.6)
i1 '

Sujeito a: ATA=c.

3.3 A estratégia dual simplex

Note que o problema dual sempre sera factivel, pois posto (A) = n e A ¢ irrestrito de sinal.
Portanto, se o problema dual tiver solugdo 6tima, entdo existird uma solugdo bésica dtima.

A defini¢do de uma solugdo basica para um problema de otimizagdo linear por partes, com a
fungdo objetivo separavel como em (3.6), ¢ uma simples extensdo de defini¢do de solugéo
basica da otimizacdo linear, bastando que as variaveis ndo basicas sejam fixadas em pontos
de ndo-diferenciagdo (Cavichia & Arenales, 2000). No caso particular da fungdo dual em
(3.6), cada fung@o h; é ndo diferenciavel apenas em A;=0. Observe também que, enquanto
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uma solugdo basica factivel € um vértice da regido das solucdes factiveis de um problema de
otimizagdo linear, uma solugdo basica de um problema de otimizagdo linear por partes pode
pertencer ao interior da regido das solugdes factiveis, de modo que a solugdo 6tima pode ser
um ponto interior. Em particular, a regido das solugdes factiveis de (3.6) consiste num
subespaco afim de R (subespago transladado) e, portanto, ndo tem vértices.

Para a construgcdo de uma solug@o basica para o problema (3.6), considere uma particdo
basica qualquer nas colunas de A™: AT = (BT, N") (i.e., selecione uma sub-matriz inversivel
nxn de A', denotada por B', e denote por N' a sub-matriz nx(m-n) formada pelas colunas
restantes de A”).

Esta parti¢do nas colunas de A" introduz uma parti¢io no vetor de variaveis: A=(Ag, Ax). O
i-ésimo elemento de Ag é denotado por kBi (ou, também: A;, i €B). A i-ésima coluna de B' é

denotada por aéi ea k-ésima coluna de N' ¢ denotada por aﬁk .
Assim, podemos escrever a solugdo geral do sistema de equagdes em (3.5):
T T T T\! T\ T
Ah=c & B, +N =cedy =(B") c—(B") N'iy. (3.7)

Uma solugdo particular, chamada solucao basica dual, associada a parti¢ao basica ¢ dada por:
,onde AL =c¢"B" e AL =0. (3.8)

Note que a solug@o definida em (3.8), independentemente da particdo basica, satisfaz as
restrigdes do problema dual e, portanto, ¢ chamada dual factivel.

Para a solugdo basica dual, XBI pode ser positivo ou negativo (se nulo, ¢ o caso de
degeneragdo dual) e, portanto, para a avaliagdo da funcdo dual h(A) o valor de Vg, fica

determinado por:

A se XBi 20
Yp, = . 3.9

€y se Ag <0.

Em caso de degeneracdo da solucdo dual, i.e., iBi =0, yp pode, a principio, assumir
qualquer valor no intervalo [dy ep ] que, por razdes praticas, escolheremos §/Bi =dp ou
¥, = ep - Deste modo, se escolhermos y, =djp , entdo para efeito de desenvolvimentos
futuros, a variavel Ay ¢ vista como positiva (apesar de ter seu valor nulo). Assim, se a
variavel Ay sofre um acréscimo, y, ndo se altera conforme (3.8); caso contrario, um

decréscimo em Ay tornaria a varidvel negativa e, portanto, ¥, deveria ser ey .
1 1 1

Observe também que a parti¢do basica fornece uma particdo nas equagdes de (3.2):

B Bx =
e A s e
N Y Nx=yy-
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Da primeira equacdo acima, com yg = ¥, define-se a solugdo bdsica primal
x=B7y,. (3.10)

Além disso, a segunda equacgdo define o valor de yy, de modo que as restri¢cdes (exceto as
canalizac¢des) do problema primal estdo satisfeitas:

¥y =NB'y,. (3.11)

Note que a solugdo (X,¥) dada por (3.9)-(3.11) satisfaz as restricdes Ax=y ¢ dy<yg<e;,
enquanto que as restrigdes dy <y, < ey podem estar violadas.

Definicio 3.3.1: Considere uma parti¢io basica sobre as colunas de A”. As solugdes em (3.8)
e (3.9)-(3.11) s@o chamadas solugdes basicas primal dual e primal, respectivamente,
associadas & particdo basica. Se dy <y, <ey, entdo a solugdo basica primal ¢é factivel, ou
simplesmente, primal factivel.

Observe que, para o par de solugdes basicas, dual e primal, associadas a uma parti¢cdo basica,
temos: h():) =f(X), pois:

h(i) = ihi(}:‘i) = Zhi (il) + Zhi(ii) =Zhi (5\1) =5‘-EYB = CTBil)A’B =X =f(%).
i=1

ieB ieN ieB

Como h(i) € um limitante inferior para f(x), segue o teorema.

Teorema 3.3.2: Considere uma particdo basica qualquer e as solugdes basicas primal e dual
associadas. Se a solugédo for factivel (i,e., dy < ¥ < ey ) entdo as solugdes basicas primal e

dual s@o solugdes otimas dos problemas primal e dual respectivamente.

Em geral, para a resolugdo de um problema de otimizagdo linear qualquer usando o método
simplex, se faz necessario a fase I, que consiste em outro problema de otimizacao linear a ser
resolvido. Entretanto, o método simplex aplicado ao problema dual (3.6) ndo requer a fase [ e
pode ser iniciado a partir de qualquer particdo basica, a qual fornece sempre uma solugéo
dual factivel, conforme (3.8).

Como ¢ comum em problemas praticos, restrigdes do tipo: 1<x<u (implicitamente
consideradas em d<Ax<e), uma particdo obvia ¢ disponivel com B=I. Caso ndo haja
limitantes naturais para uma variavel x;, pode-se considerar /; = - M, ou #; = M, onde M € um
valor suficientemente grande, e a parti¢@o basica inicial segue valida.

Considere uma parti¢do basica ¢ suas solugdes basicas associadas (3.8) e (3.9)-(3.11). Se as
condigdes do teorema 3.3.2 ndo sdo satisfeitas, perturbamos a soluc¢do basica dual, de modo a
aumentar a funcdo objetivo dual h(}L).

A estratégia dual simplex consiste na perturbacdo de uma variavel dual ndo basica (uma
componente de Ay). Temos dois casos a considerar. Por simplicidade, supomos a solugéo

dual ndo degenerada, caso contrario, Ay =0 para algumi € B.
1
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}‘NK =4, com &> 0 e pequeno
Caso a) A variavel L ¢ acrescida: ) .
: Ay, =0, i=Ll..m—n,i#k.

Ou seja:
hy=0¢€,, (3.12)
em que €, ¢ak-ésima coluna da matriz identidade (m-n)x(m-n).

Com esta perturbacdo nas variaveis ndo basicas, devemos determinar a perturbagdo nas
variaveis basicas de modo que o sistema A"A=c seja satisfeito. Para isto, substituindo (3.12)
em (3.7) segue:

De (3.8), temos que:
Ay =g +0Mg, (3.13)

-1 . L .
em que Mg = —(BT) aﬁk ¢ o vetor das componentes basicas da dire¢do dual simplex.

Portanto, a nova solucdo dual pode ser escrita por:
2 T\ T
;\,:(XB):[{VBJ—FS _(B ) aNK s
Ay Ay €,

A=h+dm, (3.14)

ou ainda,

~(B7) " al,

J ¢ chamada direcdo dual simplex.
€

em que m :{

Escrevendo a funcdo objetivo dual para a nova solugdo (3.14), considerando o
suficientemente pequeno, de modo que a fung@o h(A) ¢ linear, temos:

h(R)=h(h+8 M) = hy (kg + g )+ > hy (hy +dny ).

i=1 i=1
Como supomos a solugdo basica ndo degenerada, i.e., Ay #0,i=1,...,n e lembrando que
1

apenas a k-ésima variavel ndo basica foi perturbada: A =620 (portanto o coeficiente de

Ay, nafungdo dual ¢ dy , veja Figura 1), segue:

h(r) =h(h+8n) = zg’Bi (XBi +0mp ) +8dy, = Zngi }A\’Bi + 5(2 Y Mg, +dy, j

i=l1 i=l1 i=1

h(h) =h(R) +3(35m, +dy, ),
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Substituindo na expressdo acima as componentes basicas da dire¢do dual simplex dadas em
(3.13) e a solucdo basica primal em (3.10), vem que:
h(h) =h(3)+3(35(-B") "ay +dy, )

A (3.15)
h(h) = h(3)+3(-ay X+dy ).

Em resumo, a perturbagdo da solucéo basica dual na dire¢do dual simplex dada por (3.14),
decorrente da estratégia dual simplex (3.12), promove uma variacao da fung¢do objetivo dual
dada por (3.15).

Portanto, se dNK - aﬁkﬁ >0, ou seja, se o limite inferior da k-ésima restricdo primal for
violado, a dire¢do dual simplex ¢ uma direcao de subida.

A expressdo (3.15) € valida, desde que A; em (3.13) ndo sofra mudanga de sinal, pois caso
contrario, o coeficiente da fungio objetivo dual ¢ alterado. Se )A»Bl e Mg, tém sinais opostos,
entdo Ay pode trocar de sinal com o crescimento de &. Portanto, temos dois casos a

considerar:

Caso (i) Se XB_ <0 e ng >0, entdo impondo que: 7113. +0ng <0, segue que: &< —i;
1 1 1 1 nB

i

Caso (ii) Se iBi >0 e 1, <0, entdo impondo que: iBi +0ng >0, segue que: 8 < B

Mg,
Assim, para que ndo haja mudanca de sinal em A, devemos ter:
" i -
8 <9, =——=,paratodo i=],...,n, tal que Ay e 1My tenham sinais opostos.
T]B‘ 1 1
Seja p, um indice basico tal que:
) A i
8, = =min{- " tal que ~—220 i=1l,n}. (3.16)
Nap, Nai Nai

Para 0<3 <8, temos que: h(})= h():)+ S(dNK - ¥n, ) Quando 8 =38, temos de (3.13) ¢
(3.16) que py-ésima restricao basica torna-se nula: XBPO =0, o que sugere uma redefini¢ao da
parti¢do basica, em que kBpo torna-se ndo basica e Ay =38, >0 torna-se basica. A Figura 2

ilustra a situacdo.
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v

Nao ha troca
de sinal em Ag

Figura 2 — Grafico da fung@o dual no intervalo [0, Jp, ].

Obviamente, como as variaveis duais sdo irrestritas de sinal, o crescimento de & ndo precisa
ser limitado por h(}). Para valores de & > §p,, a expressdo da funcdo dual se altera, mas a

dire¢do dual pode ainda ser de subida. Isto sugere uma busca na dire¢éo m para a escolha de
0. Esta busca ¢ linear por partes, devido a caracteristica da fungdo objetivo dual.

Considere que: h(A) = h(i) +08h,,onde h, = (dNK - 9NK )
Se dermos um pequeno acreéscimo ao valor de 8y , ou seja, § =9, +&, onde €0 e pequeno,

entdo Ay ~troca de sinal. (Observe que )”Bpo =0 para =35y ).

Analisaremos somente o caso (i): }A”Bpo <0 e ng >0, o outro caso (XBPO >0 e ng <0) segue
de maneira analoga. Entdo, note que para 0 <4 < J, a varidvel 7‘Bp0 <0 e que para 8>3
a variavel XBPO > 0. Substituindo 8 =&, +¢& em (3.14) temos:

b=h+(@, +e)m

bo=(h+3, m)+en

A=A +en,
emque A' = i+6po n. Observe que Ay =0, +& ¢ Ay =0 i#k.

Assim, a fungdo objetivo dual pode ser expressa por:
h(h) = ZhBi (5*}3l )+ Z hy, (XNi )
fr i1

h(h) =D hy (hg +eng ) +dy (3, +2).

i=1
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Suporemos por simplicidade que Mai #0,i# p,, ou seja, que o minimo em (3.16) ocorre

somente para o indice py e apenas a variavel Ay ~se anula quando & = 3y, -
0

Lembrando que k}gpo = }A‘Bpo + SPOnBPO =0 e >0 epequeno, temos que:

h() = . 95, (b, +enp) +hy, (€0, )+ (8, +)dy,
i=1
i#pg

Como ng >0, pois estamos analisando o caso (i), temos que h, (e77; )=edy myz . Logo,
PO P Py Py Py

h(h) =3 95, (k) +8, dy, +&| Dy, +dp, Np, +dy, (3.17)
i=1 i=1
i#p,
As seguintes igualdades sdo asseguradas:

1) h@)=h(h+8, m)=> hy (hy +8, M5 )+ D hy (hy +8p ny)

i=1 i=l

h(') = z hy (Xgi )+0p dy. s

i=1
) Zf’gingi = Z?;;lngi + 93,,0113,,0 - 9BP0 -
i=1 i=1
Z 5’Bir|Bi = Z 9BinBi = ©By, Mgy, >
i=1 i=1
i#py
S AT AT T\! T A T &
1) Z:)’BinBl =YsMs =¥ (‘(B ) a ) =ay (B YB) =y X.
i=1
Portanto, a expressdo (3.17) pode ser reescrita usando (1), ({) e (III):
_ 1
h(*) =h(A")+e(h, - (eBPO - dBP0 )anﬂ )>
emque h, = —aIEK X+dy, -

As expressdes descritas anteriormente para a fun¢do dual sdo validas desde que €¢>0 e
suficientemente pequeno. Analisaremos agora, qual o maior valor para o incremento €, ou
seja, determinaremos o tamanho do passo de modo que Ay +(3, + €)ng ndo mude de sinal.

A

Note que Ap tem o mesmo sinal de Ay +(8, +&)ng , i # p,. Assim, os valores de & que
i i 0 i

promovem mudanga de sinal em A, sdo dados por:

= RS 50, 0% p,.
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A

Ag
Chamando &; =¢; +9, = ——2 0 valor maximo de & que evita a segunda mudanga de sinal
N5,

em Ag ¢ dado por:

kg )
§ =-——"t =min{——% >0, i# P,

P
T]Bpl nBi

Observe que, no célculo do indice p, (veja (3.16)) as mesmas razdes ja haviam sido
calculadas e py foi o indice que forneceu a menor razdo. Agora p; € o indice da segunda
menor razdo. A Figura 3 representa o grafico da fungéo objetivo dual.

hﬂ

v

Figura 3 — Grafico da fungdo dual apds a mudanca de sinal de uma variavel basica.

Podemos examinar o passo dual além de 8, :8 >0, de maneira analoga ao que foi feito ate

aqui. Em geral temos: h,,,; =h, —(eBp —dBp )an . A Figura 4 ilustra a fun¢do dual e como
q q q

uma busca na dire¢ao dual simplex pode ser feita para encontrar: o max h(h+0n).

h; <0

hs<0

\

O)V

8p0 8p 1 sz 8p3 “e

Figura 4 — Gréfico da fungéo dual: 5, ¢ o ponto de maximo.
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A busca unidimensional na diregdo dual simplex consiste em escolher um indice / tal que:

h,>0 e h,, <0.

Ay, =-9, com 8 >0 e pequeno
Caso b) A varidvel A ¢ decrescida:
K >‘Ni =0, i=1,...,m—n, i #k.

Ou seja:
Ay =-0¢€,. (3.18)
O procedimento ¢ analogo ao caso a), notando agora que:
hg = iB —dng,

-1 . . ~ .
em que Mg :—(BT) aﬂK ¢ o vetor das componentes basicas da direcdo dual simplex

definido anteriormente. Portanto, a nova solug¢do dual pode ser escrita por:

3 T\l T
x:()\’Bj: );B —8 _(B ) aNK
N Ay €,

ou ainda,

A=h-d. (3.19)

Fazendo o mesmo desenvolvimento da func¢do objetivo dual para a nova solucdo (3.19) e
considerando as devidas mudangas, segue que:

h(h) =h(h) +3(ay X-ey, ). (3.20)
Portanto, se a{lkﬁ-eNK >0, ou seja, se o limite superior da k-ésima restricdo primal for
violado, a direcdo dual simplex ¢ dire¢do de subida.

A expressdo (3.20) ¢ valida desde que A, ndo sofra mudanga de sinal. Logo se iB e 1 tém
o mesmo sinal, entdo A, pode trocar de sinal com o crescimento de &. Portanto, de maneira

analoga ao caso a), para que ndo haja mudanga de sinal em A, devemos ter:

§<8, = Ao ,
Npi
seja p, um indice basico tal que:
. i .
B . B; B .
5, =—" =min<—- tal que — <0 i=1,..,m
0
s, M, s,
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Para x=B'y, temos que: h(k):h(i)+6(§'NK —ey, ) Quando §=3, temos que a
po-ésima restri¢do basica torna-se nula, enquanto que Ay =-3<0, o que sugere uma
redefinigdo da particdo basica.

Como j4 observado no caso a), o valor de § pode ser maior do que Jp, pois as varidveis

duais ndo tém restri¢do de sinal. Para analisar a fun¢do dual para valores além de o,

consideramos &=9, +& &>0 e suficientemente pequeno. Logo a nova solugéo dual ¢
dada por:
A
b=t —(5P0+a){"‘3}.

N LN
Analogamente ao caso a), obtemos a seguinte expressdo para a fungdo dual:
h(h) =h(h -8, m)+eh;, onde h;=h,- (eBPn —dBPn )ano e h,=ay Xoey,

A busca unidimensional ¢é realizada da mesma forma que foi feita para o caso (a). Escolhido
os indices para as variaveis que entra e sai da base, atualizamos B e N e repetimos o
processo. Esta busca foi considerada na implementacdo do algoritmo, para a qual fizemos
algumas alteragdes, que serdo apresentadas na segao 4.

Embora Maros (2003) tenha desenvolvido o algoritmo dual simplex para problemas com
variaveis canalizadas, baseada na caracteristica da fun¢do dual (linear por partes), o autor ndo
considera a canalizacdo nas restrigdes como fizemos, explorando as particularidades deste
caso.

3.4 Algoritmo dual simplex com busca linear por partes
Resumimos o método dual simplex com busca unidimensional linear por partes exata

especializado para problemas no formato geral dado por (3.1):

Passo 0: INICIALIZACAO

Determine uma partigdo basica nas colunas de A™ = (B", N").

A

Calcule a solugdo dual: A= Ay com kg =c¢'B'e k; =0.
Ay
dg  se Ay 20
Calcule a solugdo primal: X =B 'y, com y, =1 o
"o leg  se Ay <0

IT=0.

Passo 1: OTIMALIDADE

Escolha um indice &, 1 < k < m-n que fornece a maior violagdo, ou seja,
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caso a): dy —aLki >0 (limite inferior violado), h, =dy_ —aLk)}

ou

. T & .. . . _.T &
caso b): ay X-ey >0 (limite superior violado), h, =ay X-ey_

Se ndo existe tal indice, isto ¢, dy <arX < e, , entio pare
(a solugdo atual é 6tima obtida na iteragao IT.)

Passo 2: DIRECAO DUAL SIMPLEX

. , . C . -1
Determine as componentes basicas da direcdo dual simplex: ng= —(BT ) aﬁK.

Passo 3: TAMANHO DO PASSO

Passo 3.1: PONTOS DE NAO-DIFERENCIACAO

Encontre ¢; por:

B, Ag,
Casoa): §;, =¢—— tal que — —20, i=1,..,n
;S Mg,
ou
Ay Ay
Casob): §, =<— tal que — =20, i=1,..,n
Mg, Ns;

(suponha que sdo r valores de ;).

Se =0 entdo pare
(ou seja, ndo existe nenhum delta, o dual ndo tem solugdo 6tima finita
e, portanto, o primal ¢ infactivel.)

Senao
Passo 3.2: BUSCA UNIDIMENSIONAL

Ordene o vetor de ¢; de forma a obter: SPO < Bp] <..< 819, .
Determine / <r talque: h, >0 e h,, <0,
em que hy > 0 é dado no passo 1.

h, = h/—(eBP/ 'dBP, )

faga 6 = 5],/ .

n

By,

Se h,.; >0 entdo pare (h(i+677) — o0, isto é, o problema dual ndo
tem solugdo 6tima, logo o primal ¢ infactivel.)
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Passo 4: ATUALIZACAO

Troque o p, -ésimo indice basico pelo k-ésimo indice ndo basico e atualize

as solugdes primal e dual B, <> N,.

IT < IT+1, repita o passo 1.

Observe que o passo I do algoritmo, caso a otimalidade ndo seja encontrada, determina a
varidvel que entra na base (Ay ) € 0 passo 3.2, determina a varidvel que sai da base (XBW ),

caso o problema primal nao seja infactivel. Note que quando se fixa / =1, o método ndo faz
a busca unidimensional e, assim temos o método dual simplex padrdo ou usual, que iremos
denotar por SB.

A este procedimento de busca unidimensional exata, definido no passo 3.2, denominamos
busca completa com ordenacao preliminar (BC_1).

4. Algumas Extensoes da Busca Unidimensional

Os métodos de busca para resolugdo de problemas de otimizagao, por exemplo,

Maximizar ®(x)
xeQ,

tém dois passos fundamentais: a partir de uma solu¢do X € Q i) determinagdo da dire¢do de
busca em X: d (normalmente dire¢cdo de subida em X) e, ii) determina¢do do tamanho do

passo: S tal que O(X+ Sd) > O(X) . Para a determinagio do tamanho do passo, muitas vezes
¢ colocado o sub-problema:

Maximizar ¢(8) = O(x+dd), 5 > 0.

Entretanto, o esfor¢o computacional para a resolucdo deste sub-problema pode ser grande e
desnecessario, pois a direcdo de busca d é importante na solu¢do X e pode ser equivocada
longe de X, sugerindo que uma nova diregdo de busca seja determinada. Embora o sub-
problema para a funcdo dual linear por partes seja de facil resolugdo (passo 3.2 do algoritmo
dual simplex com busca unidimensional exata), resta ainda saber se uma busca inexata (i.c.,
0 abandono da dire¢cdo de busca antes que sub-problema seja resolvido) pode ser efetiva.
Investigamos trés procedimentos de busca. O primeiro é busca inexata, que ¢ baseado na
estrutura linear por partes da fung@o objetivo, somente uma parcela dos pontos de ndo-
diferenciacdo sdo examinados, o segundo ¢ um procedimento de busca exata, avaliando os
valores de h; para cada J; e o ultimo, busca inexata, adaptamos a classica regra de Armijo, a

qual apresenta um teste para evitar passos ‘muito grandes’.

4.1 Primeira modificacdo no procedimento de busca — Busca Parcial (BP)

Este procedimento ¢ feito realizando uma alteracdo muito simples no passo 3.2, que faz a
ordenagdo do deltas, no algoritmo da sec¢@o 3.4. Neste caso escolheremos uma fragido dos
deltas ordenados, digamos an, onde o € um pardmetro ajustavel. Assim, determinamos o

Pesquisa Operacional, v.25, n.3, p.349-382, Setembro a Dezembro de 2005 365



Sousa, Silva & Arenales - Métodos do tipo dual simplex para problemas de otimizago linear canalizados

indice / (que corresponde ao indice da variavel que sai da base) utilizando somente esta
fragdo. O procedimento é dado por :

Passo 3.2.1.: D={J},
E={1,2,...,r};
Parai=1 atép  (em que p é o maior inteiro menor igual a on);
Determine 8, = min{d;, j€E} ;
Faga D=D+{39, } e E=E-{i}.

Observe que D ¢é o conjunto que ordena somente uma parte do numero de deltas. Se para esta
ordenagdo, acontecer do indice / alcangar o0 maximo aw, isto indica que embora a diregdo dual

simplex seja ainda de subida no ponto A=A+S », M, a busca nesta dire¢@o sera interrompida.

A esta modificagdo chamamos busca unidimensional parcial, pois ndo utiliza todos os deltas.

4.2 Segunda modificacio no procedimento de busca — Busca Completa (BC_2)
Este procedimento ¢ feito realizando uma pequena modificagdo no passo 3.2 do algoritmo,
que pode ser descrito pelo seguinte sub-algoritmo:
Passo 0: Determine pg tal que: SPO =min{d,, i=1,...,r}
Seja hy =dy,_-yy, Ou ¥y, -ey, conforme o casoa)oub),

/=0, cont=0 e E={po}.

Passo 1: Determine p, tal que: 8, =min{d;, i=L.., r, ig¢E} e

h,,=h, _(eBp/ 'dBp/ )IHBP/ |

cont=cont+1, E=E+{pconi}

Passo 2: Se h,, <0 pare.
Sendo
Se 7/ <r-1entdo /= /+1 e repita o passo I,

Sendo (h, >0) entdo pare.
(Note que o critério de parada no passo 2 (h,> 0), indica que o problema dual nio tem
solucdo 6tima e, portanto, o primal ¢ infactivel).

Este procedimento faz a busca exata sem que seja necessario a ordenagdo completa do vetor
de pontos de ndo diferenciagdo, o que pode ser vantajoso caso ¢ seja muito menor que 7.
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4.3 Um método de busca unidimensional inexata — Regra de Armijo (AR)

Descreveremos brevemente aqui, a regra de Armijo (Luenberger, 1984) especializada a

fun¢do objetivo dual linear por partes.
Em esséncia, a regra de Armijo evita passos muito grandes.

Para que o tamanho do passo ndo seja muito grande, devemos ter:
h(+6m) > h(h)+8(ch,),
em que ¢ € (0,1). Entdo, enquanto:
h(A+38, m) > h(k)+3, (ch,),

a busca continua.

Inicialmente comegamos com 6=5,, , depois §=8,, ¢ assim sucessivamente até que:

h,., <0 (i.e., a busca exata foi concluida), ou

h(A+38, m)<h(A)+3, (ehy), (i.c.,0passo &, ¢ grande). Adota-se 5=5, .

Note que o menor passo para a regra de Armijo, vai ser sempre 6=8,, . A Figura 5 ilustra a

situagdo.

h(A") + (ehy)3,,

h_ ot o— b .
nG +5,m) . h #(3)=h(i-+dm)

h, LA
G [~ ) > H(A) 4 (3, = 5,0)
> h(L%) +(ehy )3,
J S >
é‘Pq é‘Po 5!4 bp 5

Figura 5 — Regra de Armijo para a func@o dual linear por partes.
Os resultados para estas buscas unidimensionais sdo dados na proxima secao.
Pesquisa Operacional, v.25, n.3, p.349-382, Setembro a Dezembro de 2005 367



Sousa, Silva & Arenales - Métodos do tipo dual simplex para problemas de otimizago linear canalizados

5. Experimentos Computacionais e Conclusdes

Daremos a seguir os resultados computacionais obtidos com o método dual simplex linear
por partes com as modificagdes propostas na se¢do anterior ¢ para o método dual simplex
padrdo, quando algumas comparagdes sdo realizadas para 3 tipos de estrutura na matriz A:
densa, escada com 4 blocos e escada com 20 blocos.

O algoritmo dual simplex linear por partes (se¢ao 3.4) foi implementado utilizando a forma
produto da inversa para resolver problemas no formato (3.1). Para cada tamanho (dimenséo)
do problema, que define um exemplar com m’ restri¢des e n variaveis (veja Figura 7), foram
resolvidos 20 exemplares com os dados gerados uniformemente aleatorios nos seguintes
intervalos: c;e[-6, 0], a;e[-1, 5] (para gerar exemplares factiveis, uma solugdo factivel é

gerada: %, €[0, 10]), d;= Zj,:l a;%,—o;, €= ijla..fn +0o;,, com o;€[0 8]. Em média, 10%

y=J i
dos valores de o; foram gerados nulos, de modo que d;=¢;, isto é, restricdes de igualdade
(outros parametros foram utilizados sem que alterassem as conclusdes). Os testes foram
realizados em um Notebook Toshiba Satellite Celeron 650 MHz com 312 Mbytes de RAM.
A linguagem C de programagdo foi utilizada, versdo 5.01, com estrutura de dados alocada
estaticamente.

O tempo (em segundos) e o numero de iteragdes, reportados a seguir, sdo as médias dos
resultados da resolugdo dos 20 exemplares para cada tamanho do problema. Para a
apresentagdo dos resultados, considere que BC 1 representa o método dual simplex com
busca exata (completa) com ordenagéo preliminar, SB o método dual simplex padrao (usual),
BP método dual simplex com busca inexata (parcial), BC 2 o método dual simplex com
busca exata com ordenagdo em processo, AR o método dual simplex com a regra de Armijo
(busca inexata) e m-n representa o nimero de restricdes e n o nimero de varidveis. Para a
regra de Armijo, utilizamos €=0.2 (veja se¢do 4.3) que ¢ um valor usual. Testamos outros
valores, mas o desempenho foi pior.

Lembre-se que os valores de & devem ser ordenados, em ordem crescente, e indicam os
pontos de ndo-diferenciabilidade de h(i+8n). A primeira questdo que surge, ¢ sobre a

grandeza de 7 (comparada com #), pois isto pode levar a ordenagdes de vetores de dimensoes
elevadas para problemas de grande porte. Como a grandeza de r ¢ influenciada pela
esparsidade da matriz de restrigdes? Uma outra questao ¢ sobre a grandeza de ¢ (comparada
com r). Sera necessario ordenar todo o vetor de pontos de ndo diferenciagdo? E, por tltimo,
compensa a busca unidimensional exata? Isto é, apds um avango na direcdo dual simplex,
ndo seria melhor mudar de dire¢do? Para responder estas questdes, apresentamos oS
resultados.

5.1 Problemas densos

Nesta se¢do apresentamos os resultados obtidos para problemas com quase 100% dos
elementos das (m-n) restrigdes diferentes de zero. A Tabela 5.1 apresenta os resultados para
o método dual simplex linear por partes com busca completa (BC 1) e método dual simplex
padrdo (SB).
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Tabela 5.1 — Busca Completa_1 x Sem Busca — Problemas Densos.

Iteragoes Tempo
Exemplar | (m-n)xn BC_1 SB BC_1 SB

1 100x100 133.2 419.3 0.08 0.22
2 200x100 205.0 653.7 0.19 0.52
3 300x<100 235.5 785.8 0.32 1.01
4 200x200 301.3 914.7 1.08 3.02
5 300%x200 389.6 1200.6 1.72 5.04
6 20x400 63.5 432.7 0.59 3.65
7 100x200 175.0 642.7 0.50 1.67
8 100x400 241.1 1150.3 2.40 10.03
9 200400 401.2 1618.1 4.41 17.86
10 400x200 475.2 1481.4 2.49 7.71
11 400x400 622.8 1980.1 8.30 25.97

Média 294.8 1025.4 2.00 6.97

Da Tabela 5.1, observamos que a busca unidimensional completa faz reduzir
consideravelmente o numero de iteragdes com relagdo ao método dual simplex usual, em
torno de 3.5. Observe que o tempo por iteragdo em média foi praticamente o mesmo para os
dois métodos.

No exemplar 6, em que o nimero de variaveis ¢ muito maior do que o nimero de restrigoes,
observamos a maior diferenga no niimero de iteragdes. Portanto, testamos mais 4 exemplares
com esta caracteristica. Os resultados estdo na Tabela 5.2.

Tabela 5.2 — Busca Completa_1 x Sem Busca — Problemas Densos.

Iteragoes Tempo
Exemplar | (m-n)xn BC_1 SB BC_1 SB

12 10x400 35.2 300.8 0.30 1.98
6 20x400 63.5 432.7 0.54 3.05
13 30x400 89.3 567.1 0.78 4.10
14 40x400 109.1 661.8 0.96 4.95
15 50x400 132.0 790.8 1.18 6.08

Média 85.8 550.6 0.75 4.03

Notamos da Tabela 5.2, que a maior diferenca foi para o exemplar 12, em que o niimero de
variaveis ¢ 40 vezes o numero de restricdes. Esta diferenca no nimero de iteragdes diminui a
medida que o nimero de restricdes aumenta.

Apresentamos agora na Tabela 5.3 os resultados obtidos para o método com a busca
unidimensional inexata (regra de Armijo — AR) descrito na se¢@o 4.3, comparando com
BC 1.
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Tabela 5.3 — Busca Completa 1 x Regra de Armijo — Problemas Densos.

Iteragoes Tempo

Exemplar | (m-n)xn BC_1 AR BC_1 AR
1 100x100 133.2 171.2 0.08 0.09
2 200x100 205.0 285.3 0.19 0.25
3 300x<100 235.5 341.2 0.32 0.44
4 200x200 301.3 494.9 1.08 1.64
5 300%x200 389.6 751.4 1.72 3.13
6 20x400 63.5 107.6 0.59 0.85
7 100x200 175.0 225.8 0.50 0.57
8 100x400 241.1 342.3 2.40 3.09
9 200400 401.2 562.0 4.41 5.85
10 400x200 475.2 924.5 2.49 4.72
11 400x400 622.8 1351.6 8.30 13.2
Meédia 294.8 505.2 2.00 3.07

Notamos que a classica regra de Armijo foi muito inferior a busca completa, fazendo em
média 70% mais iteragdes e gastando aproximadamente 53% mais tempo. No entanto a regra
de Armijo apresenta desempenho melhor em relagdo ao método dual simplex padrio (veja
Tabela 5.1), reduzindo, em média, o nimero de iteragdes pela metade.

No método dual simplex com busca linear por partes, calculados os deltas, estes precisam ser
ordenados. Este procedimento de ordenagdo pode consumir muito tempo, assim relatamos o
tempo de ordenagdo para o método BC 1, apresentados na Tabela 5.4, em que TT indica o
tempo de resolucdo e TO o tempo de ordenacdo para todas as iteragdes.

Tabela 5.4 — Tempo Total x Tempo de Ordenagao.

Tempo

Exemplar (m-n)xn T TO
1 100x100 0.08 0.00
2 200x100 0.19 0.01
3 300x100 0.32 0.01
4 200x200 1.08 0.06
5 300x200 1.72 0.09
6 20x400 0.59 0.06
7 100x200 0.50 0.05
8 100x400 2.40 0.20
9 200x400 4.41 0.33
10 400x200 2.49 0.14
11 400x400 8.30 0.23
Média 2.00 0.10
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Podemos observar que o custo de ordenagdo ndo ¢ muito elevado pois, em média,
corresponde a 5% do tempo total. Mas para os exemplares 6,7 e 8 esta porcentagem foi de
10%, caso em que o numero de variaveis € sensivelmente maior do que o nimero de
restri¢cdes. Isto pode ser um indicativo que para problemas maiores o tempo de ordenagéo
pode ser significativo.

Reportamos agora o nimero de deltas () em fungdo de n para as primeiras iteragdes € o
valor de //r para as duas primeiras iteragdes, ja que para as outras, os valores diminuem
suavemente. Na Tabela 5.5 sdo apresentados os resultados.

Tabela 5.5 — Numero de Deltas e Nimero de Buscas — Problemas Densos.

r/n Iteézéo

Exemplar | (m-n)xn 12 22
1 100x100 0.86 0.36 0.18
200x100 0.86 0.36 0.18
3 300x100 0.86 0.36 0.18
4 200x200 0.86 0.36 0.18
5 300x200 0.87 0.33 0.18
6 20x400 0.81 0.35 0.18
7 100x200 0.88 0.34 0.17
8 100x400 0.84 0.33 0.17
9 200x400 0.84 0.36 0.17
10 400x200 0.87 0.59 0.58
11 400x400 0.86 0.56 0.59
Média 0.85 0.39 0.25

Observarmos da Tabela 5.5, que r ~ 0.85n. Em nossos experimentos notamos que este valor,
tende a 0.5n independente do nimero de variaveis, apos as primeiras iteragdes. Com relagéo
arazdo //r, a média foi a mesma para a primeira e a segunda iteragdo nos exemplares 1-9 e
nos exemplares 10 e 11 os valores foram bem diferentes. Ou seja, para estes problemas
(densos) o numero de deltas ¢ muito alto, sendo em média 85% do numero de variaveis e que
para determinar o indice / (pela busca) ¢ apenas de 39% de r e tendem a diminuir com as
iteragoes.

Diante dos resultados apresentados nas Tabelas 5.4 e 5.5, investigamos as modificagdes
abordadas na secdo 4. As Tabelas 5.6 ¢ 5.7 fornecem os resultados.

Para a busca parcial (BP), utilizamos o parametro o (veja secao 4) sendo 0.35, ja que pelos
resultados da Tabela 5.5 a busca foi feita utilizando em média 0.397 ou 0.33n.
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Tabela 5.6 — Busca Completa 1 x Busca Parcial — Problemas Densos.

Iteragoes Tempo
Exemplar | (m-n)xn BC_1 BP BC_1 BP

1 100100 133.2 133.2 0.08 0.07
2 200x100 205.0 205.0 0.19 0.18
3 300x100 235.5 235.5 0.32 0.30
4 200200 301.3 301.3 1.08 1.03
5 300200 389.6 389.6 1.72 1.64
6 20x400 63.5 63.5 0.59 0.53
7 100x200 175.0 175.0 0.50 0.45
8 100x400 241.1 241.1 2.40 2.37
9 200400 401.2 401.2 4.41 4.20
10 400x200 475.2 475.2 2.49 2.39
11 400x400 622.8 630.0 8.30 9.14

Média 294.8 295.5 2.00 2.02

Neste caso, a busca parcial (BP) ndo fez praticamente nenhuma diferenca no tempo
computacional. No exemplar 11, a busca parcial (inexata) foi pior, pois fez mais iteragdes.

Fizemos testes para diferentes valores de alfa e ndo observamos nenhuma melhora
significativa, por isso ndo apresentaremos aqui.

Na Tabela 5.7, reportamos os resultados para a segunda modificagdo (busca exata) realizada
na busca unidimensional, descrita pelo segundo procedimento de busca na secdo 4.

Tabela 5.7 — Busca Completa_1x Busca Completa_2.

Tempo

Exemplar (m-n)xn BC_1 BC_2
1 100100 0.08 0.07
2 200x100 0.19 0.18
3 300x100 0.32 0.29
4 200x200 1.08 0.99
5 300x200 1.72 1.59
6 20x400 0.59 0.48
7 100x200 0.50 0.42
8 100x400 2.40 2.06
9 200x400 4.41 3.92
10 400%x200 2.49 2.30
11 400x400 8.30 8.46
Média 2.00 1.88
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Da Tabela 5.7, observamos para estes problemas densos, uma suave melhora no tempo
computacional, para BC 2 em relagdo a BC 1, em que conseguimos uma redugéo no tempo
(em média) em torno de 5%. Note que ndo apresentamos o numero de iteracdes para BC 1,
que é o mesmo para BC 2, pois ambas sdo buscas exatas.

Lembre-se que o que muda da busca completa 1 para a busca completa 2, ¢ o método de
ordenacdo. No 2° caso € o método ‘bolha’ que parece ser melhor, pois Z é bem menor que
e ndo precisa ordenar todo o vetor.

A seguir, a Figura 6 apresenta o desempenho computacional (tempo) dos quatro
procedimentos de busca ¢ do método dual simplex padrao, para os 11 exemplares de
problemas densos que trabalhamos.

30

25

Tempo

— 1

20

. | W
R N | .Y

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Exemplar

‘DSB AR OBC_1 DBPIBC_Z‘

Figura 6 — Tempo de Resolug¢do — Problemas Densos.

Observando a Figura 6, podemos dizer que de um modo geral, a busca completa com
ordenacdo em processo (BC_2) foi um pouco melhor que a busca parcial (BP), que a busca
completa com ordenagdo preliminar (BC 1) e principalmente, que a busca com a regra de
Armijo (AR), ou seja, o tempo computacional foi favoravel ao método dual simplex com
busca linear por partes, utilizando o segundo procedimento de ordenacgéo. E fica evidente a
superioridade de se introduzir algum tipo de busca, pois o método dual simplex usual foi
extremamente inferior em relagdo ao outros.

5.2 Problemas esparsos

Nesta secdo apresentamos os resultados obtidos para uma classe esparsa de problemas, para
os quais a matriz de restricdo ¢ da forma escada. (Figura 7). Os coeficientes ndo nulos da
matriz A estdo confinados nos blocos (Figura 7 ilustra 4 blocos) e foram gerados conforme
descrito na se¢do anterior, assim como os demais dados do problema.
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m’ restricoes

A= p— m=m’+n

1 n variaveis

Figura 7 — Matriz A com 4 blocos.

Nas Tabelas 5.8 e 5.10 estdo os resultados obtidos para o método dual simplex com busca
completa com ordenagao preliminar (BC 1) e para o método dual simplex usual (SB) e nas
Tabelas 5.9 e 5.11 estdo os resultados para BC 1 e para a regra de Armijo (AR), com a
matriz de restri¢des tendo 4 blocos e 20 blocos, respectivamente. O simbolo %NZ indica a
porcentagem de elementos diferente de zero na matriz de restricdes definida pelos blocos e
CC indica o niimero de colunas em comum para cada 2 blocos, aproximadamente 20%.

Tabela 5.8 — Busca Completa_1 x Sem Busca — Problemas Esparsos 4 Blocos.

Iteragoes Tempo
Exemplar CcC %NZ (m-n)xn BC_1 SB BC_1 SB

1 28 100x101 128.9 374.2 0.09 0.19
2 28 200x101 209.5 615.1 0.21 0.54
3 28 300<101 259.6 793.1 0.37 1.06
4 11 29 200x203 343.2 1295.0 1.35 4.55
5 11 29 300x203 428.4 1747.6 2.06 7.71
6 23 29 20x403 20.2 101.8 0.21 0.93
7 11 29 100x203 93.2 248.7 0.41 0.96
8 23 29 100x403 95.6 335.7 1.27 4.72
9 23 29 200x403 221.6 666.8 5.53 18.44
10 11 29 400203 522.8 2180.2 3.03 12.09
11 23 29 400x403 908.3 4284.8 | 15.56 65.66

Média 293.7 1149.3 2.73 10.60
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Podemos observar da Tabela 5.8, que na média o método dual simplex usual realizou 3.91
mais itera¢des do que o método dual simplex com a busca unidimensional completa e
gastando 3.88 mais tempo. Note que a maior diferenga para este caso, € observada para o
exemplar 6, em que o niimero de variaveis ¢ muito maior do que o numero de restri¢des. Ou
seja, mesmo para esta classe de problemas esparsos a busca unidimensional, faz uma
diferenca muito grande, apresentando um desempenho ainda melhor do que em problemas
densos (veja Tabela 5.1).

Observa-se com relagdo ao caso denso (veja Tabela 5.1), para os dois métodos, que se
(m-n)>n, entdo o nimero de iteragdes cresce, caso contrario, decresce. Isto talvez seja
explicado, pois podem ocorrer varias restrigdes redundantes para o caso denso, o que nao
deve acontecer para a estrutura escada.

Note também nas Tabelas 5.1 e 5.7, como o nimero de restrigdes (m-n) tem maior impacto
no nimero de iteracdes. Veja, por exemplo, os exemplares 9 e 10 da Tabela 5.1 (200x400 e
400x200, respectivamente). Entretanto, o tempo computacional é bem menor para o
exemplar 10, pois as matrizes basicas sdo da ordem de 200x200 enquanto para o exemplar 9
as matrizes basicas sdo da ordem 400x400 (obviamente, essas matrizes 400x400 tém uma
estrutura particular que poderia ser explorada).

Na Tabela 5.9 estdo os resultados para a busca completa (BC_1) e para a regra de Armijo
(AR).

Tabela 5.9 — Busca Completa 1 x Regra de Armijo — Problemas Esparsos 4 Blocos.

Iteragoes Tempo

Exemplar CcC %NZ (m-n)xn BC_1 AR BC_1 AR
1 5 28 100101 128.9 173.7 0.09 0.11
2 5 28 200x101 209.5 269.9 0.21 0.24
3 5 28 300x<101 259.6 360.7 0.37 0.49
4 11 29 200x203 343.2 504.2 1.35 1.95
5 11 29 300x203 428.4 709.9 2.06 3.37
6 23 29 20x403 20.2 27.4 0.21 0.24
7 11 29 100x203 93.2 103.4 0.41 0.46
8 23 29 100x403 95.6 117.8 1.27 1.50
9 23 29 200x403 221.6 278.1 5.53 7.06
10 11 29 400x203 522.8 910.3 3.03 5.20
11 23 29 400403 908.3 1639.5 | 15.56 25.59
Média 293.7 463.1 2,73 4.20

Observamos que a busca completa (BC 1) foi ainda muito superior a regra de Armijo, apesar
da diferenca ter diminuido em relagdo ao caso denso (veja Tabela 5.3). A busca fez em
média 35% menos iteragdes do que a regra de Armijo.

A Tabela 5.10 apresenta os resultados para a matriz de restrigdes tendo agora 20 blocos
(problemas mais esparsos).
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Tabela 5.10 — Busca Completa_1 x Sem Busca — Problemas Esparsos 20 Blocos.

Iteragcoes Tempo
Exemplar CcC %NZ (m-n)xn BC_1 SB BC_1 SB

1 1 5 100x101 87.1 145.6 0.06 0.10
2 1 5 200x101 217.7 550.7 0.23 0.54
3 1 5 300x<101 272.9 735.0 0.41 0.98
4 2 5 200x202 207.1 430.1 1.45 2.12
5 2 5 300x202 452.5 1618.5 2.32 7.81
6 5 6 20%x405 3.5 8.2 0.04 0.06
7 2 5 100x202 15.3 26.5 0.05 0.20
8 5 6 100x405 14.2 32.0 0.20 0.44
9 5 6 200x405 35.6 67.0 0.70 1.27
10 2 5 400x202 584.8 2121.8 3.6 12.22
11 5 5 400x405 582.3 1779.0 | 12.93 29.65

Média 224.8 683.1 1.99 5.03

Note que neste caso, muito mais esparso do que o caso com 4 blocos (veja Tabela 5.8), o
nimero de iteracdes caiu significantemente para os dois métodos, o que indica que para
problemas muito esparsos € com a matriz de restrigdes tendo varios blocos pequenos, o nimero
de itera¢Ges tende a ndo passar de 1.5 do nimero de restrigdes para o método dual simplex com
a busca e 5.4 para o método sem a busca. De uma maneira geral, para este caso, o método dual

simplex usual foi também muito inferior em relagdo ao método dual simplex linear por partes.

A Tabela 5.11 apresenta agora os resultados para a regra de Armijo e para a busca completa

(BC_1).

Tabela 5.11 — Busca Completa_1 x Regra de Armijo — Problemas Esparsos 20 Blocos.

Iteragoes Tempo
Exemplar CcC %NZ (m-n)xn BC_1 AR BC_1 AR

1 1 5 100x101 87.1 90.5 0.06 0.06
2 1 5 200x101 217.7 276.1 0.23 0.28
3 1 5 300x<101 272.9 356.7 0.41 0.52
4 2 5 200x202 207.1 224.5 1.45 1.52
5 2 5 300x202 452.5 701.2 2.32 3.41
6 5 6 20x405 3.5 4.0 0.04 0.03
7 2 5 100x202 16.3 15.3 0.05 0.06
8 5 6 100x405 14.2 15.4 0.20 0.21
9 5 6 200x405 35.6 34.5 0.70 0.65
10 2 5 400x202 584.8 867.9 3.6 5.76
11 5 5 400405 582.3 722.3 12.93 14.82

Média 224.8 300.76 1.99 2.48

Observamos que para este caso muito mais esparso, a regra de Armijo diminuiu
consideravelmente a desvantagem em relacdo a BC_1 (veja Tabela 5.9), conseguindo em
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alguns casos o mesmo desempenho que a busca completa, veja os exemplares 1,7,8 e 9.
Contudo, a busca completa foi ainda superior, fazendo em média 25% menos iteragdes.

A seguir nas Tabelas 5.12 e 5.13 apresentamos os resultados para o tempo de resolugdo e
ordenacdo (com busca preliminar — BC 1) para a matriz com 4 ¢ 20 blocos respectivamente,
onde TT indica o tempo de resolugdo e TO o tempo de ordenagéo para todas as iteragdes.

Tabela 5.12 — Tempo Total x Tempo de Ordenagéo.

Tempo
Exemplar cC %NZ (m-n)xn TT TO

1 5 28 100x101 0.09 0.00
2 5 28 200x101 0.21 0.01
3 5 28 300x101 0.37 0.02
4 11 29 200x203 1.35 0.07
5 11 29 300x203 2.06 0.05
6 23 29 20x403 0.21 0.00
7 11 29 100x203 0.41 0.00
8 23 29 100x403 1.27 0.01
9 23 29 200x403 5.53 0.02
10 11 29 400203 3.03 0.01
11 23 29 400x403 15.56 0.14

Média 2.73 0.03

Podemos observar que para o caso da matriz de restrigdes com 4 blocos, o tempo de
ordenacdo foi inferior a 1% do tempo total, isto é, para problemas esparsos o tempo de
ordenacao ¢ irrelevante para o desempenho do método dual simplex linear por partes.

Na Tabela 5.13 sdo exibidos os resultados dos tempos de ordenagdo e resolugdo para o caso
da matriz de restri¢des tendo agora 20 blocos.

Tabela 5.13 — Tempo Total x Tempo de Ordenagao.

Tempo
Exemplar cC %NZ (m-n)xn TT TO

1 1 5 100x101 0.06 0.00
2 1 5 200x101 0.23 0.01
3 1 5 300x101 0.41 0.01
4 2 5 200x202 1.45 0.00
5 2 5 300x202 2.32 0.04
6 5 6 20x405 0.04 0.00
7 2 5 100x202 0.05 0.00
8 5 6 100x405 0.20 0.00
9 5 6 200x405 0.70 0.00
10 2 5 400%x202 3.6 0.03
11 5 5 400405 12.93 0.05

Média 1.99 0.01
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O mesmo pode ser observado da Tabela 5.13 para o caso anterior (veja Tabela 5.12). Ou
seja, para os dois casos esparsos (matrizes com 4 e 20 blocos) o tempo de ordenagdo foi
insignificante em relagdo ao tempo total.

Agora, nas Tabelas 5.14 e 5.15 sdo apresentados os resultados da busca completa com
ordenacdo preliminar (BC 1) para as razdes: r/n e //r, para os casos de 4 ¢ 20 blocos da
matriz de restrigdes, respectivamente.

Tabela 5.14 — Numero de Deltas e Numero de Buscas — 4 blocos.

Exemplar CcC %NZ (m-n)xn rin Zlr
1 5 28 100x101 0.51 0.22
2 5 28 200x101 0.49 0.27
3 5 28 300x101 0.54 0.22
4 11 29 200x203 0.49 0.22
5 11 29 300x203 0.50 0.24
6 23 29 20x403 0.13 0.62
7 11 29 100x203 0.17 0.65
8 23 29 100x403 0.17 0.53
9 23 29 200x403 0.17 0.53
10 11 29 400x203 0.49 0.98
11 23 29 400x403 0.50 0.98
Média 0.37 0.49

Observarmos da Tabela 5.14, que o nimero de deltas () diminuiu em relagdo ao caso denso
(veja Tabela 5.5) e os testes indicam que esta fragdo tende a diminuir gradativamente.

Para o caso em que o nimero de variaveis ¢ maior do que o nimero de restrigdoes, notamos
que o nimero de deltas diminuiu significantemente. Observamos ainda que, para os
exemplares maiores 10 e 11 a razdo //r (observada somente para a primeira iteragdo) foi
muito alta, ou seja, o nimero de buscas cresceu em relacdo ao caso denso.

Tabela 5.15 — Numero de Deltas ¢ Namero de Buscas — 20 blocos.

Exemplar CcC %NZ (m-n)xn rin Llr
1 1 5 100x101 0.06 0.33
2 1 5 200x101 0.49 0.43
3 1 5 300x101 0.50 0.46
4 2 5 200x202 0.05 0.20
5 2 5 300x202 0.46 0.43
6 5 6 20x405 0.03 0.30
7 2 5 100x202 0.03 0.33
8 5 6 100x405 0.04 0.25
9 5 6 200x405 0.04 0.25
10 2 5 400x202 0.50 0.86
11 5 5 400x405 0.06 0.11
Média 0.20 0.35
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Da Tabela 5.15, notamos que o nimero de deltas diminuiu em relagdo ao caso de 4 blocos
(Tabela 5.14), o que era de se esperar, pois este caso ¢ muito mais esparso. Observa-se ainda
que o niimero de deltas foi proximo de 50% do valor de n somente para os casos em que 0
nimero de restrigdes ¢ maior do que o niimero de variaveis. Em relagdo a fracdo //r,
observamos que foi muito pequena para os exemplares 6, 8 ¢ 9, tendo em vista que o numero
de deltas foi muito pequeno. Em relag¢@o ao caso denso, temos que o niimero de deltas (i.e., r)
diminuiu assim como a fragdo que determina a quantidade de deltas utilizados na busca
(ie., 7).

Diante destes resultados (Tabelas 5.14 e 5.15), utilizamos apenas a segunda modificagdo
(veja Secao 4) na busca unidimensional para o caso de 4 e 20 blocos da matriz de restri¢des,
ja que o numero de deltas foi pequeno. Os resultados sdo apresentados nas Tabelas 5.16 e
5.17.

Tabela 5.16 — Busca Completa_1 x Busca Completa 2 — Problemas Esparsos 4 Blocos.

Tempo
Exemplar CcC %NZ (m-n)xn BC_1 BC_2
1 5 28 100x101 0.09 0.08
2 5 28 200x101 0.21 0.19
3 5 28 300x<101 0.37 0.35
4 11 29 200x203 1.34 1.25
5 11 29 300x203 2.13 2.02
6 23 29 20x403 0.21 0.22
7 11 29 100x203 0.42 0.41
8 23 29 100x403 1.30 1.30
9 23 29 200x403 5.58 5.59
10 11 29 400x203 3.07 2.96
11 23 29 400x403 15.05 14.44
Média 2.70 2.61

Neste caso o método dual simplex (BC_2) foi ligeiramente melhor do que o método dual
simplex (BC_1). Note que a maior diferenga ¢ observada para o exemplar 11. Logo, ¢ de se
esperar que o procedimento (BC 2) tenha um desempenho mais promissor para problemas
de grande porte.

Notamos da Tabela 5.17 que na média houve um empate para os dois procedimentos de
busca exata. Com uma ligeira vantagem para BC_2 na maioria dos exemplares, mas nada
significante.

Contudo, podemos observar que o procedimento BC 2 teve um bom desempenho para
problemas densos e para problemas com a matriz A tendo 4 Blocos, no entanto esta
vantagem nao foi verificada para o caso mais esparso, ou seja, a matriz A com 20 blocos e
com densidade em torno de 6%.
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Tabela 5.17 — Busca Completa_1 x Busca Completa 2 — Problemas Esparsos 20 Blocos.

Tempo
Exemplar CcC %NZ (m-n)xn BC_1 BC_2
1 1 5 100x101 0.06 0.05
2 1 5 200x101 0.22 0.20
3 1 5 300x<101 0.43 0.40
4 2 5 200x202 1.51 1.50
5 2 5 300x202 2.36 2.30
6 5 6 20x405 0.03 0.03
7 2 5 100x202 0.06 0.06
8 5 6 100x405 0.20 0.22
9 5 6 200x405 0.58 0.59
10 2 5 400x202 3.45 3.36
11 5 5 400x405 13.67 13.93
Média 2.05 2.05

Destacamos aqui, que ha grandes possibilidades de tornar o método dual simplex linear por
partes mais eficiente em termos do tempo computacional para problemas de grande porte,
investindo-se na eficiéncia da resolug@o dos sistemas basicos utilizando a decomposi¢do LU
(Bartels & Goloub, 1969) com heuristica de Markowitz (1957) e atualizagdo da base (Reid,
1982), procedimentos muito utilizados na pratica para resolucdo de problemas de grande
porte e esparsos. O trabalho de Silva (2002) aborda detalhadamente estas técnicas.

6. Conclusoes

Neste artigo foi estudada a classe de problemas de otimizagdo linear com restri¢cdes
canalizadas (formato geral) sob a otica da dualidade. O problema dual, embora possa ser
linearizado, tem a fungdo objetivo linear por partes. Métodos do tipo simplex (i.e., baseados
na classica estratégia simplex) foram desenvolvidos explorando a ndo-linearidade da fungao
dual e chamados métodos tipo dual simplex linear por partes. Como nos métodos da
otimizac¢do ndo-linear, surgiu a questdo da busca unidimensional a ser feita na direcdo dual
simplex. Experimentos computacionais revelam a importancia da busca unidimensional,
podendo reduzir o esfor¢o computacional a 25% do critério usual de troca de bases do
algoritmo dual simplex. A simplicidade da busca unidimensional faz também com que a
busca exata apresente melhor desempenho do que buscas inexatas, como por exemplo, a
regra de Armijo.

O método dual simplex linear por partes com busca exata (o qual se mostrou mais eficiente)
foi comparado com o pacote CPLEX 4.0 e CPLEX 7.5 (Sousa, 2000 e Silva, 2002). O
numero de iteragdes, quando comparado com o CPLEX 4.0, era da ordem de 46% menor.
Entretanto, quando comparado com o CPLEX 7.5, os desempenhos em termos do numero de
iteragdes se equivalem.

Sobre a importancia de técnicas de ordenagdo mais elaboradas (ordenag@o de vetores surge
na busca unidimensional), os experimentos computacionais revelam que é baixo o impacto
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do tempo de busca sobre o tempo total. Resta ainda investigar se critérios alternativos para
determinac¢do da dire¢do de busca (dire¢do dual simplex) podem reduzir o numero de
iteragdes. Por exemplo, Forrest & Goldfarb (1992) reduzem de forma significativa o niimero
de iteragdes e¢ tempo computacional do método simplex usando a regra de Dantzig
normalizada (steepest edge rule) para alguns problemas da Netlib. Além disso, resta a
investiga¢do de técnicas apropriadas para a resolu¢do dos sistemas basicos que exploram a
esparsidade de problemas de grande porte.
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