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Resumo

A probabilidade a posteriori de um instante ser um ponto de mudanga foi proposta por Loschi & Cruz
(2005) como uma medida de evidéncia de que o comportamento de uma seqiiéncia de dados mude em
tal instante. A proposta deste trabalho ¢ avaliar a eficiéncia desta medida na identificagdo de mudancas
na taxa da distribuicdo Poisson, em dados seqiiencialmente observados e compara-la com a medida
proposta por Hartigan (1990), isto ¢, com a probabilidade a posteriori da parti¢do aleatéria formada
pelos pontos de mudanga. Cenarios ou seqiiéncias de dados com e sem pontos de mudangas sdo
considerados. Em cenarios sem pontos de mudancas, assumem-se taxas pequenas e grandes para avaliar
a eficiéncia da medida proposta na presenca de pouca e muita variabilidade. Em cenarios com pontos
de mudangas, consideram-se tanto mudangas estruturais quanto observagdes atipicas. Conclui-se que,
em geral, a medida proposta teve melhor desempenho para identificar pontos de mudanga. Uma analise
para dados de criminalidade da cidade de Belo Horizonte também ¢ feita utilizando-se o modelo
proposto ¢ observou-se que esta taxa muda freqiientemente ao longo do tempo.

Palavras-chave: amostrador de Gibbs; modelo partigdo produto; mudanga estrutural;
observagdo atipica.

Abstract

The posterior probability of each instant being a change point was proposed by Loschi & Cruz (2005)
as a measure of evidence that a change occurred in that instant. In this paper, the efficiency of such a
measure is evaluated and it is compared with the measure proposed by Hartigan (1990). Poisson data
sequences, with and without changes, are considered. The method is evaluated in the presence of both
structural changes and atypical observations. The proposed method over performs Hartigan’s proposal.
A series of violent crimes data from Belo Horizonte is analyzed by the proposed method. It was
observed that the rate of violent crimes changes frequently throughout the time.

Keywords: Gibbs sampling; product partition model; structural change; atypical
observation.
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1. Introducio

O modelo partigdo produto (MPP) introduzido por Hartigan (1990) em sua forma mais geral
¢, entre os propostos na literatura (por exemplo, os modelos threshold ¢ o método
considerado por Hawkins, 2001), o mais flexivel para o estudo de problemas de ponto de
mudanca (mudanga estrutural ou observacgao atipica). Sua flexibilidade se deve ao fato de
que considera como variaveis aleatdrias tanto o nimero de pontos de mudanga como também
os instantes em que as mudangas ocorreram (instantes estes identificados por uma particdo
aleatoria do conjunto de indices das observagdes). Por esta razdo, este modelo vem sendo
amplamente utilizado. Veja, por exemplo, Barry & Hartigan (1993), Crowley (1997), os
quais aplicam o MPP para a identificagdo de pontos de mudanga na média de dados
normalmente distribuidos, Quintana & Iglesias (2003), para uma aplicagio do MPP na
identificagdo de outliers em modelos de regressdo, Loschi ef al. (2003), para a identificagdo
de pontos de mudanca na média e varidncia de dados seqiiencialmente observados e
normalmente distribuidos entre outros.

Ao estudar problemas de pontos de mudangas utilizando o MPP, constata-se, no entanto, que
a probabilidade a posteriori da parti¢do aleatoria que indica os instantes em que as mudangas
ocorreram — medida de evidéncia de mudanca sugerida por Hartigan (1990) e Barry &
Hartigan (1992) — pode ndo fornecer uma idéia precisa sobre os instantes em que, de fato,
tais mudangas ocorreram. Este problema surge por que varias parti¢des podem ocorrer com
mesma probabilidade a posteriori dificultando a tomada de decisdo sobre os instantes em que
as mudancas ocorreram. Numa tentativa de solucionar este problema surgiram duas
alternativas. Quintana & Iglesias (2003) propdem uma maneira de escolher a particdo o6tima
usando técnicas de Teoria de Decisdo e, posteriormente, Loschi & Cruz (2005) propdem
avaliar a evidéncia de uma mudanga ter ocorrido calculando a probabilidade a posteriori de
cada instante ser um ponto de mudanga.

Este artigo estende para o caso Poisson os resultados obtidos em Loschi & Cruz (2005) e
apresenta um estudo sobre a eficiéncia desta medida na identificacdo de pontos de mudanga.
Serdo consideradas seqiiéncias de dados gerados da distribuigdo de Poisson,
independentemente. Seqiiéncias ou cendrios contendo ou ndo pontos de mudangas sdo
considerados. Em cendrios sem pontos de mudangas, consideram-se seqiiéncias com
diferentes variabilidades e em cenarios com uma ou mais mudangas estudam-se tanto
mudangas estruturais quanto observagdes atipicas. Para ilustrar a metodologia, utiliza-se o
modelo proposto na analise de dados de criminalidade registrados na 17* Cia da Policia
Militar de Belo Horizonte (regido que inclui o campus da UFMG). O interesse ¢ estudar o
comportamento da taxa de criminalidade nesta regido ao longo do tempo e avaliar se o
programa instituido pelo Comando da Policia Militar do Estado de Minas Gerais no final de
1999 foi eficiente para reduzir a criminalidade na area.

Este trabalho estd assim organizado. Na sec¢do 2, apresenta-se o MPP, em sua versdo
paramétrica introduzida por Barry & Hartigan (1992), com as coesdes de Yao (1984) e os
métodos computacionais utilizados para a obtengdo das distribuigdes a posteriori de
interesse. Na secao 3, avalia-se o comportamento e a eficiéncia da medida proposta para
deteccdo de pontos de mudanga. Para este estudo, consideram-se dados gerados,
independentemente, de distribui¢des de Poisson. Na secdo 4, aplica-se o modelo proposto
para analisar o comportamento da taxa de criminalidade da cidade de Belo Horizonte de
janeiro de 1998 a setembro de 2001. Para finalizar, na se¢do 5, apresentam-se as principais
conclusoes.
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2. Modelo Estatistico

O MPP foi introduzido em sua forma mais geral por Hartigan (1990). Na sua forma geral,
este modelo considera, em sua estrutura, todas as parti¢des possiveis do conjunto de dados
levando em conta tanto blocos contiguos quanto ndo-contiguos. Posteriormente, Barry &
Hartigan (1992) particularizam o MPP para a situacdo em que os dados s@o seqiiencialmente
observados e apenas blocos contiguos sdo permitidos. Neste contexto eles introduzem uma
versdo paramétrica para o MPP em que os blocos presentes na parti¢do sdo induzidos pela
igualdade dos parametros que indexam as distribui¢des das observacdes. Para ilustrar o uso
do MPP, Barry & Hartigan (1993) aplicam o MPP em sua versdo paramétrica para identificar
mudangas na média de dados seqiiencialmente observados ¢ normalmente distribuidos com
variancia comum.

Nesta secdo serdo brevemente apresentados o MPP e sua aplicagdo a seqiiéncia de dados
distribuidos segundo uma distribuicdo de Poisson e também o método computacional
utilizado para obter-se as distribui¢des a posteriori de interesse.

2.1 Modelo particio produto para coesdes de Yao

Seja Xj,...,.X, uma seqiiéncia de dados observados e considere o conjunto de indices
I={1, ...,n}. Denote por p = {iy,...,i, } a parti¢do aleatéria do conjunto de indice / tal que
0=1i, <i;---<i, =n e por B a varidvel aleatdria que denota o nimero de blocos em p.
Assuma que cada parti¢do divide a seqiiéncia X,..., X, em B = b subseqiiéncias contiguas, as
quais serdo denotadas aqui por Xp;; = (X, ;... X ) . Seja C; a coesdo a priori associada ao
bloco [ij] ={i+l,....j}, para i, j el U{0}, e j>i. Por coesdo entende-se o grau de
similaridade que se julga existir entre as observagdes em um mesmo bloco, que pode ser

interpretada, aqui, como as probabilidades de transi¢do na cadeia de Markov definida por
pontos de mudanca (Barry & Hartigan, 1992).

Considere p, para 0< p <1, a probabilidade de que uma mudanga ocorra em um instante
qualquer. A coesdo a priori para o bloco [i j] proposta por Yao (1984) e dada por:

p(-p)Y ™", j<n,

iy (1
(-py™,  j=n,

para todo i, j €1, i <j. Essas coesdes a priori implicam que a seqiiéncia de pontos de

mudanga estabelece um processo de renovagdo, com tempos de ocorréncia idéntica e

geometricamente distribuidos. Conseqiientemente, tais coesdes podem ser utilizadas quando

acredita-se que pontos de mudanga jia ocorridos ndo sdo informativos sobre pontos de

mudangas futuros.

Seja 6, ..., 8, , uma seqiiéncia de pardmetros desconhecidos, condicionalmente nos quais, as

variaveis aleatorias, X,,..., X

n?

tém densidades condicionais marginais dadas por
H(X,16), ..., 1,(X,]6,) , respectivamente. A distribuigdo a priori de 6, ..., 8, € construida
como segue. Dado uma parti¢do p = {iy, ..., i,} , para b €1, tem-se que 6, = ¢, . ,, para todo

i, <i<i,,r=1..,beque @, ... ¢, ;; sdo independentes entre si e de p. Assuma que
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;) tem distribui¢do a priori 7y )(0), 6 €Oy, em que O ¢ o espago paramétrico
correspondente ao parametro comum 6;; que indexa a densidade condicional de X;
0.

ii] = Yiel =

iil> ou

seja, 6 ..=0,. Entdo, seguindo Barry & Hartigan (1992) define-se o modelo
particdo produto para coesdes a priori de Yao como segue:
1. Dado p, a distribui¢do a priori de p ¢é a seguinte distribui¢ao produto:
P(p ={igiyeniy } 1 p)= p" (1= )", 2
para toda parti¢do {i,,...,i, } , satisfazendo 0 =i, <i; <...<i, =n.
2. condicionalmente em p = {j,,....i,} € p, a seqiiéncia X,,...,X, ¢ independente de p
e tem densidade conjunta dada por:

X5 i) A3)

G- )t

b
f(Xl"--:Xn |,0 :{io,...,ib},p):Hfi
J=1

emque f;(Xpy) = ,[@,m Jin (X 1 0)71(0)d 6

Barry & Hartigan (1992) também mostram que a esperanga a posteriori (ou estimativa
produto) para 6, k=1, ..., n, é dada por:

s=1 n
E, | X),...X,) =23 r%y EO 1 X, ), s=1...n, (4)
i=0 j=0
em que r*;, = P([i/]€ p| X,,.., X,) denota a relevancia a posteriori para o bloco [ij].

Assuma que p tem distribuigdo a posteriori Beta com pardmetros a e . Como conseqiiéncia
dessa consideragdo, segue que as distribuicdes a posteriori de p e B sdo, respectivamente,
dadas por:

L T@+p) F(a+b—1)F(n+ﬁ—b)ﬁ

Plp=liomis}\ Ko K)o ey L s

),

1)l

. 5)
P(B=b|X,,..X,)o [Z:D ﬁ(((jl);(?) F(a;(l::;z(;ifﬁ_b) gfim. X, )
A distribuigdo a posteriori para p é dada por:

70| Xy X, o Y10 X, P (1= py ™, (©6)
em que a soma ¢ sobre todas as partigoes de {/,...,n} em b blocos com pontos finais em

iy,iy,..-i,, satisfazendo a condi¢cdo 0=i,<i <..<iy,=n. A probabilidade a posteriori de
cada instante 7 ser um ponto de mudanca é:

n I(a+ ) Tla+b-1)T(n+f—b)
PA | X,,...X,)= X. .
(l‘ 1 n) ;gf( lj,ltj)l_,(a)r(ﬂ) F(n+ﬂ+a—1)

em que C; é o conjunto de todas as partigdes que incluem o i-ésimo instante como ponto de
mudanga. Para maiores detalhes ver Loschi & Cruz (2005).

) ()
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2.2 Estimativas produto para a taxa da distribuicio Poisson

Assuma que, dadas as taxas em cada instante k, G,...,6,, as observagdes, Xj,...,.X,, s@o
independentes e tais que X;|6; ~ Poisson(8,), para k=1,...,n. Assuma também que, a priori, 0
pardmetro comum 6, que indexa a distribuicdo das observagdes do bloco [ij/, tem
distribui¢do gama com pardmetros >0 e >0, a qual sera denotada por 6;; ~ Gama(z, ¢) e
cuja fungdo densidade ¢ dada por:

T
%
I(7)
Como conseqiiéncia tem-se que a distribui¢do preditiva a priori de Xj;, necessaria para o
calculo das distribuicdes a posteriori exibidas na se¢ao anterior, ¢ a seguinte:

) T Zflx"
iy G TCA Y AT
f(X[ij])_kH] X, ! F(r)( ) ( j ’

SOy

7, )= (e[ij] )T_l eXp(_¢9[ij]) .

- p*) \p*
em que
P*=0+j-1,
=7+ i X,
k=i+1

para todo i =0,...,.n-1 e j =i+l,.,n. Também segue como conseqiiéncia das suposi¢des
feitas que, dadas as observagdes do Xj;;, a distribuigdo a posteriori por bloco de &;; ¢ a
distribuicdo gama com pardmetro * e ¢* isto ¢é, &y | Xy ~ Gama (¥ p*).
Conseqilientemente, as estimativas a posteriori ou estimativas produto para a taxa 6 no
instante k, 0y, para todo k=1,...,n sdo dadas por :

< T* *

k-1
O, =EO | X5 X,) = il (8)
i=0 j

i
i=k @

2.3 Métodos computacionais

Considere a quantidade aleatoéria auxiliar U,, de forma que U,=1, se §,=6,,, ¢ U,=0,
se 6, %6, paral=1, .., n-1. Note que a particdo aleatdria p ¢ imediatamente identificada
ao considerar vetores U =(U,,...,U, ;) dessas quantidades aleatorias. Cada parti¢do
©;,..,U,_)), s=1, égerada usando o amostrador de Gibbs como segue. Partindo do valor

inicial (U},...,U] ), no passo s, o r-ésimo elemento, U?, ¢ gerado considerando a seguinte
razao:

1
Fro XD | 272 A=p)" " dx(p)
R - i Kio)], r=1,.,n-1. ©9)

U bt n-b ’
St X fim Xip], P77 (1= p)" " d7e(p)
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Entdo, cada amostra da distribuicdo a posteriori de p € gerada da seguinte distribuicao:
s b* -1 n-b*
P XX, ~p" " (A=p)"7 7(p),

para s>1,em que b° ¢é o niimero de blocos no s-ésimo vetor U e ¢ obtido notando-se que o
numero de blocos em p é dado por:

n—1

B=1+> (1-U).

=1

As estimativas produto podem ser obtidas computando a relevancia a posteriori do bloco
[ij],i,j=1,..,n,i<j, como segue:

M
i) T (10)

¢ a estimativa da probabilidade a posteriori de cada instante i ser um ponto de mudanga
utilizando os métodos computacionais citados acima é:

P(4) =2 ()

parai = 1,...,n-1, em que N ¢ o niimero de vetores U para os quais ¢ observado que U, , =0,
M ¢ o namero de vetores U para os quais ¢ observado U, =0, U,,, =..=U; =1, e U;=0

e T é o niimero total de vetores U gerados. Ver detalhes em Loschi et al. (2003) e Loschi &
Cruz (2005). Veja Gamerman (1997) para uma explicagdo geral sobre o amostrador de
Gibbs.

3. Avaliacao da Medida de Evidéncia de uma Mudanca

Nesta secdo comparam-se as probabilidades a posteriori de (i) cada instante ser ponto de
mudanga (Loschi & Cruz, 2004) e (ii) da particdo aleatoria formada pelos instantes de
mudanga (Hartigan, 1990). O objetivo ¢ avaliar se a medida proposta por Loschi & Cruz
(2005) tem a mesma eficiéncia que a medida proposta por Hartigan (1990) na identificagdo
de pontos de mudanga, sejam estes observagoes atipicas, sejam mudangas estruturais.

Serdo simuladas varias seqiiéncias de dados de tamanho 50 com nenhum, um, dois ou quatro
pontos de mudangas. Os dados serdo gerados, independentemente, de diferentes distribuigdes
de Poisson. Como distribui¢do a priori de p para os casos em que se tem nenhuma ou uma
mudanga sera considerada uma distribuicdo Beta(2,98); para os casos em que se tem duas
mudancas, considera-se distribui¢do Beta(2,48) e, para os casos em que se tem quatro
mudangas, distribuicdo Beta (2,23) serd considerada. Estas distribui¢cdes a priori concentram
a maior parte de suas massas em valores pequenos de p, indicando que, a priori, espera-se
que a probabilidade de mudanca em um instante qualquer seja baixa. Além disto, se
p ~Beta(a , ), o numero esperado de blocos a priori é dado por:

(21

a+pf

B=(n-1)
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Sendo assim, tem-se como conseqiiéncia que, a priori, ocorre 1, 2 e 4 pontos de mudancas na
seqiiéncia de dados, respectivamente. Assume-se que a distribui¢do a priori para o pardmetro
6, em todos os casos, ¢ a distribuicdo Gama(2,1) que tem esperanga e variancia iguais a 2.
Esta distribuicéo foi escolhida de tal forma que seu valor médio fosse um valor intermediario
entre os valores escolhidos para a taxa € da qual geraram-se as distribui¢cdes Poisson e de tal
forma que fosse mais proxima do valor da taxa da qual mais freqlientemente geraram-se os
dados de uma mesma seqiiéncia.

Em cada cenario, serfio analisados trés graficos. No primeiro sdo apresentados a taxa real
(linha cheia), a taxa estimada (linha tracejada) e os dados observados (pontos). No segundo
sdo exibidas as distribuigdes a priori e a posteriori de p. No terceiro, mostra-se a partigdo
mais provavel (pontos) e a probabilidade de cada instante ser um ponto de mudanga (linha
cheia). Deve ser lembrado, neste terceiro grafico, que um ponto no valor zero significa que
uma mudanga ocorreu. A Figura 1 apresenta os resultados para cenarios sem mudanga
quando €= 0,5 ¢ 8= 10, respectivamente.

taxa =0,5 taxa=0,5 taxa = 0,5

50 posteriori

I
Densidade
prob.

T T T T T T T
30 40 50 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 009 0,10 0 10 20 30
Tempo o Tempo

taxa =10 taxa = 10 taxa = 10
17,5 — . 10 -

150 —f .

125 — t e . . - priori

prob.

p=047

100 —f —

Densidade

posteriori

T
40 50 0,00 0,05 0,10 0,15 0 10 20 30 40 50

Figura 1 — Cenario sem mudanga.

No caso em que 0 = 0,5 nota-se que as probabilidades de cada instante ser um ponto de
mudanga ¢ muito baixa em todos os instantes, confirmando que & no sofre mudangas.
Percebe-se, também, que a parti¢do mais provavel em cada caso indica que o comportamento
da taxa O ndo sofre mudancas ao longo do tempo. Nota-se que tal partigdo tem alta
probabilidade a posteriori de ocorréncia (probabilidade 91%). No caso €= 10, a parti¢ao
mais provavel indicou a ocorréncia de trés mudangas, as quais sdo registradas nos instantes
12, 20 e 35. Porém, a probabilidade de ocorréncia desta particdo foi de apenas 14,8%. Além
disso, nos instantes em que a particdo detectou mudangas, as probabilidades a posteriori de
tais instantes serem pontos de mudanga sdo de apenas 26%, 28% e 47%, respectivamente,
indicando para os dois primeiros uma probabilidade muito baixa de que sejam, de fato,
pontos de mudanga. Observa-se, ainda, que a probabilidade a posteriori de que o instante 22
seja um ponto de mudanga foi 45% o que indica haver uma grande incerteza sobre este ponto
ser ou ndo um ponto de mudanga. Ressaltamos que este ponto ndo foi indicado pela particao
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mais provavel como sendo um ponto de mudanga. Para os demais instantes observou-se uma
probabilidade menor que 25% de ser ponto de mudanga indicando forte evidéncia que tais
instantes ndo sdo pontos de mudanca. Nota-se ainda que as estimativas produto para a taxa,
nos dois casos, sdo bem proximas do valor real, apresentando mudanga apenas no caso em
que a taxa (variabilidade) ¢ alta. Vé-se também que as distribuicdes a posteriori de p
indicam, com era de se esperar, pequena probabilidade a posteriori que uma mudanga ocorra
em um instante qualquer.

A Figura 2 mostra o resultado obtido para cendrios contendo apenas uma mudanga estrutural
nos instantes 10 e 25, respectivamente. Neste caso, as observa¢des antes da mudanga sdo
geradas de uma distribui¢do Poisson com parametro § = [ e as observagdes ap6s a mudanga
sdo geradas de uma distribuicdo com taxa 6 = 4.

1,00 —| esssassss sessesseceesassnssncns sassassnsnsensene

075 —

050 —

I
densidade
prob.

025 —

000 —

T
0 10 20 0 10 20 40 50

30
Tempo

1,00 -

p=085
075 —

050 —

densidade
prob.

025 —

000 —

40 50 0 10 20 40 50

30
Tempo

Figura 2 — Cenario com uma mudanga estrutural.

No cenario em que € sofre mudanga no instante 10, a particdo mais provavel a posteriori
indica erroneamente mudangas nos instantes 10 ¢ 33. Porém tal parti¢do tem probabilidade
de ocorréncia a posteriori de apenas 2%. No entanto, considerando a probabilidade a
posteriori de cada instante ser ponto de mudanca, nota-se que o instante 10 ¢ um ponto de
mudanga com probabilidade 50%. Os demais instantes (inclusive o 33) tém probabilidade
inferior 10% de ser ponto de mudanga. Para o cendrio com mudanga no instante 25 nota-se
que a particao mais provavel a posteriori indica corretamente os instantes de mudanca e esta
particdo ocorre com probabilidade a posteriori de 52%. Nota-se também que este instante
tem probabilidade a posteriori de 85% de ser ponto de mudanga e os demais instantes tem
probabilidade a posteriori inferior a 15% de serem pontos de mudanga. Ou seja, neste ultimo
cenario a distribui¢do a posteriori de p e a probabilidade a posteriori de cada instante ser
ponto de mudanga conduzem a mesma decisdo. Porém, a probabilidade a posteriori de cada
instante ser ponto de mudanga fornece uma melhor informagéo. Percebe-se que quanto maior
for a quantidade de observagdes antes das mudangas, mais eficientes na indicagdo de mudangas
sdo os dois métodos considerados. Resultados similares (ndo mostrados) foram obtidos
quando, ap6s a mudanga, geramos os dados de uma distribuigdo com maior variancia.

A Figura 3 mostra o resultado obtido para cendrios contendo duas mudangas estruturais nos
instantes 10 e 20, e 30 e 40, respectivamente. Neste caso, as observacdes antes da primeira
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mudanga e apos a segunda mudanca sdo geradas de uma distribui¢do Poisson com parametro
6 = 1, e entre as mudancas sdo geradas de uma distribuigdo com taxa 6 = 4.

No primeiro caso, em que 6 sofre mudanga nos instantes 10 e 20, a particdo mais provavel a
posteriori tem probabilidade 11% de ter ocorrido ¢ indica mudangas nos instantes 9 ¢ 20.
Para os instantes 09 e 20 observe-se que suas probabilidades a posteriori de serem ponto de
mudanga sdo 57% e 79%, respectivamente. No instante 10 esta probabilidade é 23% ¢ nos
demais instantes sdo menores que 15%. No outro caso, a particdo mais provavel a posteriori
indicou mudangas apenas nos instantes em que estas realmente ocorrem com probabilidade
19%. Neste caso, as probabilidades a posteriori de que os instantes 20 ¢ 30 sejam pontos de
mudanga sdo 42% e 43%, respectivamente, € menor que 15% nos demais instantes. Nota-se
ainda que, as estimativas produto para a taxa, em cada cendrio, sdo bem razoaveis e, como
era esperado, as distribuigdes a posteriori de p indicam que a probabilidade de que uma
mudanga ocorra em um instante qualquer € maior que nos casos anteriores.

7 . . T priori 1,0 —{ sssessss sesessssse sessssssnssssessasennannnseses

posteriori p=079

densidade
I
prob
I

T T T
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5 . . posteriori
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s
I
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T T T T T T
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Figura 3 — Cendrio com duas mudangas estruturais.

A Figura 4 mostra o resultado obtido para cenarios contendo dois pontos atipicos nos
instantes 24 ¢ 26, ¢ 21 e 29, respectivamente. Os ponto atipicos sdo gerados de uma
distribui¢do Poisson com pardmetro € =10 e as demais observagdes sdo geradas
considerando taxa § = 1.

No caso em que os pontos atipicos estdo nos instantes 24 e 26, a particdo mais provavel a
posteriori indicoun mudangas apenas nos instantes 23 e 26, com probabilidade 9%, e
observou-se que as probabilidades a posteriori de que estes instantes sejam pontos de
mudanga sdo de 79% e 98%, respectivamente. Nos instantes 24 e 25, quando também
ocorrem mudangas, as probabilidades a posteriori de mudanga foram 3,1% e 2,7%,
respectivamente, e, para os demais instantes, esta probabilidade foi sempre menor que 20%.
Perceba que, neste caso, as estimativas produto ddo uma idéia de que houve uma mudanca
estrutural e ndo duas observagdes atipicas muito proximas. No outro caso a particdo, mais
provavel a posteriori indicou mudangas exatamente nos instantes em que elas ocorrem, com
probabilidade 1%, e a probabilidade a posteriori de mudanga nestes instantes foi sempre
maior que 61%. Observa-se entdo que foram necessarias pelo menos trés observacdes entre
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os pontos atipicos para detectar-se todas as mudancas, tanto quando consideramos a parti¢ao
mais provavel a posteriori, como quando utilizamos a probabilidade a posteriori do instante
ser ponto de mudanga. Perceba também que a probabilidade a posteriori de que uma
mudanga ocorra em um instante qualquer ¢ de cerca de 10%.
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Figura 4 — Cenario com dois pontos atipicos.

A Figura 5 mostra o resultado obtido para cendrios contendo duas mudangas estruturais nos
instantes 15 e 30, considerando valores crescentes para a taxa. No primeiro (segundo)
cendario as observagdes antes da primeira mudanga sdo geradas de uma distribuicdo Poisson
com parametro § = [ (8 = 1), ap0s a primeira mudanca sio geradas de uma distribui¢do com
taxa @ =4 (6 = 6) e apds a segunda mudanga sdo geradas de uma distribuicdo com 6 = 7
@ =12).
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Figura 5 — Cenario com duas mudangas e taxa crescente.
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No primeiro caso a particdo mais provavel a posteriori indicou mudancgas nos instantes 15 e
31 com probabilidade 7%. A probabilidade a posteriori de que estes instantes sejam pontos
de mudanga ¢ 65% e 27%, respectivamente. No instante 30 esta probabilidade ¢ 6% e ¢
menor que 25% para os demais instantes. Nota-se que a particdo mais provavel a posteriori
detectou a segunda mudanga com um pequeno atraso ¢ a probabilidade a posteriori de
mudanga neste instante ndo foi alta (27%), significando forte evidéncia de que o instante 30
ndo seja um ponto de mudanga. Isto deve ter ocorrido pelo fato de as mudangas sofridas por
0 terem sido pequenas (de 1 para 4 ¢ de 4 para 7). No segundo caso, a particdo mais provavel
a posteriori indica mudangas nos instantes 15, 33 e 46 e ocorre com probabilidade 13%. As
probabilidades a posteriori de que estes instantes sejam pontos de mudanga sdo,
respectivamente, 99%, 31% e 31%. Observa-se também que o instante 30 ¢ ponto de
mudanga com probabilidade de apenas 29%. Neste caso, a probabilidade da primeira
mudanga ocorrer foi bem maior que no primeiro caso, porém, além da segunda mudanga ter
sido detectada com atraso, foi detectada uma terceira mudanca que ndo ocorreu na realidade.
Nota-se que para os casos em que 0 sofre dois aumentos, a segunda mudanga foi detectada
com atraso pela particdo mais provavel a posteriori e teve probabilidade a posteriori
relativamente baixa de ser um ponto de mudanga. Perceba, ainda que, as estimativas produto
para a taxa sdo bem razoaveis e captam relativamente bem as mudangas.

Concluindo, pode-se observar através do estudo dos diferentes cenarios simulados que a
medida proposta teve um bom desempenho geral na detecgdo de pontos de mudanga. Notou-
se que na maioria dos instantes em que ocorreu mudanga, a probabilidade de tal instante ser
um ponto de mudanga foi maior que 0,50. Percebe-se ainda que as duas medidas de
evidéncia de uma mudanga sdo Uteis na andlise de pontos de mudanca sendo que a medida
proposta teve desempenho melhor ou igual ao da particdo mais provavel a posteriori. Na
proxima segdo, aplica-se o MPP a dados reais relacionados com a criminalidade na cidade de
Belo Horizonte.

4. Analise de Dados Reais

Nesta secdo utiliza-se a metodologia apresentada na se¢do 2 para analisar dados referentes ao
numero de crimes violentos notificados més a més no periodo de janeiro de 1998 a setembro
de 2001 na 17% Cia. da Policia Militar da cidade de Belo Horizonte, que é responsavel pelo
registro dos crimes cometidos no campus da UFMG e em alguns bairros proximos. O
objetivo principal ¢ verificar se o programa “Policiando com Resultados”, introduzido pelo
Comando da Policia Militar do Estado no final de 1999 (Ward, 2000), produziu uma reducao
na taxa de criminalidade nesta regido.

Uma vez que o tnico evento do qual se tinha conhecimento que poderia ter provocado uma
mudanga na taxa de criminalidade era a implementagdo do programa “Policiando com
Resultados”, escolheu-se como distribuigdo a priori para p (probabilidade de ocorrer uma
mudanga em um instante qualquer) uma distribui¢do Beta com pardmetros o=1,5 ¢ f=28,5.
Esta distribuigdo reflete que, a priori, a probabilidade de ocorrer uma mudanga em um
instante qualquer ¢ pequena (média = 0,05 e moda = 0,0178) e tem-se uma grande certeza
sobre isto (varidncia = 0,0015). Conseqiientemente, assume-se que, a priori, 0 nimero médio
de pontos de mudanga na série analisada ¢ 1. Assume-se também que, dado a taxa de
criminalidade 6, o nimero de crimes cometidos nessa regido em cada més possui uma
distribui¢do de Poisson. Desde que ndo se tem informacdo prévia sobre a taxa de
criminalidade em Belo Horizonte, adota-se que a priori 6 tem uma distribuig¢do Gama,
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pouco informativa, com parametros 7= 0,001 e ¢ = 1,01. Conseqiientemente, estima-se que,
a priori, a taxa média de crimes violentos cometidos nesta regido de Belo Horizonte é de
1010 crimes por més. A Figura 6 mostra as estimativas produto da taxa de crimes violentos
registrados na 17° Cia. Nota-se que as estimativas produto para € apresentam
comportamento crescente no periodo de janeiro de 1998 a junho de 2000, atingindo seu
maximo neste ultimo més (82 crimes). No periodo que vai de junho de 1998 a fevereiro de
1999, a taxa de criminalidade apresenta maior estabilidade e ¢ de aproximadamente 20
crimes por més. Apos junho de 2000 percebe-se uma redugdo na velocidade de crescimento
da taxa de criminalidade, a qual poderia ser uma conseqiiéncia do programa “Policiando com
Resultados”. Em junho de 2000 a taxa de criminalidade sofre uma queda significativa caindo
de 82 para 58 crimes por més. Em margo de 2001 sofre um forte aumento passando de 50
para 76 crimes por més. A partir de maio de 2001, a taxa comega a decrescer atingindo a taxa
de 45 crimes por més em setembro desse mesmo ano.

85 —

75 —

45 —
35 —

25 —

T T T T
Tempo out/98 ago/99 jun/00 abr/01

Figura 6 — Estimativas produto da taxa de criminalidade.

A Figura 7 apresenta a probabilidade a posteriori de cada més ser um ponto de mudanca
(linha continua) juntamente com a particdo mais provavel a posteriori. A partigdo mais
provavel a posteriori ¢ indicada através de pontos em que um valor zero representa uma
mudanga naquele més. Da Figura 7 percebe-se que, no periodo junho de 1998 a fevereiro de
1999, a probabilidade de cada instante ser um ponto de mudanca ¢ no maximo 26%.
Mudangas importantes na taxa podem ser observadas em maio de 1998, com probabilidade
89%, fevereiro, setembro ¢ novembro de 1999 com probabilidades 98%, 100% e 100%,
respectivamente, abril, maio, junho e dezembro de 2000 com probabilidades 71%, 100%,
87% e 98%, respectivamente, margo, abril, maio, e agosto de 2001, com probabilidades 93%,
100%, 100% e 59%, respectivamente. Observa-se que nos instantes em que grandes
mudancas nas estimativas produto da taxa de criminalidade (Figura 6) sdo percebidas, as
probabilidades destes instantes serem pontos de mudanga sdo bem altas. Ja no periodo em
que se observa estabilidade nas estimativas da taxa, tais probabilidades sdo baixas (menores
que 26%). Ou seja, a medida proposta estd em acordo com o que ¢ observado no grafico das
estimativas produto para a taxa de crimes violentos. A parti¢do mais provavel a posteriori
ocorreu com probabilidade 1,9% e a maioria dos meses indicados como instantes de
mudanga por esta particdo coincide com os meses cuja probabilidade a posteriori de ser
ponto de mudanga ¢ maior do que 50%. Ou seja, as duas medidas levaria a conclusodes
similares sobre os instantes em que as mudangas ocorreram.
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Percebe-se da Figura 8 que a probabilidade de que uma mudanga ocorra em um instante
qualquer €, a posteriori, maior do que se acreditava a priori. Observe que a distribuicdo a
posteriori de p esta concentrada em valores mais altos que a distribuicdo a priori. Note que,
a posteriori, em média, p € 26%, o que significa dizer que a taxa de criminalidade esta mais
propensa a mudancas do que se acreditava inicialmente. A distribuicdo a posteriori do
numero de blocos (figura ndo apresentada) indicou a presenca de mais pontos de mudanga do
que se esperava a priori. Notou-se que, em média, a posteriori ha 16,55 pontos de mudanga
com desvio padrdo igual a 0,549.
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Figura 7 — Probabilidade de uma mudanga e parti¢do mais provavel, a posteriori.

priori

posteriori

densidade

o0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Figura 8 — Distribui¢des a priori e a posteriori de p.

Concluindo, sob nosso ponto de vista, o programa “Policiando com Resultados” foi pouco
eficiente para a reducdo da criminalidade na regido estudada uma vez que, apesar de
observamos que a taxa de criminalidade de meados de 2000 em diante cresce com menor
velocidade, a taxa de crimes violentos na regido ainda esta muito alta.
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5. Conclusao

Neste trabalho estendeu-se para o modelo Poisson o estudo da eficiéncia da probabilidade a
posteriori de cada instante ser ponto de mudanga, como uma medida de evidéncia de que a
mudanga, de fato, ocorreu. Esta medida, proposta por Loschi & Cruz (2005), foi comparada
com a particdo mais provavel a posteriori, medida proposta originalmente por Hartigan
(1990) e Barry & Hartigan (1992). A avaliagdo foi feita considerando seqiiéncias de dados
Poisson gerados independentemente, com e sem a presenca de mudangas. Para cendrios com
pontos de mudanga, avaliou-se o comportamento da medida de Loschi & Cruz (2005) na
presenca tanto de observacdes atipicas, quanto de quebras estruturais. Apods este estudo,
apresentou-se uma analise para dados de criminalidade da cidade de Belo Horizonte.

Notou-se que, em geral, a medida de Loschi & Cruz (2005) teve desempenho ndo inferior
para identificar a presenca de pontos de mudanga. Percebeu-se que na maioria dos instantes
em que ocorreu mudanga, a probabilidade a posteriori de tal instante ser um ponto de
mudanga foi maior que 0,50. Observou-se ainda que, quanto maior for a quantidade de
observagdes antes das mudangas, mais eficientes na identificagdo de pontos de mudanca sio
tanto a particdo mais provavel a posteriori, quanto a probabilidade a posteriori de um
instante ser ponto de mudanga. Em seqiiéncia de dados em que observagdes atipicas ocorrem
muito proximas umas das outras, as mudangas podem ndo ser bem identificadas por qualquer
das duas medidas. Além disto, nestes cendrios, as estimativas produto podem dar a idéia
erronea de que ocorreu uma mudanga estrutural. Notou-se também que para cenarios em que
a taxa € sofre mudangas estruturais aumentando o seu valor em cada mudanga, nenhum dos
dois métodos teve bom desempenho. Nestes casos, notou-se que as estimativas produto nem
sempre estdo proximas do valor real da taxa.

Na analise da série de nimero de crimes violentos, registrados mensalmente, cometidos em
uma regido da cidade de Belo Horizonte, observou-se que a taxa de criminalidade teve
tendéncia ao crescimento de janeiro de 1998 até junho de 2000. Apds esta data, notou-se que
a taxa de criminalidade passou a crescer com menor velocidade. Esta diminuigdo na
velocidade de crescimento pode ter sido conseqiiéncia do programa “Policiando com
Resultados” introduzido pelo Comando da Policia Militar de Minas Gerais no final de 1999.
Contrario ao que se esperava na avaliagdo a priori, a taxa de criminalidade na regido
estudada experimentou muitas mudangas no periodo estudado e continuou alta mesmo apos o
programa “Policiando com Resultados” ter sido implantado. Conclui-se que a metodologia ¢
eficiente na identifica¢@o de pontos de mudanga.
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