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Resumo

Neste trabalho sdo desenvolvidos o estudo e implementacdo de métodos de pontos interiores
especificos para o problema de planejamento do tratamento de cancer por radioterapia. Este é um
problema de grande porte que contém uma estrutura matricial particular. Esta estrutura é explorada de
forma eficiente obtendo um sistema linear de dimensdo muito menor. Além disso, o sistema obtido é
esparso, simétrico e definido positivo. Resultados numéricos em Matlab mostram que problemas de
grande porte podem ser resolvidos em poucas iteragdes e baixo tempo computacional por esta
abordagem.

Palavras-chave: métodos de pontos interiores; programagao linear; radioterapia.

Abstract

In this work, a specialized interior point method is developed for planning cancer treatment by
radiotherapy. This is a large-scale problem with a specific matrix structure. That structure is explored in
an efficient way reducing the dimension of the linear system, which must be solved at each iteration.
Moreover, the system obtained is sparse, symmetric and positive definite. Matlab numerical results
show that large-scale problems can be solved in few iterations and short computational time by this
approach.

Keywords: interior point methods; linear programming; radiotherapy.
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1. Introducio

O tratamento por radioterapia vem sendo utilizado desde ha muito tempo em pacientes que
sofrem diversas formas de cancer. O objetivo ¢ eliminar as células do tumor através de
radiagdo ao mesmo tempo em que procura evitar a destruicdo de células vizinhas saudaveis.
Mais da metade de pacientes com cancer sdo submetidos a radiacdo em algum ponto durante
o curso de tratamento da enfermidade. Existem atualmente maquinas sofisticadas inspiradas
na tomografia computadorizada que emitem radiag@o ao longo de todo o corpo do paciente
[15], ampliando as possibilidades de minimizagdo dos efeitos colaterais do tratamento uma
vez que as diferentes alternativas de atingir o tumor podem evitar a exposi¢io de regides
criticas a radiagdo e distribuir doses menores ao redor do corpo focadas na regido do tumor.
Do ponto de vista matematico, o desafio consiste em emitir uma alta dosagem de radiagdo no
tumor, suficiente para sua eliminagfo, ¢ simultaneamente, minimizar a radiagdo nas regides
vizinhas, compostas de tecido saudavel, reduzindo ao maximo as complicagdes nestas
regides que sdo muitas vezes criticas.

Uma vantagem deste problema, do ponto de vista computacional, ¢ que ele pode ser
modelado como um problema de otimizagdo linear [1,4,5,13,14,15]. Nas solugdes basicas
(vértices), em que as varidveis ndo-basicas estdo em seus limites, parte do tumor recebe a
dosagem minima estabelecida para sua eliminag¢do enquanto parte do tecido saudavel pode
receber a dosagem maxima permitida o que ndo corresponde ao tratamento mais adequado
do ponto de vista médico. Na presenca de multiplas solu¢des os métodos de pontos interiores
convergem para aquelas em certa medida distanciadas de vértices. Estas seriam as solugdes
mais adequadas na formulagdo de um tratamento, pois menos variaveis tendem a atingir seus
limites na presenga de multiplas solu¢des. Uma motivacgdo para a abordagem por métodos de
pontos interiores estd na estrutura matricial bem definida deste problema. Experiéncias
anteriores com o desenvolvimento de métodos de pontos interiores especificos para uma
classe de problemas e a exploragdo da estrutura matricial dos sistemas lineares resultantes
mostram que esta abordagem ¢ muito bem sucedida em termos da obten¢do de melhor
desempenho computacional [2,8,9,10,11,12].

Este artigo estd organizado da seguinte forma. A Secdo 2 descreve uma formulagdo do
tratamento por radioterapia. Na Sec¢do 3 discutimos o problema de otimizagdo linear para
auxiliar no tratamento por radioterapia. Na Se¢do 4 apresentamos os métodos de pontos
interiores aplicados ao modelo de tratamento por radioterapia, considerando a analise média
e a analise absoluta. Os resultados computacionais sdo apresentados na Sec¢do 5 e as
conclusdes obtidas estdo resumidas na Se¢do 6.

2. Formulacio Matematica

O primeiro passo no desenvolvimento de um plano de tratamento € definir a localizagdo das
células cancerosas (tumor) e da regido de risco (estrutura critica). Em seguida, a intensidade
(dose) da radiagdo ¢ calculada individualmente conforme cada paciente. Uma abordagem por
programacao linear consiste em minimizar a dose total emitida sujeito a um limite inferior da
dose na regido do tumor [14]. Ainda em [14], sdo apresentadas pequenas variacdes do
modelo de programagio linear tendo em mente o aparelho mostrado na Figura 1.
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Figura 1 — Uma representagdo de aparelho de tratamento por radioterapia.

E possivel formular um modelo com ponderagdes em cada regido do paciente privilegiando
ou penalizando algumas areas quanto a quantidade de dosagem a ser recebida.

Suponha para exemplificagio uma matriz de imagem bidimensional m x n onde cada
elemento da matriz denominado pixel representa uma (pequena) parte do corpo humano, e
que os angulos avaliados sdo 6,,6,,...,6,. Além disso, considere que cada angulo esta
composto por n sub-raios. Os sistemas de tratamento modernos sdo capazes de realizar
combinagdes complexas entre estes sub-raios. A geometria de um modelo usando raios
elementares, com m=n=2 (4 pixels), 4 angulos =4 e cada angulo é composto por 4 sub-

L . . A . 7T A T 1
raios, ¢ indicada na Figura 2. O intervalo entre os angulos ¢ e e o angulo inicial é e

Figura 2 — Geometria de uma imagem dividida em 2 x 2 pixels com angulos %, 37, ST” e 7T .

Seja x; a dose ao longo do i-ésimo sub-raio de angulo @ com j = (a-I)n+i Vi=1..,7
a=1,..,t e considere d,,; a distancia entre o sub-raio x; e pixel de imagem p. Definimos

iy, . o .
Ay, como o produto de e ““ e a 4rea geométrica comum a ambos o sub-raio x; e o

pixel p. O fator e * ‘w0 mede atenuagdo da radiagdo sobre o tecido, e os valores deste
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coeficiente de atenuagdo ( u ) dependem da energia do raio. O coeficiente de atenuacdo

define a caracteristica do tecido com relagdo a sua densidade. Podemos tomar como exemplo
de atenuacdo uma chapa Raio-X de um tecido humano. Quanto menor a densidade do tecido
menor o coeficiente de atenuacdo, portanto queimara mais o filme e conseqiientemente este
ficard mais escuro; quanto maior a densidade do tecido maior o coeficiente de atenuagdo,
portanto queimard menos o filme ficando mais claro, em geral representando tecido ésseo.

Os elementos A, ; formam a matriz de propaga¢do, denotada por A4, cujas linhas sdo
indexadas por p e colunas sdo indexadas por j (a,i). Assim, a dose de radiacdo no pixel p é
dada pelo p-ésimo componente de Ax.

Por exemplo, na Figura 2 o raio pontilhado correspondente a x, atinge a metade do pixel 3 e

a distancia deste pixel a este sub-raio é ENF) (supondo que cada pixel tenha a mesma
2

32
S u

largura). Conseqiientemente, A(3’2) Z%e . Considerando o coeficiente de atenuagdo

nulo (¢=0), quando nio existe perda de energia na propagacdo do raio, a radiacdo total sobre
o pixel 3 da Figura 2 ¢ dada pela relagéo:

1 1 1 1 1 1 1 1
Exz +7X3 +7X7 +7X8 +5x10 +3x11 +7X13 +7X14

Logo, a matriz de propagacao sem atenuacio do exemplo ¢ dada por:

0043043052 000141%0
04404+ 40004%30003 4
0£40003404301%400
s+ +4000+ L0004+ 12031 10

Embora a matriz de propagagido permita modelar facilmente os limites superiores e inferiores
da radiac@o para algum pixel de imagem, elaborar um plano de tratamento ndo é uma tarefa
trivial. Por exemplo, um plano de tratamento pode prescrever que o tumor nao receba menos
do que 80 Gy, onde Gy ¢é a dose absorvida, usualmente medida em Joules por quilograma
(J/kg), também denominada Gray (Gy): 1Gy = 1 J/kg. Por outro lado, o plano de tratamento
pode ndo permitir que alguma estrutura critica receba mais do que 40 Gy.

A maioria das pesquisas tem utilizado modelos de otimizagdo com restri¢des lineares, com
uma das duas fungdes objetivos mais evidente, maximizacdo da dose no tumor ou
minimiza¢ao da dose na estrutura critica. Uma vez que esta maximizagdo leva geralmente a
altas doses, outros trabalhos buscam maximizar a dose minima do tumor ou minimizar a dose
maxima da estrutura critica [6].

As metas listadas abaixo indicam que este problema tem uma grande quantidade de
parametros a considerar na decis@o do que seria desejavel para um plano de tratamento:

e Transmitir uma dose uniformemente letal na regido do tumor.

e Transmitir uma radiagdo tdo pequena quanto possivel na estrutura critica.

e Obter uma dose total tdo pequena quanto possivel.

e Reduzir a freqiiéncia de doses altas fora da regido do tumor.

e Controlar o nimero de raios utilizados no plano de tratamento.
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O objetivo mais comum adotado na pratica consiste em transmitir a maior radiagdo possivel
no tumor [14]. Existem duas razdes para evitar este objetivo: células doentes estdo
geralmente distribuidas entre tecidos saudaveis e o corpo humano tem dificuldade na
eliminacdo de um volume grande de tecido morto como o produzido por altas doses de
radiac@o. Portanto, uma dose letal uniformemente distribuida na regido do tumor ¢é crucial
para o sucesso do plano de tratamento, pois, uma dose inferior permite que a célula
cancerosa sobreviva enquanto uma dose superior pode ter efeitos altamente indesejaveis nos
tecidos vizinhos.

Vamos considerar, que uma regido do corpo humano seja representado por uma rede de
pixels, onde cada pixel representard parte do tecido saudavel ou do tumor em um 6rgdo
doente. Seja, m, o nimero de pixels do tumor, m. o niimero de pixels da estrutura critica e m,
o numero de pixels restantes (tecido saudavel), m = m, + m, + m.. Finalmente n, representa o
numero de sub-raios que atinge o volume do alvo. A prescrigdo é definida por quatro limites:

e u, representa o vetor de limite superior para radiagdo no tumor (u, € R™);
e [: representa o vetor de limite inferior para radiagdo no tumor (/, € R™ );
e u.: representa o vetor de limite superior para radiacdo na estrutura critica (u, € R"™ );

e u,: representa o vetor de limite superior para radiagdo no restante de tecido saudavel
m
g
(u, eR°*).

Fazemos as suposi¢des Obvias que 0</, <u,, u, 20 e u, 20. Se uma dose letal uniforme ¢

transmitida ao tumor, o limite superior e inferior para os pixels do tumor sdo obtidos através
das metas estabelecidas. Supondo que as metas estabelecidas para uma célula cancerosa
sejam f,. Os valores de u, e /, sdo geralmente (1+¢)t, e (1-¢)t,, respectivamente, onde,

€ ¢ a porcentagem da variagdo para a dosagem do tumor ¢ ¢ denominado nivel de
uniformidade do tumor. Valores tipicos de € encontrados na literatura vao de 0.02 a 0.15 [4].
O vetor u, representa a maior quantidade de radiagdo permitida para algum pixel (saudavel).
Em geral tecidos saudaveis ndo devem receber mais do que 10% da dose estabelecida para o
tumor. Ou seja, u, =7,(1+0.10) .

As linhas da matriz de propagacdo podem ser reordenadas considerando as linhas que
correspondem ao tumor, as linhas que correspondem a estrutura critica, ¢ as linhas que
correspondem ao tecido saudavel. Esta reordenagdo € representada pelas sub-matrizes 4, 4.
e A4, como indicado abaixo:

ou seja, 4, : tumor, A, : estrutura critica e A, : restante de tecido saudavel.

Sub-raios que ndo atingem o tumor sdo removidos pela eliminagao das colunas de 4 que tem
o0 vetor zero na coluna 4, correspondente. Assim, sem perda de generalidade, consideraremos
que a matriz 4, ndo tem colunas nulas. Portanto, temos que 4 € R™", 4, e R™™, 4. e R™™

m,xn

eAge‘.Rg
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3. Problema de Otimizacio Linear

Nesta se¢do apresentamos o modelo de programagao linear usado para auxiliar no plano de
radioterapia introduzido em [4]. Este modelo incorpora as denominadas restrigoes elasticas
que satisfazem todas as restri¢des impostas para o tratamento quando uma solugdo existe ou
apresentam a melhor solu¢do fora das especificagdes possivel de acordo com uma
ponderag¢do da funcdo objetivo. O modelo proposto pode ser representado pela seguinte
formulagao [4]:
Minimizar — wi't +uc+u,g
s.a [ —Lt<Ax<u, €))

Ax<u.+U.c

A, x<u,+U,g

0<Lt<]

-u,<U,.

U,g20

x>0,
onde

x: representa o vetor de dose dos sub-raios (x € R");
. teR"T, 120
c: ceRCy

g geR™, g>0.

A fungdo objetivo é representada pela soma ponderada de trés metas: /', que mede o quanto
falta para que o plano encontrado consiga aplicar a dose minima na regido do tumor; u'c

que mede a quantidade de radiag@o acima da prescrita recebida pela regido critica; e u;, g que

mede a quantidade de radiagdo acima da prescrita nos demais tecidos saudaveis.

As restrigdes [, —Lt<Ax, Ax<u.+Uc e A,x<u,+U,g, sdo denominadas eldasticas,

pois seus limites podem variar de acordo com os vetores ¢, ¢, € g, respectivamente.
As matrizes L, U, e U, definem como medir a elasticidade, € /, u. € u, controlam a
penalizagdo ou recompensa com relagdo a elasticidade. Valores fixos de /, u,, ug, L, U, e U,
definem um conjunto de fungoes eldsticas. As restrigdes eldsticas garantem que para algum
conjunto de fungdes elasticas (1) é sempre estritamente factivel. Desta forma as variaveis ¢, ¢
e g se assemelham ao classico conceito de variaveis artificiais. Adicionalmente, a diferenga
dos limites inferiores nas fungdes elasticas permite incorporar diferentes objetivos de
tratamento.

O escalar positivo w pondera a importancia da formulagdo de um plano que obtenha a dose
minima na regido do tumor, isto ¢, valores grandes de w forcam /'t a ser tdo pequeno quanto
possivel priorizando a aplica¢do da dose minima no tumor em relagdo a violagdo da dosagem
maxima permitida nos tecidos sauddveis quando ndo ¢é possivel satisfazer todas as
especificacdes. Seria desejavel que existisse um valor finito para w>0 tal que o valor 6timo
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da componente [’ ¢ fosse zero o que garantiria ao tumor receber o nivel minimo de radiagdo
necessario para sua eliminagao.

Considerando que conjuntos diferentes de fungdes elasticas determinam diferentes filosofias
de tratamento a interpretacdo do modelo (1) depende da escolha deste conjunto. Em [4]
foram propostas as seguintes escolhas, andlise média ¢ andlise absoluta.

Na analise média,

1 1 1
l=—ce, [eR™; u,=—e, u, € R"™; u, =—e, ugeing;
m, m, m
g
2
m, X
L=1 LeR™"™, U,=1,U, e R™"™, U,=1, Ugeiﬂgmg.
sendo / a matriz identidade. Esta escolha tem os seguintes objetivos:
e minimizar a dosagem média recebida pelo tumor dentro do limite prescrito;
e minimizar a dosagem média da radia¢do que a estrutura critica recebe;
e minimizar a dosagem média que o tecido saudavel recebe.
Na analise absoluta,
_ R . _ me . _ Mg,
l—eml,leR’, uc—emc,uceiR ; ug—emg,uge‘ﬁ ;
3)

m
L:em/,Le‘ﬁm‘; U,:emC,UL_eSRm‘; U,=e, U, eR*.

c g~ Tmg>
Esta escolha tem os seguintes objetivos:

e minimizar a dosagem maxima recebida pelo tumor dentro do limite prescrito;
e minimizar a dosagem méaxima da radiagdo que a estrutura critica recebe;
e minimizar a dosagem maxima recebida pelo tecido saudavel.

3.1 Propriedades das Restri¢des Elasticas
Considere a seguinte definicdo:

Definicdo A prescricdo (u, I, u. u,) admite a uniformidade do tratamento do tumor se
existe um plano, x>0, tal que I, <A, x <u,.

O Teorema abaixo foi demonstrado em [4].

Teorema 3.1 Seja (x"(w), t'(w), c"(w), g'(w)) uma solucdo 6tima de (1). Para qualquer
conjunto de funcoes eldsticas temos que I't"(w)= O), desde que a prescrigdo admita a

uniformidade do tratamento do tumor.

Este Teorema mostra que se a prescri¢ao do tratamento é viavel, o déficit de radiacdo no
tumor ¢ uniformemente limitada pela inversa de w. Utilizando este resultado é possivel,
resolvendo apenas um problema de programacdo linear, interpretar o resultado e concluir se
existe um tratamento que atende a prescri¢do violando ou ndo os limites u, € u, [4].
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3.1.1 Interpretacio das Solucoes

k ‘o . ~
Em [4] Holder mostra que quando w=— e o valor 6timo de /' ¢ é menor do que &, entdo a
£

uniformidade na regido do tumor é garantida, onde £ é uma constante que depende dos dados do
problema. Portanto, dados w como definido acima e solu¢do do problema linear correspondente,
podemos interpretar a solugdo para as analises média e absoluta da seguinte forma:

Analise Média (! = u. = u, = e) e Analise Absoluta (/ = u, = u, = )
Caso 1: ['t"(w) > & concluimos que a prescri¢io nio permite a uniformidade do tumor.

Caso 2: [ t'(w) < & concluimos que a prescri¢do permite a uniformidade do tumor. Esta
situacdo contém dois importantes subcasos:

Caso 2a: u,c"(w)+uy,g"(w)>0, a conclusdo é que a uniformidade do tumor ¢ acessivel,
mas ¢ cara, pois tecidos saudaveis estdo recebendo mais radiagdo do que desejado.
Caso 2b: ulc"(w)+ u; g (w)<0, a conclusio é que a uniformidade do tumor é permitida, a

soma de radiagdo sobre o tecido saudavel é no minimo tao boa quanto desejada.

4. Métodos de Pontos Interiores aplicados a0 Modelo de Tratamento por Radioterapia
4.1 Analise Média

Adotamos inicialmente a andlise média, descrita na Secdo 3. Com esta escolha o problema
(1) se reduz a:
nimi Lo f+Lel oL
Minimizar ~ w o m L+ € CF g e, 8
s.a [ —t<A4Ax<u,
Ax<u.+c
<
Ax<u,+g
0<t<l,
-u,<c
(g,x)=0.
Introduzimos as variaveis de folga e desconsideramos a constante e’ u., obtendo o problema
primal na forma padrdo:
t

inimi 1t i .
Minimizar ~ w oy Em L€ O g Om 8

sa a+s,=u, “)
a+t—s; =1,
Ax—-a=0

Ax+s,—c=0
A x—g+s, =u,
t+s, =1,

(t,c,g,x,su,s,,sg,st)z 0.
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Encontramos agora o problema dual no formato desejado:

Maximizar — —u,y, +1'y, —H;J’g -1y,

s.a VTV =V, = 0 (5)
Ay, Ay~ Ay, +z,=0
yl _yl +Zl :Wm_lrem[

—_1
yc—i-wc—%e

me

Vs Vi3 Ver Vs VisZas Zys Wes Wy ) 2 0.
As condigoes de complementaridade [16] para os problemas (4) e (5) sdo dadas por:
Y,S.e, =0; YSe, =0;
YSe, =0; YgSgemg =0; ¥, Se, =0;

) . (6)
XZ.e=0;TZe, =0;

CW,e, =0; GW,e, =0.

As condicdes de otimalidade para os problemas (4) e (5) sdo dadas pela factibilidade primal,
factibilidade dual e as condigdes de complementaridade (6).

4.2 O Método Primal-Dual para Anailise Média

Aplicando o método de Newton as condigdes de otimalidade, e modificando o tamanho do
passo para manter os pontos interiores, determinamos as dire¢des do método primal-dual,
para os problemas (4) e (5). Escrevendo primeiro o Jacobiano:

1

(=]
o
o

|
o~
|
~
|
l,oococoococo
|
h OO oo OoO
|
~

cooNocococoococoococoocoocoarbhoo

OOHNOOOOOOOOOOONOOONO
OHQOOOOOOOOOOOOOO,LOO

C OO0 00 00O INOOD OO OO~
C OO0 OTNOODODODDOD O OO O~NDOO
OOOOODQ%OOOOOOOOONOOOO
SOOI OO O O~NODOOOOO
coocoococoocooMhocoo~NOoO~NOCCOODOOO
OOOOOOOOOOOONHLOOOOOO
OOOO\(’?OOOOOO,LOOOOOOOO
OOOXOOOOOOOONOOOOOOO
CONOCODODODODOODONDD OO OO OOO
SN DD ODOOOND O OODODODODODOOO
QOO D OO ONDODODOD DO DO OOCO

SO DD D OO O o0 ©O0
SO oo oo oocoo o oo oo O

coococoocococooMNocooco o
coococoocoohhocoo~o

Pesquisa Operacional, v.26, n.1, p.1-24, Janeiro a Abril de 2006 9



Barboza & Oliveira — Planejamento do tratamento por radioterapia através de métodos de pontos interiores

Obtemos agora os residuos resultantes da aplicacdo do método de Newton as condicdes de
otimalidade:

Kn=u—a—s,; =l —a—t+s;

1y =a—A4.x; 1, =—Ax-s,+c;

rs=u, — A Xx+g—s,; =1 —t—s,;

=Yy =Vt Yas rSZ_Aztya+A£yc+A;yg_Zx;
rgzme/e—y,+yt—zt; ’ioszce_yc_Wc;

=o€ = Ve =Wy np=pe—Y,Se,;

s =pe—YSe, ; hy=pe=Y.Se, ;

s =lue_YgSgemE; He = /ue—YtStem,;
ho=pe=Y,S.e, ; g =pe—TZe, ;

lg = ue—CWe,, ; Ty = ,ue—GWgemg.

Multiplicando a matriz do Jacobiano pelas seguintes diregoes:

d'=(d,d,.d.d.d,d, .d,d d d.d,,d.d.d.d.d.d.d,d,),

e igualando aos residuos r = (7}, 3, 73, ..., I'2), temos Jd = r onde:

du+dsu =7
d,+d,~d, =r,
—d,+4d, =r

Ad,—d.+d, =r,

Agd,~d +d, =r,

d, + ds, =7

~d, +d, —d, =r

Ad, —Ad, ~Ad, +d. =r

d,—d, +d, =r,
dyc +dwc =TNo
dyg +dwg =7,

Y;dsl +Sud Y, =rn

Y}dsl +Sld y,:r13

chs +Scd yC: T4

Ygdsg +Sgd 2 =15

Y;dsl +Sld y,:rl6

Z.d +Xd 2 =T

Zd, +Td L=Ts

VVL'd(' +Cd ww: 9 (7)
ngg+Gd w, =1 20-

10
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4.3 Eliminacfo de Variaveis

As equagdes (7) definem o sistema linear que determina as dire¢des dos métodos de pontos
interiores. Este sistema pode ser resolvido diretamente, mas esta op¢do € muito cara compu-
tacionalmente devido a sua grande dimensdo. No entanto, este sistema pode ser reduzido
através da substituicdo de variaveis de forma similar & reducgdo realizado para problema na
forma padrdo. Admitindo-se que a matriz A tem mais linhas (que estdo representadas pelo
numero de pixels) do que colunas (que s2o representadas pelo niimero de raios). Logo,

(A'DD™' A+ Dy)d, = ~((ry + ALS. 1y + 4y Sy 1 = X ') + AL (rg = S 1y = C'rig) +
Ay (1 _Sg_l”ls =G )+ A ((ry + 8,1y =S 13) = 8, Y1 = ST Yyry) = 4D, DS (1 —
Sy + 8 e =T 'rg) =S, Yy, = 8 'Y )+ A'DD 7',

Este sistema ¢ simétrico e definido positivo podendo ser resolvido pela decomposi¢do de

Cholesky. Sua dimensdo ¢ muito menor que o sistema original representado pelas equacdes
(7). As diregdes sdo:

d=D"(4d, -r,)

d,==Dg (=S s + S, g =T '1ig) = S Yiry = 5, Y1) + Dyd,)
d, ==Did,—Dyd, ~((r, + S,y =87 13) =8, Y1 = S Y )

d, =n—d

Su

dj =-n+d,+d,

d; = YIS (=CTW.d, —(rg =S5y — C'Ry))
. . Yging(_Giledg — (i _ngl”ls -G 'ry))

N

d, =r,~d, d, =8, (n,~Y,d,)

d, =8 (rny=Yd,) d, =S (hy=Yd,)

d, =S.'(i5~Y,d,) d, =S (rg~Yd,)

dz‘. :X71(47_Zxd,x) dz, :Til(rl8_tht)

dy, =C (g -W.d,) dy, =G (g ~W,d,)
onde

D =1+Y'S.C"'W,; D, =1+Y,'S,G™'W,;

Dy =S.'Y, +57'Y; D, =57Y;

D,=C'w,; De=GW,;

D,=X"'Z; Dy= SV, +8 'Y, +T" 7,

D, = (D, - D,D;'D,);

d, I 0 0 r Dy, 0 0
d=|d, |, D=|0 D, 0| r=|r,| e D=0 Dy 0
d, 0 0 D 5, 0 0 D

Pesquisa Operacional, v.26, n.1, p.1-24, Janeiro a Abril de 2006 11



Barboza & Oliveira — Planejamento do tratamento por radioterapia através de métodos de pontos interiores

com,
-1 o1 -1 -1 -1 -1
r=n+Y S (Ro=S. 14 —C rg) € n=r5+Y, S, (1;; =S, 1is =G 1y).

O método de pontos interiores desenvolvido nesta secdo pode ser resumido da seguinte
forma:

Seja, h= (2,¢,8,%,5,,5:5.55555,) € 1= (Vs V1> Ver Vg Vis Zas Zs Wes Wy )-
Dado um ponto interior (4’ /).
Parak=1, 2, ...

Calcule as matrizes diagonais de D; a Dy

Calcule os residuos: r; a 19, 74, 1 € 7

Calcule as diregdes: dy“,dt,dsu,dS[,dx(,dsg,dst,dy”,d d,.d. .d. d, ed

V2t W,
Calcule o, e ay
k+l _ _k k
a=a +a,d,
k+1 k k
Ya :ya+addya
K+l _ gk |k gk
h,” =h" +a,d,
G+l _ k| k gk
Ja =J toagd;
até convergir.
E ok ‘ h ‘ A
Para calcular o tamanho do passo «@,,a, obtemos p,=min—-——0 ¢ p, =min—-="+-.
af - dy; gt dj;

Os valores pﬁ e pé,‘ representam o tamanho de passo maximo tal que a primeira componente
de h e j se anulam respectivamente. Portanto, o tamanho do passo sera obtido multiplicando
p por um parametro 7&(0,1) assim a;‘, = min(l,rpﬁ) e a§ =min(], rpﬁ) 0 que garante que

nenhuma componente de h ou j se anule. Adicionalmente, o passo ¢ limitado ao tamanho
maximo 1, que corresponde a um passo de Newton.

4.4 Meétodo Preditor-Corretor para Anilise Média

No método preditor-corretor dois sistemas lineares determinam as dire¢des. Primeiramente ¢
calculada a diregdo afim resolvendo o sistema linear (7) com g = (. Em seguida, os novos
residuos sdo calculados:

i,=ue —YSe —DyDse ; ~ p—
12 7 M, TP, T fis = pe,, —Y,Se, —DyDse,,;
Ng = /uem(, - YcScemL, - DchScem(, ;
- DytDStem, :

g = /uem, _ZtTem, _DZtDtem,;

i his = pe,, —YgSgemg —DygDsgemg;
hie = pe, —YSe
16 m, t~tm,

R, = pe—Z Xe— Dz Dxe;

- o 9 = ue, —W.Ce, —Dw.Dce, ;
o = He,, —WgGemg —Dwngemg. ¢ ¢ ¢

e a diregdo desejada ¢ obtida resolvendo o seguinte sistema linear [7]:
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d, +dsu =5
d,+d,—d, =r,
-d,+A4d, =r

Acdx _dc +dsc =Ty
Agd,~d,+d, =r,

d, +d_y/ =7

-, +d, —d, =n,

A;dyv —Aédy(‘ —A;dyg +d2x =r
d,—d, +d, =1,

dyC +dwc =ho

dyg +dwg =7,

Y,d +Sd ,=F,

u’s,

O calculo da perturbagdo ;f ¢ funcdo da direcdo afim [7]. Quanto melhor a dire¢do menor
serd a perturbagdo e vice-versa: u* = o-k% e 7F ="+ d']jd;{)’(jk + dfdji‘) onde, 07’; e 07§

sdo o tamanho do passo em relagdo a dire¢do afim. A idéia desse método € calcular a dire¢ao
afim-escala e estudar o progresso do método ao longo dessa diregdo, calculando a perturbagio
1 de acordo com este progresso. Uma vez que uma segunda diregdo é calculada, também
calcula-se a corregdo nao linear utilizando o mesmo Jacobiano da diregéo anterior [7].

4.5 Analise Absoluta
Trabalhamos agora com a andlise absoluta (3). Com esta escolha o problema (1) se reduz a:
Minimizar wefn/t + e,’n(c + eﬁng g
sa I - emfeﬁntt <Ax<u,
4x<e, +e, e, c
A,x < Cn, + efng g
0<e,e,t<l,
e, <e,e,c
€, €, 820
x20.
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Os vetores t, ¢ e g ndo tem significado fisico e neste modelo s6 nos interessa a soma dos seus
elementos. Assim, criamos uma variavel para caracterizar a soma dos elementos de cada um

deles: e, 1=1, ¢, c=7, ¢, &

Minimizar

s.a

= f3, obtendo o seguinte problema:

wr+y+f

l,—e,7<a<u,

Ax=a

Ax<e, +e,y
<

d,x<e, +emg,8

0<r<i

y=-1

£=0

x=>0.

Nosso proximo objetivo consiste em obter um problema linear na forma padrdo contendo

apenas restrigoes de igualdade.
Minimizar

s.a

wr+y+f

a+s, =, ®
ate,7—s,=|,

Ax-a=0

Ax—e, y+s.=0

Agx—emgﬁ+sg =e,,

r+o,=4

(%8,55755.554,0,, 7, 3,7) 20,

a:livre.

Encontramos o problema dual no formato desejado:

Maximizar

s.a

t t 4
—u,y, +1y, - €n Vg~ Ax,

_yu+yl_ya:0 (9)
e:n,yl_”t +&=w

e, v.+¢, =1

eﬁngyg+é'g =1

Ay, —Ay.— Ay, +2,=0
(yu»y]sycsyg’”tsé/né,c»é,gazx)205

v, ivre.

As condigoes de complementaridade para os problemas (8) e (9) sdo dadas por:

14
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YuSuem[ :0; YlSlem, = 0’ YcScem[ =0

Y,S.e,, =0, 7,0, =0; 6, =0 (10)
76.=0; pG,=0; XZ e=0.

As condicdes de otimalidade para os problemas (8) e (9) sdo dadas pela factibilidade primal,
factibilidade dual e as condigdes de complementaridade (10).

4.6 O Método Primal-Dual para Analise Absoluta

Aplicando o método de Newton as condigdes de otimalidade, e modificando o tamanho do
passo para manter os pontos interiores, determinamos as dire¢des do método primal-dual,
para os problemas (8) e (9). Escrevendo primeiro o Jacobiano:

(=]

0
0

0

S

1
1

|
~

3

|
~
N oo
o
coofitooco0O0 0 OO0 OO0~ O OO
c oo

'

o

|
Q
=
(=}

N

oy
|
o

3

|

~S @9 oo oo
STNO O OO0 OO
SO O oo OO

SO O OO0 OO

Q)
3
|
—

3~

o

Q
T o oo ooco o0

o

cocoocococoocoy o
%

nN
co o h
o

oq

OO OO O © O o0oC

coocococolNocooo oo coco O ~0 OO
coococoNoocoo ©o 0o o000 ~o0 o0
coocof coco0oO0 OO0 OO0~ o000 o0
cocococoococoh co ol ocoocooco
CO0CAOCO00O0OO OO —0O0 OO0 OO
COROCOOOO0OO O —~ OO0 OO0 OO
OO0 00000 —~ O OO0 OO0 OO
MO OO0 O~N OO OO0 000 OO

coocococococoNo oo oo o000 O~
S oo oo ocOoONOoOOD O o oo oo o

cCoococoC 000000 OO0 o000 OO
co¥f'ocoocoococoo o o ooco ©
ofcococococococo o o ococo
coococoocoococooMo o o o
cocoocoocococooo o o

coocol coococo o o

[=ReloNel=l

N

=

Obtemos agora os residuos resultantes da aplicacdo do método de Newton as condigdes de
otimalidade:

R=u,—a—s,; rzzlz_a_emfr"'sl;
r=a—Ax; n=-Axte, y-s;
r5:emg_Agx+emgﬂ_Sg; s :i—T—Ul;

=Yy =Vt Vas rgzw_e:n[yl—f_ﬂt_é’t;

”9:1_65,%)’0—@? ho=l-€), y,—{y
4
’ilz_Attya—i_Aéyc-i_A;yg_Zx; riZZ_Y14Suem[+ﬂem,;
fis = 7HiSiey, ey ta ==Y.S.6,, + He,,
fis = _YgSgemg tHE, R =—7,0, + U;
iy =76, + 1 Fg =—VC. + 1;

o ==PCq + 15 1y =—XZ e+ e.
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Multiplicamos a matriz do Jacobiano pelas seguintes dire¢des:

d'=(d,d,d.d,dgd, d,d_d d,.d, d,d,,.d,,d d,.d.,d;.d_d.),

e as igualamos aos residuos » = (7, 7,...,7y), temos, Jd=r:

da+dsu =5

d,+e,d . —d, =r,
t 1

_da+Atdx :I’3

Ad, —e, d, +d;, =1,
Agdx —ep, dﬂ +ng =75
d, +do‘, =7

-d, +d, +d, =r,
e;nldy[ —d, +d, =1
e, d, +d, =r,
efncdyg +d, =",
4/d, —Ad, —A;dxg +d, =n
Yd, +S,d ,=rp,
Yd, +8d ,=ry
chsc +S8.d =T
Ygdsg +Sgd v =15
ﬂ'tdo_l +o,d #="16
¢d. +td ="

Ced, +yd =71
Gedy+pd £, ="
Z.d +Xd . ="

(11)

4.7 Eliminacio de Variaveis

As equagoes de (11) definem o sistema linear que determina as dire¢des dos métodos de
pontos interiores Para a analise média este sistema pode ser resolvido diretamente, mas esta
opgdo é muito cara computacionalmente devido a sua grande dimensdo. No entanto, este
problema pode ser reduzido através da substituigdo de varidveis. Logo restou a seguinte
equacao:

(A'D(ED™'E—D) " A+ Dy)d, = (1, + ALS. iy + ALS,'ris — X 1) +
A'D(ED'E-D)'(r, - ED"'F.)).
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Este sistema ¢é simétrico e definido positivo podendo ser resolvido pela decomposigdo de
Cholesky. Sua dimensio é muito menor que o sistema original representado pelas

equagoes (11).

A primeira vista, a inversio da matriz (D—ED'E)™" parece ser computacionalmente cara.

Mas se utilizarmos a formula de Sherman-Morrison-Woodbury [3] obtemos a seguinte

relacdo:

(D-ED'E)"'=D"'+D'ED'(1,-ED'ED™"Y'ED™",

que envolve a inversdo de uma matriz diagonal I, — ED"'ED™' de dimensdo 3. Portanto esta

inversa pode ser facilmente calculada nao representando grande esfor¢o computacional.

As diregdes sdo:

d, =(ED'E-D)"(4d, - (r,—ED '),

d,

=D"'(7, - Ed,),

d,=Dyy((r, =Dy (15 +8, "1, =8, '13) = 8, ' Y,i) —e,, d. =Dy 'd ),

d_

s

d, =n—-d

u a?

dy, :Sfl(’/i3 _Yldsl) >

7

d, =0, (ng—7d,) .

d

9y

dy( = S;I(ri4 _ch.s‘() >

d, =1, =¢,d.),

=r,—d

Dy (5 +8, 'y =8, '13) = S, V) + Did, +d,, ),

d
d

dg =B (g —¢,d,), d, =X"'(rny-2Zd,).

onde,
Também temos que,
d,
d=\d, |, d,
dﬁ
Dye,, 0
E= 0 —-e
0 0

D, =5/"%;
D, =z”1§t;
Dy=7"'¢.s
Dy =ﬁ71§g;

(2 pZ

=8, (=Y, d,),

=S5, Gis=Y,d, ),

Y

d{(, =}/71(’18 _gcdy) ’

Dy, =(+D;'D)™".

I 0 O
D=|0 D, 0 |,
0 0 D
0 0
—e,, Ds 0 ,
0 —e, D,
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2
—(e,, DiDyge,, +(D;+D,)) 0 0 ., 7
D= 0 -Dg 0 |, r, =171y, F,=1r
0 0 -Dy 75 7,
com,
et S—l 1 _ it S—l _pn-l
T =T =€, S. =7 Tigs Ty =Ho €, Sg lis =B g

-1 -1 -1 -1
r, =1+ Dy (r, =Dy (1 + S, 11, =S, 13) =S, Y1),
-1 -1 r ool -1 ‘ -1 -1 -1
ry = +0, =7 f;=e,S 13)=0, mig—e, (rn+S, 71, =S8 13) =S, Y1)~

&, DDy (ry =D ((r; + 8,1, = 87 '13) = S, Y, ).

u

O método de pontos interiores desenvolvido nesta se¢do pode ser resumido da seguinte
forma:

Sejaa f = (x,Su,S/aSC,Sg,O},T,ﬂaJ’) € g = (yu9ylsycoygs”pé/pélmé/gozx) .
Dado um ponto interior (f°,g").
Para k=1,2,...

Calcule as matrizes diagonais de D; a Dy

Calcule os residuos: 7, a ry,7,, 7,1, 15T, € 1g

sipstas
Calcule d; e d,

Calcule as direcdes: da,dsl,dsu,dq,d d dyc,dyg,d,r[,d;,dgc,dgg e dZX

SRSV
Calcule ¢, e oy

kel _ k k
o =a +a,d,

K+l k k
Ya :ya+addy“
kel _ ok k gk
ST = tady
k+l k k gk
g =g +a,d,

até convergir.

4.8 Método Preditor-Corretor para Analise Absoluta

No método preditor-corretor dois sistemas lineares determinam as dire¢des. Primeiramente é
calculada a dire¢do afim (d,,d,.d,,d, ) resolvendo o sistema linear (11) com x = 0. Em

seguida, a direcdo desejada ¢ obtida resolvendo o seguinte sistema linear [7]:
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d,+d, =rn
d,+e,d —d, =r

t !
—d,+4d, =r
Ad, -e, dy + dsc =7,
Agdx -e,

d, +dJ/ =7

gdﬂ + als‘g =7
_dyu +dyu +d},[ =n
¢ _
emrdyl _d”r +d{t - 7"8
! _
Em, dyc +d4~ =T
/ _
e, d, +d; =n
t t t —
Atdy,, —Acdyc —Agolyg +dzx =r
Yd. +S,d y =7,

u’s,

onde os novos residuos sdo dados por

;12 = :uem[ _YuSuem, _Dj;uDEuem,; }7‘i3 = /uem, _YIS/em, —D)?,DEZe

m, >

Ng = luemC - YcScemC _l)ycl)scemC 5

Fis = ue, —Y,Sge, —Dj/gD§gemg;
hq :/u_é/tr_dé:tdf;
ho =H—G f—dg,ds;

Re =uM—m0,—d7,d6,;
Ry = 1=y —dd.dy;
7y, = pne—72 Xe— Dz Dxe.

5. Resultados Computacionais

Neste capitulo as versdes de métodos de pontos interiores prima-dual e preditor-corretor para
as analises média e absoluta sdo comparadas. Os métodos foram implementados em Matlab
5.3 e os testes realizados em um microcomputador PC compativel 900MHz usando o sistema
operacional Linux.

Nos experimentos foram utilizados dois problemas. O primeiro é um exemplo teste pequeno
de apenas 16 pixels ¢ o segundo com 4096 pixels baseados em um problema real obtido na
pagina www.trinity.edu/aholder/research/oncology/.
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As Tabelas 5.1 a 5.4 resumem os resultados obtidos quanto ao nimero de iteragdes,
contagem de operacdes de ponto flutuante (flops ou megaflops) e tempo de execugdo em
segundos respectivamente, para os métodos primal-dual e preditor-corretor utilizando tanto o
comando interno do Matlab quanto a decomposi¢do de Cholesky. A tolerancia utilizada para
convergéncia ¢ a raiz quadrada do € da maquina e o parametro t tem o valor fixo 0,99995.

Na analise absoluta foram implementadas duas versdes. A primeira delas utiliza a matriz do
lado esquerdo da equagdo (4.7), a segunda versdo (rapida) utiliza o lado direito da mesma
equagdo. Somente a versdo rapida foi utilizada nos experimentos para o problema de 4096
pixels. Obtivemos também os seguintes resultados para as varidveis w, I't, u'c, u'g, v, ce g
para a analise média e w, T, y ¢ 3 para analise absoluta.

Para Analise Média:
w=0.1;
1't=7.2267;

u'c = 1.8055x107;
u'g =4.4225x107.

- Primal-dual com Cholesky:

y=1.5x107;
107 |
10°¢ 0.1005
c=10.125 |; g=10.1005 |.
0.0556 0.1005
0.1005
- Primal-dual sem Cholesky:
y=2.34x107;
107 ]
1076 0.1564
c=10.1211 |; g=10.1564 |.
0.1679 0.1564
0.1564

- Preditor-corretor com Cholesky:

y=621x107;
1077
107¢ 0.4145
c=103873|; g=0.4145|.
0.3118 0.4145
0.4145
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- Preditor-corretor sem Cholesky:

y=15.74x107;
(107
10°° 0.3829
c=10.4584|; g=10.3829 .
0.2939 0.3829
0.3829

Para Analise Absoluta:

w=0.1;
©=0.8501;

- Primal-dual com Cholesky:

y=6.205x10";
B=>5x10".

- Primal-dual sem Cholesky:

y=4.528x10";
B =2.352x10"2

- Preditor-corretor com Cholesky:

y=1.125x107;
B=3.81x10".

- Preditor-corretor sem Cholesky:

y=4.737x10""7;
B=2.2167x10"".

Na Tabela 5.1 podemos ver que ambos os métodos se comportam bem para um problema
pequeno e como seria de se esperar o método primal dual converge mais rapido, pois o
preditor corretor foi desenvolvido para problemas de grande porte. Da mesma forma, a
utilizacdo da decomposicdo de Cholesky no Matlab para este problema ndo proporciona
ganhos significativos.

Tabela 5.1 — Exemplo com 16 pixels — Analise Média.

Método Iteracdes | Flops | Tempo
Primal-Dual com Cholesky 12 81099 | 0,05
Primal-Dual sem Cholesky 12 84075 | 0,05

Preditor-Corretor com Cholesky 10 91568 | 0,07
Preditor-Corretor sem Cholesky 10 98548 | 0,06
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Na Tabela 5.2 os resultados para a analise absoluta sdao similares ao da analise média, sendo
que a utilizagdo da decomposi¢do de Cholesky obteve convergéncia ligeiramente mais
rapida. A versdo rapida que inverte a matriz de forma eficiente reduziu quase a metade o
numero de flops necessario a convergéncia e também reduz o niimero de iteragdes.

Tabela 5.2 — Exemplo com 16 pixels — Analise Absoluta.

Método Iteracdes | Flops | Tempo
Primal-Dual com Cholesky 9 123034 | 0,06
Primal-Dual sem Cholesky 9 125266 | 0,06
Preditor-Corretor com Cholesky 6 109103 | 0,05
Preditor-Corretor sem Cholesky 7 131980 | 0,06
Primal-Dual rapido com Cholesky 8 65713 | 0,05
Primal-Dual rapido sem Cholesky 8 67697 | 0,05
Preditor-Corretor rapido com Cholesky 6 61445 | 0,05
Preditor-Corretor rapido sem Cholesky 6 65645 | 0,05

Para o problema de grande porte (Tabela 5.3) na analise média, podemos ver que o método
preditor-corretor ¢ o uso da decomposi¢do de Cholesky ja apresentam resultados
significativamente melhores. O Matlab mascara um pouco este resultado no tempo
computacional mas no numero de flops podemos observar melhor este desempenho superior.

Tabela 5.3 — Exemplo com 4096 pixels — Analise Média.

Método Iteracdes | MFlops | Tempo
Primal-Dual com Cholesky 14 69,0 75,3
Primal-Dual sem Cholesky 14 93,3 76,8

Preditor-Corretor com Cholesky 13 73,1 71,7
Preditor-Corretor sem Cholesky 13 141,1 75,6

O método primal dual ndo converge para este problema na analise absoluta (Tabela 5.4). O
preditor corretor, no entanto converge em um numero muito pequeno de iteragdes, embora
com um tempo computacional elevado. Estes experimentos foram realizados em uma estacao
Sun Blade 100 com o Matlab 6.0, assim, ndo foi possivel estimar o nimero de flops.

Tabela 5.4 — Exemplo com 4096 pixels — Analise Absoluta.

Método Iteracdes | Tempo
Primal-Dual rapido com Cholesky Max.
Primal-Dual répido sem Cholesky Max.
Preditor-Corretor rapido com Cholesky 8 974,3
Preditor-Corretor rapido sem Cholesky 8 975,2
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6. Conclusoes

Os resultados de nossa implementagdo em Matlab indicam que os métodos de pontos
interiores sdo promissores para esta classe de problemas sendo o método preditor-corretor
mais eficiente, principalmente no aspecto robustez. Pode-se observar que as iteragdes do
método sdo rapidas, devido a reducdo do sistema linear via eliminagdo de varidveis,
resultando em um sistema da ordem do niimero de linhas, que determina o numero de pixels,
da matriz de propagag@o, obtendo em ambos os casos um sistema de muito menor dimensao,
simétrico e definido positivo que pode ser decomposto utilizando Cholesky acelerando a
convergéncia do método.

Na analise absoluta houve uma simplificagdo do modelo para facilitar o desenvolvimento do
método e da resolugdo dos sistemas lineares. Foram criadas variaveis que representam a
soma dos elementos dos vetores cujos valores individuais ndo sdo importantes.

Além disso, ¢ possivel reduzir o esfor¢o computacional, utilizando a formula de Sherman-
Morrison-Woodbury para inverter uma matriz. Devido a utilizagdo desta formula, somente
matrizes diagonais sdo invertidas.
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