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Resumo

Os problemas de otimizagdo linear canalizados e esparsos, objeto principal deste trabalho, surgem em
vérias aplicagdes, como por exemplo, problemas de planejamento da produgdo, problemas de mistura,
entre outras. Métodos tipo dual simplex com busca linear por partes foram propostos e analisados em
Sousa et al. (2005), com resultados efetivos para problemas densos pequenos e agora sdo analisados
para problemas esparsos maiores. Algumas heuristicas de pivotamento foram implementadas para tentar
manter a esparsidade e reduzir o tempo total de resolucdo dos problemas. Um conjunto de exemplos
com estruturas esparsas que tipicamente ocorrem na pratica foram gerados aleatoriamente para analisar
o desempenho dos métodos. Os resultados computacionais demonstram a eficiéncia da abordagem.

Palavras-chave: otimizagao linear; otimizagdo linear por partes; dualidade; esparsidade.

Abstract

Two-side constraint and sparse linear optimization problems, the main object of this work, appear in
several applications, such as, production planning problems, mix problems among others. Dual
Simplex-typed methods, called two-side constraint dual simplex methods with piecewise linear search
were proposed and analyzed in Sousa et al. (2005), which showed effective results for dense and small
problems and now they are analyzed for larger and sparse problems. These methods were implemented
together with some pivoting heuristics to maintain sparsity and to reduce the running time. Sets of linear
optimization randomly generated problems with sparse structures that occur in real world were used to
analyze the performance of the methods. The computational results show the efficiency of the approaches.

Keywords: linear optimization; piecewise linear optimization; duality; sparsity.
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1. Introducio

Em Sousa et al. (2005), foi estudado o problema de otimizagdo linear com restrigdes
canalizadas e desenvolvidos métodos tipo dual simplex com busca linear por partes,
explorando a caracteristica do problema dual ser linear por partes. Foram examinadas buscas
unidimensionais exatas e inexatas, pois a simples aplicacdo do método simplex classico ¢é
muito dispendiosa em relagdo ao nimero de iteracdes e o tempo de resolucdo. Neste
trabalho, focaliza-se problemas de otimizacdo linear canalizados e esparsos e algumas
técnicas (heuristicas de pivotamento e formas de atualizacdo da decomposi¢do LU) baseadas
em métodos diretos para a solu¢do dos sistemas lineares basicos que surgem a cada iteragdo
do método dual simplex linear por partes.

Maros (2003) aborda a heuristica de Markowitz como uma ferramenta util para uma
implementag@o do método simplex para variaveis canalizadas. Vanderbei (1997) relata o uso
das heuristicas de Grau Minimo e de Markowitz, mas ndo apresenta nenhum experimento
computacional comparativo entre tais técnicas.

A classe dos problemas de otimizagao linear esparsos ¢ com restrigdes canalizadas é de
grande interesse pratico, uma vez que representa varios problemas reais, como por exemplo,
problemas de planejamento e controle da produgdo, planejamento de recursos hidricos,
transportes, fluxos em uma rede de telecomunicagdes, calculo estrutural ¢ muitos outros
problemas industriais e econdmicos. A forma canalizada (ou forma geral conforme
Vanderbei (1997)) ndo so representa prontamente qualquer problema de otimizacdo linear,
como também surge espontaneamente na modelagem de problemas reais e apds a aplicacio
de técnicas de pré-processamento para eliminar redundancias, fixar variaveis, ou apertar
limitantes.

A maioria dos problemas de otimizagdo linear esparsos possui estrutura particular que pode
ser explorada. Nestes casos, a exploracdo da estrutura particular leva a grandes economias,
tanto de memoria quanto de tempo de processamento, pois se evita armazenamento €
operagdes com os elementos nulos. Outro modo de diminuir o tempo de resolu¢do do
problema consiste em reduzir o numero de iteragdes do método (sem aumentar
significativamente os calculos intermedidrios), conforme exposto em Sousa et al. (2005).

A solug@o de um problema de grande porte exige muito esfor¢o computacional e, ao utilizar
a aritmética do ponto flutuante, problemas numéricos podem surgir. Ndo ¢ verdade que todo
problema de grande porte ¢ numericamente dificil, mas a tendéncia ¢ que sejam mais
propensos a dificuldades numéricas que os problemas menores (Maros, 2003). Nos métodos
tipo simplex, as fontes de imprecisdo sdo, principalmente, as operagdes feitas com a inversa
da matriz basica ou formas equivalentes. Em tais operagdes, os erros de arredondamento
ocorrem e sdo acumulados, propagando-se de uma iteragdo para outra. As conseqiiéncias
podem ser uma solu¢do numericamente inexata, uma base Otima errada, ou mesmo
conclusdes equivocadas, como por exemplo, problema factivel declarado como infactivel,
problema ilimitado com solugdo o6tima, ou vice-versa. Além disso, os calculos podem se
degenerar em qualquer momento se um elemento muito pequeno for erroneamente escolhido
como pivo (quando, na verdade, era apenas um lixo numérico ao invés do zero).

A suscetibilidade dos métodos do tipo simplex em relacdo aos problemas numéricos tem
motivado a pesquisa sobre algoritmos que sdo numericamente mais estaveis e também,
eficientes (Maros, 2003). Neste aspecto, progressos notaveis tém sido alcangados ao se
utilizar algumas técnicas para refatorar a matriz basica. Tais técnicas buscam produzir
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solugdes numericamente estaveis e, ao mesmo tempo, lidar com a esparsidade presente nos
problemas. Algumas dessas técnicas sdo revisadas neste artigo.

O artigo estd organizado da seguinte forma: na se¢do 2, sdo apresentados brevemente
métodos do tipo dual simplex para resolver problemas de otimizagdo linear canalizados e
esparsos, enfocando principalmente a etapa de resolugdo dos sistemas de equagdes lineares
que surgem a cada iteragdo. A segdo 3 traz duas heuristicas de pivotamento e a segdo 4
descreve duas formas de fazer a atualizagdo da matriz basica. Na secdo 5, sdo apresentados
os experimentos computacionais realizados e a se¢do 6 contém as conclusdes do artigo.

2. Métodos do tipo dual simplex e sistemas lineares esparsos

Os problemas de otimizagao linear com restri¢des canalizadas, ou na forma geral, podem ser
formulados por:

Minimizar f{x) = ¢"x
Sujeitoa d<Ax<e (D

em que Ae R"*"; d, e € R", com d; < ¢;; ¢, x € R". Sem perda de generalidade, supomos
posto(A) = n (veja Sousa et al., 2005).

O dual do problema (1) ¢ dado por (Sousa et al., 2005):
Maximizar h(1)=> h ()
i1

Sujeito a A" A=c
em que /,(4;) € uma fungdo concava linear por partes dada por:

d.A, sel =0.

h(1)=
T |ed, se 4, <0.
O maior esfor¢o computacional realizado pelos métodos do tipo simplex, consiste na
resolugdo de sistemas lineares em cada iteragdo. No caso do método dual simplex é preciso
. . . K . -~ , . T T n/T
resolver os trés seguintes sistemas lineares (considerando a parti¢do basica 4" = (B N),
B ¢ a matriz basica de dimensao nxn):

Bx =y, (solugdo basica primal, em que: j; =e; ou dj ).
B T/iB =c (solugdo basica dual).
BT g = —ajf,k (direcdo dual simplex, N; ¢ o indice da equacdo primal violada).

Os calculos realizados para a resolu¢do de um dos sistemas poderdo ser utilizados para a
resolucdo dos outros, ja que tém a mesma matriz de coeficientes B ou a sua transposta.

Diversos métodos podem ser utilizados para resolver tais sistemas. Implementagdes simples
do método simplex trabalham com a inversa da matriz basica B, produzindo resultados
satisfatorios para problemas com até poucas centenas de restrigdes e variaveis. Se tal matriz
inversa ¢ calculada explicitamente, diz-se que esta sendo usada a inversa explicita, ou se €
armazenada como o produto de matrizes elementares, entdo, diz-se que a forma produto da
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inversa ¢é utilizada. Uma outra opgdo para resolver os sistemas lineares é a utilizagdo da
decomposi¢do LU da matriz B. E importante que sejam usados procedimentos eficientes para
atualizar, de uma iteragdo para outra, a decomposi¢do LU da matriz B, uma vez que apenas
uma coluna de B ¢ alterada por iteragdo, conforme Bartels (1971) e Bartels & Golub (1969).

A decomposi¢do LU € uma técnica muito utilizada pela maioria dos pacotes para otimizagéo
linear, equivalente a eliminagdo de Gauss, procedimento Util quando se trata de sistemas
lineares gerais esparsos de grande porte e heuristicas para a escolha do pivd sdo usadas para

minimizar preenchimentos (fill-in). A seguir sao apresentadas duas delas.

3. Heuristicas de pivotamento

Existem diferentes estratégias que tentam minimizar o aparecimento de novos elementos
ndo-nulos na operagdo de pivotamento. O surgimento desses novos elementos acarreta em
demanda por mais memoria para armazena-los e mais tempo computacional nas operagdes
aritméticas em que sdo envolvidos. Fato que ocorre com muita freqiiéncia nas operagdes de
pivotamento na elimina¢@o tradicional, pois o elemento pivd é selecionado sem levar em
conta que podem ser gerados novos elementos (ndo-nulos) ao eliminar os elementos que
estdo nas linhas abaixo dele.

As heuristicas de pivotamento sdo utilizadas com a decomposi¢cdo LU com o objetivo de
preservar a esparsidade existente nas matrizes basicas no método simplex. A primeira
heuristica de pivotamento descrita ¢ a de Markowitz (1957). Esta heuristica é bastante
simples e, apesar de muitas outras heuristicas terem sido desenvolvidas e implementadas, ela
ainda ¢ considerada muito eficiente (Duff er al., 1986). A segunda heuristica de pivotamento
¢ a Grau Minimo (Vanderbei, 1997), que também ¢ simples e de facil implementagio.

3.1 Heuristica de Markowitz

A heuristica de Markowitz consiste numa estratégia eficiente para manter a esparsidade na
decomposi¢do LU. Trata-se de uma das mais usadas na pratica e apresenta resultados bem
satisfatdrios, apesar de ser computacionalmente cara (Duff et al., 1986).

Considere a matriz original como ativa inicialmente: bi(i') =b; . A heuristica de Markowitz

consiste em:

Parat=1 até n — 1 faga:

1. Determine ) (numero de elementos ndo nulos na linha i) para todas as linhas i da
matriz ativa na iteragao ¢.

2. Determine cj.’) (niimero de elementos ndo nulos na coluna j) para todas as colunas j da

matriz ativa na iteraco .
3. Determine (- —=1)(c\” =1) =min { (" ~1)(c!” 1), para todo i, tal que b’ 0}.
Se r;) =1 ou cf]’) =1 este unico elemento da linha ou coluna sera o pivo.

)

4. Trocar linhas e colunas para que 0 pivo a,,

seja colocado na posigdo (z, 7).
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5. Efetuar a eliminacdo de Gauss, se necessaria (se c{(;) =1, eliminagdes ndo sdo necessarias)

e redefinir a matriz ativa, excluindo-se a linha ¢ e a coluna ¢ (que correspondem na matriz
original a linha p e a coluna g).

Exemplo 1: Considere a seguinte matriz B esparsa, quadrada ¢ de ordem 5 a ser decomposta
no produto LU utilizando a heuristica de Markowitz:

1 2 3 45
) 2

B=2|2 41
301 -1 3
4 11
5 1 2

e =1, pivo na posicdo (1, 1):
1. Determine ", i=1,2,3,4,5.

rl(]) =3; rz(]) =3; r3(l) =3; r4(l) =2; ”5(]) =2.
2. Determine cﬁl), 7j=123,4,5.

cfl) =3 cgl) =3; cgl) =2; cfll) =1; cgl) =4,

3. Determine: min{(5" —1)(c{" -1) i=1,2,3,4,5, j=1,2,3,4,5] = (5" -1)(c{" -1)=0.
LJj X

4. Como cff) =1, basta identificar o Gnico elemento ndo nulo na coluna 4: a,4. Assim, a
linha 2 deve ser trocada de posi¢cdo com a linha pivo 1 e coluna 4 com a coluna pivo 1.

4 2 315
211 4 2
1 1 2
3 -1 1 3
4 1 1
5 1 2

5. Eliminagdes ndo sdo necessarias e a nova matriz ativa, em destaque a seguir, ¢ obtida
prontamente.

4 2 3 1 5
211 4 2
1 2 1 2
3 -1 1 3
4 1 1
5 1 2
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e ¢=2,piv0 na posicdo (2, 2):
1. Determine ri(z), i=13,4,5.
’,1(2) =3; r3(2) =3; r4(2) =2; r5(2) =2.
2. Determine cj.z), j=1,2,3,5.
cl(z) =2; céz) =3; cgz) =1 cgz) =4.
3. Determine: min{(r,@ (P -1) i=13,45, j :1,2,3,5} =P =D -1)=0.
L]

4. Como c§2) =1, basta identificar o unico elemento ndo nulo, na coluna 3: a4;. Assim, a

linha 4 deve ser trocada de posi¢do com a linha pivd 1 e coluna 3 deve ser trocada de
posi¢do com a coluna pivo 2.

4 3 2 15
211 4 2
4 1 1
3 -11 3
1 2 1 2
5 1 2

5. Eliminagdes ndo sdo necessarias e a nova matriz ativa ¢ obtida prontamente.

4 32 15
2|11 4 2
4 1 1
3 -11 3
1 2
5 1 2

Continuando a realizar os passos de 1 a 4 da heuristica de Markowitz para t = 3 e 4 obtém-se,
finalmente, a seguinte matriz:

Observacao: Os valores em italico, abaixo da diagonal principal, sdo os multiplicadores
utilizados para fazer as eliminagdes que fazem parte da matriz triangular inferior L.

Para garantir estabilidade numérica, ¢ importante que o elemento pivd ndo seja muito
pequeno em relagdo ao tamanho dos outros elementos da submatriz ativa. Sabe-se que o
pivotamento parcial produz, em geral, uma certa estabilidade numérica, mas quando a
esparsidade esta presente, apenas este método nao ¢ suficiente, pois ele ndo se preocupa
com a geracdo de novos elementos nao nulos. Entdo, para que a estabilidade seja
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considerada na heuristica de Markowitz, o candidato a pivd deve também satisfazer a
desigualdade:

0 (1) -
|bn >u m{c)zx b, | ,t=1,.,n

em que u € um parametro no intervalo 0 <u < 1.

Este procedimento para obter estabilidade pode ndo ser muito util se os elementos de B sdo
de magnitudes extremamente diferentes (Suhl & Suhl, 1990). Quando isso ocorre, faz-se uma
mudanga de escala nos elementos da matriz.

Finalmente, a decomposi¢do LU da matriz B ¢ a seguinte:

1 1 4 2
1 1 1

PBQ=LU= 1 . 1
2 1 1 2
1011 7

em que as matrizes P e @ sdo as matrizes de permutagdes de linhas e colunas
respectivamente, realizadas durante a decomposi¢do que podem ser armazenadas como
vetores de inteiros.

3.2 Heuristica de Grau Minimo

A Grau Minimo ¢ uma outra heuristica de pivotamento bastante simples que pode ser
utilizada com o objetivo de manter a esparsidade presente. Esta heuristica também apresenta
bons resultados e reduz o trabalho de encontrar o elemento que sera o pivo.

A heuristica de Grau Minimo consiste em:

1. Procurar entre as linhas da submatriz ativa aquela que ¢ mais esparsa (a linha que possui
menos elementos diferentes de zero), por exemplo, a linha .

2. Trocar esta linha com a linha do pivo.

Para os elementos ndo nulos na linha escolhida, selecionar aquele cuja coluna ¢ a mais
esparsa (ou seja, a coluna que possui menos elementos ndo nulos na submatriz), por
exemplo, a coluna ;.

4. Trocar esta coluna com a coluna pivo.

Efetuar a eliminagao Gaussiana.

Exemplo 2: Considere a mesma matriz B do exemplo 1 a ser decomposta no produto LU
utilizando a heuristica de Grau Minimo:

12345
171 2 2
g=22 41
301 -1 3
4 (I
511 2
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e Pivo na posigéo (1, 1):

1. As linhas 4 e 5 possuem o mesmo grau, ou se¢ja, o numero de elementos ndo nulos na
submatriz ¢ igual em ambas as linhas. Quando isso ocorre, escolhe-se a linha de menor
indice, no caso ¢ a linha 4.

2. A linha 4 deve ser trocada de posi¢do com a linha 1.

3. Nesta linha, o elemento 1 na coluna 3 pertence a coluna que possui menos elementos nao
nulos.

4. A coluna 3 deve ser trocada com a coluna 1.

3 21 45
411 1
2| 4 2 1
3 -101 3
1 1 2
5 1 2

5. Efetuando a eliminagdo Gaussiana, tem-se:

3 2 1 4
411 1
2| 4 2 1 4
3 -1 1 3
1 2 2
5 1 2

Pivd na posigdo (2, 2):

A linha 5 possui menos elementos ndo nulos na submatriz ativa;
A linha 5 deve ser trocada de posigdo com a linha 2;
Nesta linha, o elemento 1, na coluna 2 pertence a coluna mais esparsa da submatriz.

=

Troca de colunas ndo € necessaria.

N = W WD N
'
—_

[\S)
N — =

4

5. Efetuando a eliminagdo Gaussiana, tem-se:

321 45
41 1 1
5 1 2
3 111 5
1 201 -2
2| 4 2 1 4
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Continuando a realizar os passos de 1 a 4 da heuristica de Grau Minimo para t = 3 ¢ 4
obtém-se a seguinte matriz:

Finalmente, a decomposi¢cdo LU da matriz B é:

1 1 1
1 1 4
PBO=LU= 1 1 . |
2 -1 1 -7
-4 2 021 1

Apesar da matriz U, produzida pela heuristica de Grau Minimo (GM), ter apenas 3 ndo-nulos
fora da diagonal principal (na heuristica de Markowitz, a matriz U tem 5 elementos
ndo-nulos) € preciso chamar a rotina de eliminagdo de Gauss 4 vezes, ao passo que a
heuristica de Markowitz chama esta rotina apenas 3 vezes. Para este exemplo, a GM teria o
pior desempenho em termos do numero de operagdes aritméticas. Por outro lado, no
momento de fazer a atualizagdo da matriz basica, em que a matriz U ¢ utilizada, a situagdo
pode se inverter.

A proxima segdo descreve os procedimentos de atualizagdo da base que foram utilizados nos
experimentos computacionais reportados na sec¢ao 5.

4. Atualizacao da base
4.1 Decomposicio LU de Bartels-Golub

Bartels & Golub (1969) propuseram uma técnica para atualizar a decomposicdo LU da
matriz basica B, a qual utiliza o pivotamento parcial, que consiste em escolher como pivo o
maior elemento em mddulo da coluna (Duff et al.,, 1986), para evitar que os erros de
arredondamento se propaguem de forma descontrolada (o pivotamento parcial ¢ uma
heuristica para controlar o crescimento rapido dos erros de arredondamento, que funciona
bem, em geral).

Considere o sistema linear Bx =y (os demais sistemas lineares que aparecem em cada
iteragdo simplex sdo tratados de forma analoga). Para resolvé-lo suponha que a matriz basica
B tenha sido decomposta no produto LU.

Assim, PB = LU para alguma matriz de permutagao P.

Portanto, a resolugdo do sistema Bx = yp pode ser obtida resolvendo os dois sistemas
triangulares:

Lz=Pyy;

Ux=z.
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Seja B a matriz basica da iteragio inicial do método simplex. Para a proxima iteragdo sera
requerida a construgdo de uma nova matriz basica B"", dado que a (-ésima variavel deixa a

base ¢ a k-ésima variavel entra na base. A nova matriz basica B" na proxima iteracio do
método simplex tera a forma:

M [ J
B = aB1 aB/-1aNkaBr,+1 aBn .
A posi¢do em que a nova coluna a, entra na base, ndo precisa ser necessariamente na

(-ésima posicdo. Um ordenamento pré-definido nas colunas originais pode ser conveniente
para facilitar a decomposi¢do LU (Oliveira & Cantane, 2007).

A decomposicgio de B a partir de B’ é particularmente facil e pode ser também estavel.

Se a (-¢sima coluna a, de B for colocada na ultima posi¢io da matriz e todas as colunas

subseqiientes a ela forem movidas uma posi¢ao a esquerda tem-se:
I _ . .
B = [aB[ ap, 45, " "45,9N, j| :
Assim,
L'PB"=[L"'Pay. L' Pay L'Pa, .L'Pay L'Pay |=|uu, .u, u,,.u,L' Pay |=H". (15)

em que u; sdo as colunas da matriz U*, uma vez que L' PB® = U“.

A matriz H" tem a forma subtriangular superior (isto é, os elementos abaixo da subdiagonal
inferior sdo nulos) com zeros na subdiagonal nas primeiras ¢ - 1 colunas como mostra a

Figura 1.

0

Figura 1 — Matriz H" subtriangular superior.

E importante ressaltar que o vetor L’lPaNk ja foi obtido anteriormente quando a diregdo
simplex foi calculada, antes da atualizagdo da base. Assim, a matriz H" pode ser construida
sem qualquer esforco adicional.

A matriz H" pode ser reduzida a uma matriz triangular superior U'" usando a eliminagéo de
Gauss para zerar os elementos da subdiagonal nas colunas ¢ até n-1. O pivotamento parcial é
realizado em cada passo da eliminacgdo podendo ter ou néo troca entre duas linhas adjacentes.
As trocas sdo representadas pelas matrizes Pl.(”, i=/{,..,n1, em que cada uma delas ¢

simplesmente a matriz identidade ou a matriz identidade com a i-ésima e i+1-ésima linhas
trocadas, a qual ¢ simbolicamente armazenada.
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Assim, U ¢ obtida aplicando uma seqiiéncia de operagdes elementares por linha em H'",
ou seja,

U0 = B B PO a6

em que cada E\” tem a forma:

i1 LoV

A escolha do pivd deve ser feita de forma que cada multiplicador seja menor ou igual a 1,
ou seja, |gl.(1)| <1.

Substituindo (16) em (15) e observando que ( PO )71 =P tem-se:

W g pO O ph) O O

PB" =LP’E,” ---P,|E,’ U"’.
Se outra iteragio do método simplex for realizada, a matriz basica B® resultante pode ser
decomposta a partir da decomposigdo de B"", da mesma forma que B"" foi obtida a partir da
decomposi¢io de B”. Embora as matrizes P e E\" possam ser armazenadas de forma

bastante econdmica, depois de muitas iteragdes do método simplex é conveniente refazer a
decomposi¢do LU. Para mais detalhes veja Silva (2002).

4.2 Variantes de Bartels-Golub

As duas variantes do algoritmo de Bartels-Golub tentam manter a esparsidade existente nas
matrizes basicas e controlar o acimulo dos erros de arredondamento. A segunda variante é
um aperfeicoamento da primeira e ambas foram propostas por Reid (1982).

4.2.1 Variante 1 — Algoritmo esparso de Bartels-Golub

Seja B a matriz basica inicial no método simplex. Aplicando a eliminagio de Gauss em
B, com linhas e colunas permutadas, obtém-se a decomposi¢io LU desta base, que pode
ser expressa da seguinte forma:

EVEY EOpOBOQO _y©

em que, E;O)Eﬁ), ...El(o) =N,

E; ¢ uma matriz elementar que difere da matriz identidade I em apenas um
elemento fora da diagonal (os multiplicadores) e, portanto, representa uma
seqiiéncia de operacdes elementares por linha;

P e Q sdo matrizes de permutacao.
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Cada coluna da matriz L pode ser armazenada como um produto de matrizes elementares.
Tal formacdo, pode simplificar bastante as manipulagdes algébricas feitas com a inversa da
matriz triangular inferior. E importante ressaltar, que decompor uma matriz triangular
inferior em um produto de matrizes elementares ndo envolve nenhum célculo extra.

Denotando por B"" a matriz bésica da iteragdo seguinte, que difere de B
coluna, tem-se que B' satisfaz a equagio:

EVE© EOPOBIQO - g

n—1

€m apenas uma

sendo que a matriz S difere da matriz U”) também por somente uma coluna, na mesma
posi¢do em que B ¢ B diferem.

A estrutura da matriz $" ¢ mostrada na Figura 2.

Figura 2 — Matriz "’ com coluna espeto.

De acordo com a Figura 2, a coluna da matriz ), que difere da matriz U, possui
elementos ndo nulos abaixo da diagonal principal destruindo a triangularidade de U'”. Tal
coluna ¢ chamada de espeto. Conforme a segdo 4.1, Bartels e Golub sugeriram fazer
permutagdes de colunas movendo a coluna espeto para a Ultima coluna da matriz e
empurrando as colunas posteriores a ela uma posicdo a esquerda, obtendo uma matriz na
forma subtriangular superior, mostrada na Figura 3. Depois, deve-se realizar operacdes
elementares por linha, com trocas de linhas adjacentes, se necessarias, para restaurar a forma
triangular superior.

Figura 3 — Matriz subtriangular superior.

OF O]

Se as operagdes elementares por linha sio escritas como E|E!", .E("  anova fatoragio da

matriz basica ¢ dada por:

ED

n-1-

LEWE©._E©phpOgho0on — 1)

O objetivo principal desta variante é tentar manter a esparsidade presente nas matrizes
basicas, algo que a decomposigdo Bartels ¢ Golub ndo leva em consideracdo. Para isto, Reid
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propds que, ao fazer a decomposicdo LU da matriz basica inicial, deve-se utilizar uma
heuristica de pivotamento. A heuristica que ele utilizou foi a heuristica de Markowitz, pelo
fato de ter obtido bons resultados com o uso desta heuristica em trabalhos anteriores. A
heuristica de Grau Minimo também pode ser utilizada.

Existe também a necessidade de se utilizar uma estratégia de pivotamento para manter a
esparsidade no momento de reduzir a matriz na forma subtriangular superior a forma
triangular superior, para evitar que preenchimentos excessivos ocorram. Todos os elementos
da subdiagonal sdo ndo nulos, pois eles eram elementos da diagonal principal na matriz
triangular superior anterior, mas ¢ provavel que muitos elementos da diagonal sejam nulos
devido a esparsidade. Se isto ocorrer, muitos passos da reducdo consistirdo de apenas trocas
de linhas. Agora, se os elementos da diagonal e subdiagonal sdo ndo nulos, a principio, deve
ser escolhido como pivd o elemento que estad na linha mais esparsa. Mas, por causa de
instabilidade numérica, ndo ¢ desejavel ter um pivd muito pequeno. Dessa forma, o pivd
escolhido sera o maior entre os elementos da diagonal e subdiagonal, em mddulo, se 0 menor
deles ¢ menor que o produto de uma constante # (0 <u<1) com o maior elemento
(veja observagao final na se¢do 3.1). Caso contrario, o pivo sera o elemento que se encontra
na linha mais esparsa.

Exemplo 3: Considere a seguinte matriz ) a ser colocada na forma triangular superior
(a coluna espeto € a segunda coluna):

1 2 3 4 5 6 7 8 9

171 -1 3 1 2]
2 1 1
3 2 -1 5
4 1 2 -1
S("s 1 -1 1
6 3 4
7 1 1
8 1 5
9| 1|

1- Colocar S na forma subtriangular superior.

Colocando a coluna espeto (segunda coluna) na posi¢ao da coluna 9 e movendo as colunas 3,
4,5,6,7, 8 e 9 uma posicao para a esquerda, tem-se a seguinte matriz na forma subtriangular
superior:

L I S 1.2 _ =1
2| 11 1 !
3 12 -1 5 :
40 7 1 2 -1
50 1 -11 ;
6] ¢ 3 !
T 1 1 |
8| 1 5 1
) I .
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2- Fazer as eliminag¢ées para colocar a matriz na forma triangular superior tentando
preservar a esparsidade.

Lembrando que, antes de fazer a eliminacgdo propriamente dita, é preciso escolher qual serd o
elemento pivd levando em considerag@o tanto a questdo da estabilidade numérica, quanto a
questdo da esparsidade que deve ser mantida.

Dessa forma, para a escolha do pivo tém-se duas opgoes:

(a) O elemento da diagonal principal ¢é nulo e o elemento da subdiagonal ¢ ndo nulo.
Neste caso, o pivo sera o elemento da subdiagonal. Basta fazer a troca de linhas.

(b) Os elementos da diagonal principal e da subdiagonal sdo nao nulos.
Neste caso, sera escolhido como pivo o maior elemento entre os elementos da diagonal e
subdiagonal, em moédulo, se o menor deles for menor que o produto de u pelo maior
elemento (u.maior). Caso contrario, o pivd sera o elemento que se encontra na linha mais
esparsa. Um valor tipico para u ¢ 0,1 (Reid, 1982).

e Pivd na posigdo (2, 2):
(b) Os elementos diagonal e subdiagonal sdo ndo nulos.

¢ maior = | 53, | =2, menor = | sy, | = 1 (ambos servem como pivo, considerando ©=0,1).
Is2al = 1> w.fs3| = (0,1).(2) = 0,2.

¢ Procurando a linha mais esparsa:
Linha 2 tem 2 elementos ndo nulos.
Linha 3 tem 3 elementos ndo nulos.

A linha 2 é mais esparsa. Portanto, ndo ¢ preciso fazer troca de linhas, pois o pivo
jé esta na posicao correta. Anulando com uma operagao elementar o elemento na posi¢ao
(3, 2) da matriz, tem-se:

1[1 3 1 2 -1
2 | (N
3 -1 3 :
4 ' 2 -1
5 A S i
6 | 3 4 !
7 i 1 L
8 ! 5 L
N N T N

e Pivd na posigdo (3, 3):
(b) Os elementos diagonal e subdiagonal sdo ndo nulos.

¢ maior =| 533 | = 1, menor = | s43 | =1 (ambos servem como pivo).
|S43| =1> u.|S33| = (0,1)(1) = 0,1
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¢ Procurando a linha mais esparsa:
Linha 3 tem 2 elementos ndo nulos.
Linha 4 tem 3 elementos nao nulos.

A linha 3 é mais esparsa. Portanto, ndo € preciso trocar as linhas, pois o pivo ja
estd na posicdo correta. Anulando o elemento na posicdo (4, 3) da matriz, tem-se:

1 34 56 7 8 9 2

11 3 1 2 -1
20 1 1

3 -1 3

4 32T
5 B R :
6 o3 4 i
7 | 1 1 !
8 i 5 1
91 . L1

e Piv6 na posigdo (4, 4):

(a) O elemento diagonal é nulo e subdiagonal € nio nulo.
Trocando a linha 5 com a linha 4 tem-se:

1 34 56 7 8 9 2

111 3 1 2 -1
20 1 1

3 -1 3

5 Lt N

4 132 -1
6 13 4 !
7 L 1
8 | 5 I
9] S 1o

Realizando os mesmos passos para os pivds nas posi¢des (5, 5), (6, 6), (7, 7) ¢ (8, 8),
a matriz na forma triangular superior obtida é:

1 345 6 7 8 9 2

1f1 3 1 2 -l
20 1 1

3 -1 3

5 -1

6 3 4

7 1 1

4 4 -3

8 1

9| 3.75 |
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4.2.2 Variante 2 — Aperfeicoamento do algoritmo esparso de Bartels-Golub

A segunda variante do algoritmo de Bartels-Golub ¢ um aperfeicoamento da variante 1
descrita na segdo anterior. Esta variante utiliza permuta¢des de linhas e colunas adicionais
antes de fazer as eliminagdes tentando evita-las e, conseqiientemente, diminuir os preenchi-
mentos, ou entdo, reduzir o nimero de elementos na subdiagonal inferior a serem eliminados.

Segundo Saunders (1976), alguma vantagem deveria ser tomada do fato que, no caso
esparso, a coluna espeto também ¢ bastante esparsa. Dessa forma, ao invés de colocar a
coluna espeto na ultima posi¢cdo da matriz e mover as colunas posteriores a ela uma posigdo a
esquerda, (como ¢ feito na variante 1), a coluna espeto deve ser colocada na posigdo da linha
em que se encontra o ultimo elemento desta coluna.

Reid (1982), aproveitando a sugestdo de Saunders (1976) e tentando melhorar ainda mais
esta idéia, sugeriu fazer mais algumas permutacdes de linhas e colunas antes de realizar as
eliminagdes na matriz subtriangular.

Suponha que a coluna espeto esteja na coluna / e que seu tltimo elemento nao nulo esteja na

linha g. Considere a submatriz ndo triangular formada pelas linhas e colunas de ¢ a gq.

O objetivo, agora, ¢ reduzir o tamanho desta submatriz ndo triangular para colocar a matriz
original na forma triangular superior ou na forma subtriangular superior com menos
elementos ndo nulos na subdiagonal e diminuir, com isso, o nimero de eliminagdes a serem
realizadas.

O préximo passo € procurar, dentro desta submatriz ndo triangular e a partir da sua segunda
coluna, pois a primeira ¢ a coluna espeto, colunas que possuam apenas um elemento nio nulo
e que este elemento esteja na diagonal. Suponha que a coluna p da submatriz possua tais
caracteristicas, em seguida, deve-se fazer a permutacdo simétrica (a mesma troca para linhas

e colunas) colocando o p-ésimo elemento diagonal na /-ésima posi¢do, ou seja, a p-ésima
coluna deve ser colocada na posicdo da coluna ¢ e as demais colunas /+1, ..., p-1 sdo
movidas uma posi¢do a direita e a p-€sima linha deve ser colocada na posigo da linha / e as
demais linhas ¢+1,..., p-1 sdo movidas uma posi¢do para baixo. Com estas permutagdes,
a forma da matriz foi preservada e o comprimento da coluna espeto, agora na coluna ¢+1, foi

reduzido por um, e com isso, o tamanho da submatriz ndo triangular também foi reduzido.

A coluna espeto passa a ser novamente a primeira coluna da submatriz ndo triangular. O
processo de procurar por colunas que possuem apenas um elemento ndo nulo na diagonal ¢é

repetido na nova submatriz ndo triangular de linhas e colunas /+1 até p. Apds este

procedimento, nenhuma das colunas /+2, ..., p possui apenas um elemento ndo nulo e na

diagonal, entdo, a procura deve ser iniciada a partir da coluna p+1. Tal procura deve ser feita
até que ndo sejam encontradas colunas com estas caracteristicas. (As permutagdes podem ser
feitas apos todas as colunas serem encontradas).

Suponha que a nova, possivelmente menor, submatriz ndo triangular seja composta por
linhas e colunas de ¢ até g. A procura vai ser feita por linhas que possuam apenas um

elemento ndo nulo e este elemento se encontra na diagonal a partir das linhas ¢-1 até ¢+1.
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Se a linha p da submatriz possuir tais caracteristicas, deve-se fazer a permutagdo simétrica
colocando o p-ésimo elemento diagonal na g-ésima posicao, ou seja, a p-ésima linha deve ser
colocada na posi¢éo da linha ¢ e as demais linhas p+1, ..., ¢ sdo movidas uma posi¢éo para
cima ¢ a p-ésima coluna deve ser colocada na posi¢do da coluna ¢ e as demais colunas
pt1, ..., g sao movidas uma posi¢ao a esquerda. A nova procura por outras linhas que tenham

um unico ndo nulo e que esteja na diagonal deve ser feita a partir da linha p-1 até /. Com

estas permutagdes, a forma da matriz também foi preservada e o tamanho da submatriz ndo
triangular podera ser reduzido por um retirando-se a linha ¢ e coluna ¢ da submatriz nio
triangular. O processo de procurar por linhas que contém apenas um elemento nao nulo e que
esteja na diagonal ¢ feito até que ndo sejam encontradas linhas com estas caracteristicas.
(As permutacdes podem ser feitas apos todas as linhas serem encontradas).

A seguir, deve-se fazer mais algumas permutagdes de colunas para colocar a submatriz ndo
triangular novamente na forma subtriangular superior, como antes.

Neste momento, a unica coluna na submatriz nao triangular que pode ter apenas um elemento
ndo nulo e na diagonal ¢ a ultima, pois sendo a ultima linha teria estas caracteristicas. A
permutagdo simétrica novamente deve ser feita para colocar este elemento diagonal no topo
da submatriz, da mesma maneira descrita anteriormente. A tltima coluna da nova submatriz
ndo triangular pode, de novo, possuir um unico ndo nulo e na diagonal. Neste caso, o
procedimento anterior deve ser repetido, ou seja, o elemento deve ser colocado na primeira
posicdo da submatriz ap6s as permutagdes necessarias. Este tlltimo passo continua até que
ndo se tenha mais uma submatriz ndo triangular ou a tultima coluna ndo possua apenas um
elemento ndo nulo e na diagonal. (Mais uma vez todas estas permutacdes podem ser
realizadas juntas posteriormente).

Apos a realizagdo de todas permutagdes possiveis, a matriz U estd pronta para que as
eliminagdes sejam feitas se estas forem necessarias, com o objetivo de tornar a matriz U
triangular superior novamente, caso isto ainda ndo tenha acontecido. Com a realizacdo de
todos estes passos, obtém-se a atualizacdo da decomposicdo LU feita anteriormente, evitando
uma nova decomposi¢ao da matriz basica, que representa um grande esfor¢o computacional.

Exemplo 4: Considere a matriz $" do exemplo anterior a ser colocada na forma triangular
superior, agora, aplicando a variante 2:

11 -1 2
2 1 1
3 2 -1 5
y_ 4 1 2 -1
j_5 1 -1 1
6 3 4
7 1 1
8 1 5
9| 1|

A matriz $" ndo esta na forma triangular superior por causa da coluna 2, que é a coluna que
acabou de entrar na base.
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1- Determinar a coluna espeto e a submatriz ndo triangular.

A coluna espeto ¢ coluna 2 e seu elemento ndo nulo esta na linha 8. Assim, a submatriz nao
triangular vai ser formada pelas linhas e colunas de 2 até 8. Observe que a coluna espeto € a
primeira coluna da submatriz ndo triangular.

1 2 345 67 8 9
1

(T I S S 2
20 1o 1 !
3000 2 -1 5

41 1 2 -l
501 1 -1 1

6| 3 4
A I
8| i1 5

o T 1]

2- Procurar por colunas que possuam um unico elemento ndo nulo e este elemento esteja na
diagonal e fazer as permutagoes de colunas e linhas para colocar tal elemento no topo da
submatriz.

Analisando a submatriz ndo triangular a partir da sua segunda coluna, vé-se que a coluna 5
possui um unico elemento ndo nulo e na diagonal. Colocando esta coluna na posi¢do da
coluna 2, movendo as colunas 2, 3 e 4 uma posigdo a direita e fazendo a mesma troca para as
linhas (colocando a linha 5 na posi¢@o da linha 2 e movendo as linhas 2, 3 e 4 uma posigéo
para baixo), tem-se:

111 -1 3 1 2
5 v -1 1

2 b 1 i

3 ! -1 5 :

4 ! 1 2 -l
6 i 3 4

7 i N
8 N 51
9| 1

Com estas permutacdes, a forma da submatriz foi preservada e o comprimento da coluna
espeto, agora na terceira coluna da matriz, foi reduzido por um e, conseqiientemente, o
tamanho da submatriz ndo triangular também foi reduzido.

Continuando a procura, na nova submatriz, por colunas que possuem um tnico elemento nao
nulo e na diagonal, primeiro entre as colunas 3 e 4 e depois entre as colunas 6, 7 e 8, vé-se
que ndo existe mais nenhuma coluna com esta caracteristica. Assim, pode-se ir para o
proximo passo.

3- Procurar por linhas que possuam um unico elemento ndo nulo e que este elemento esteja
na diagonal e fazer as permutagdes de linhas e colunas para colocar este elemento na ultima
posi¢do da submatriz ndo triangular.
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Iniciando a procura por linhas que possuam um tinico elemento ndo nulo na diagonal, a partir
da penultima até a segunda linha da submatriz ndo triangular, encontra-se a linha 7.
Colocando esta linha na posi¢do da linha 8, movendo a linha 8 uma posi¢do para cima e
realizando a mesma troca para as colunas (colocando a coluna 7 na posi¢do da 8 ¢ movendo a
coluna 8 uma posi¢do para a esquerda), tem-se:

1 52 3 4 6 8 7 9

1[1 -1 3 1 2
5 | 1 -1
2 vl 1
3 L2 -1 5
4 : 1 12 -1
6 i 3 4,
8 'l 51
7 1 1
9| 1

Com estas permutagdes, a forma da matriz foi preservada e a ordem da submatriz ndo
triangular pode ser reduzida por uma unidade retirando-se a linha e a coluna 7.

A nova procura por outras linhas que tenham um tnico nao nulo na diagonal deve ser feita a
partir da linha 6 até a linha 2. A linha 4 possui tal caracteristica. Fazendo as trocas adequadas
de linhas e colunas, tem-se:

1[1 -1 301 2]
5 o 1 -1

2 11

3 ! 25 -l

6 ! 3 4

8 V1 51

4 I 1 2 -1
7 11
9| 1|

Continuando a busca na submatriz triangular por linhas com um tnico elemento na diagonal
a partir da linha 6 até a linha 2 nenhuma linha ¢ encontrada. Entdo, pode-se ir ao proximo
passo.

4- Colocar a submatriz ndo triangular na forma subtriangular superior e verificar se a
ultima coluna possui um unico elemento ndo nulo e que esteja na diagonal. Se isto ocorrer,
fazer a permutagdo simétrica para colocar tal elemento no topo da submatriz. Repetir este
passo até que a ultima coluna ndo possua apenas um elemento ndo nulo na diagonal ou ndo
se tenha mais a submatriz ndo triangular.

Para deixar a submatriz ndo triangular na forma subtriangular superior é preciso colocar a
coluna 2 na posi¢ao da coluna 8 e mover as colunas 3, 6 ¢ 8 uma posi¢do para a esquerda,
obtendo-se:
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11 13 1 2
5 11 -1

2 11 :

3 125 P -1

6 3 4

8| i s 1l

4 1 2 -1
7 11
9| 1|

A ultima coluna da submatriz ndo triangular (coluna 2) possui um unico elemento ndo nulo
na diagonal. Colocando a coluna 2 na posi¢ao da coluna 3, movendo as colunas 3, 6 ¢ 8 uma
posicdo a direita ¢ fazendo a mesma troca para as linhas, (colocando a linha 8 na posi¢ao da
linha 2 ¢ movendo as linhas 2, 3 ¢ 6 uma posi¢do para baixo), tem-se:

1 5 2 3 6 8 4 7 9

111 -1 31 27
5 1 1 -1

8 5.

2 L

3 52 5 1-1

6 13 4,

4  TTTTTTTT 1 2 -1
7 1 1
91 1|

Novamente, a ultima coluna da submatriz ndo triangular (coluna 8) possui um Unico
elemento ndo nulo e na diagonal. Realizando as movimentagdes de colunas e linhas
necessarias, tem-se:

111 -1 31 2]
5 1 1 -1

8 1 5

6 4 3

2 51 L

3 1200

4 1 2 -1
7 11
9| 1|

Neste momento, a submatriz ndo triangular ndo possui colunas com somente um elemento
nao nulo e na diagonal. Isso significa que o processo terminou. A matriz resultante esta
praticamente na forma triangular superior, faltando eliminar apenas um elemento abaixo da
diagonal principal.

5- Fazer as eliminagdes necessarias para colocar a matriz na forma triangular superior.

Realizando uma unica eliminagdo na matriz, obtém-se a atualizagdo da matriz U:
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1 -1 301 2
1 1 -1
1 5
4
U= 11
3
1 2 -1
1 1
L 1_

5. Experimentos Computacionais
5.1 Estrutura de dados

A estrutura de dados utilizada foi baseada em Reid (1982). Para armazenar uma matriz esparsa
sd0 usados 2 vetores de ponteiros (rows e cols) alocados dinamicamente, de tamanhos iguais,
respectivamente, ao numero de linhas (nr) ¢ ao nlimero colunas (nc) da matriz. Um destes
vetores contém ponteiros que apontam para listas (/isf) duplamente encadeadas que
representam as linhas ou colunas da matriz e o outro vetor, também contém ponteiros que
apontam para listas duplamente encadeadas que representam as colunas da matriz. Estas
listas, por sua vez, contém ponteiros que apontam para o primeiro elemento nao nulo de cada
linha ou coluna (head) e um inteiro (count) que indica quantos elementos nao nulos existem
na linha ou coluna. E finalmente, cada elemento ndo nulo da matriz ¢ representado por um n6
(list_element) que contém um ponteiro que aponta para o elemento anterior (prev), um
ponteiro que aponta para o proximo elemento (next), um ponteiro para o valor do elemento
(value) e um inteiro (pos) que guarda a posi¢do que o elemento ocupa na linha ou coluna.

A Figura 4 exibe o esquema de representagdo da matriz, lista ¢ né da estrutura de dados utili-
zada quando os elementos sdo acessados por coluna. A representag@o por linha ¢ semelhante.

cols

list list list list list — count

ﬁ head

T
ﬁ prev
— pos
E *value

next
[

|

Figura 4 — Representagdo da matriz, lista e nd acessando os elementos por coluna.
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5.2

Geradores

Nesta sec¢do, sdo apresentados os quatro geradores implementados para obter os exemplares

de

problemas de otimizacdo linear canalizados e esparsos utilizados nos testes com-

putacionais: produgdo (a), bloco angular (b), bloco escada (c) e bloco angular em vérios
niveis (d). As estruturas das matrizes dos coeficientes criadas pelos geradores estdo
representadas na Figura 5.

Gerador Producio: Um problema na literatura de Pesquisa Operacional muito
pesquisado ¢ o problema de dimensionamento de lotes, que consiste basicamente em
determinar o quanto ¢ quando produzir de certos produtos manufaturados (itens) em um
horizonte de planejamento finito dividido em periodos. A matriz dos coeficientes do
modelo matematico que representam estes problemas tem a forma da Figura 5 (a). Para
gerar exemplares desse tipo de problema, deve-se informar o niimero de tipos de itens a
ser produzido e o numero de periodos em que a produgdo sera feita.

Gerador Bloco Angular: A matriz dos coeficientes do modelo matematico do problema
de corte de estoque unidimensional com varios objetos em estoque ¢ em quantidades
limitadas tem a forma bloco angular conforme a Figura 5 (b). Para gerar exemplares deste
tipo de problema, deve-se informar a quantidade de blocos e o niimero de linhas e
colunas de cada bloco. O numero de linhas de acoplamento (linhas abaixo do ultimo
bloco angular) ¢ igual ao numero de colunas de cada bloco.

Gerador Escada: O modelo matematico do problema de corte de estoque
unidimensional multiperiodo € representado matricialmente por matrizes que tem a forma
bloco angular em varios niveis conforme a Figura 5 (c). Para gerar exemplares deste tipo
de problema, deve-se informar a quantidade de blocos, o numero de linhas e colunas de
cada bloco e também o nimero de colunas de intersegao.

Gerador Bloco Angular em Varios Niveis: O modelo matematico do problema de
rotagdes de culturas é representado matricialmente por matrizes que tem a forma bloco
angular em varios niveis conforme a Figura 5 (d). Para gerar exemplares deste tipo de
problema, deve-se informar a quantidade de blocos maiores, a quantidade de blocos
menores ¢ também o numero de linhas e colunas de cada bloco menor. O numero de
linhas de acoplamento ¢ igual ao namero de blocos menores de cada bloco maior.

| =

RS
—_—

(a) produgdo (b) bloco angular (c) escada (d) bloco angular 2-niveis

Figura 5 — Representagdo matricial dos problemas gerados.
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5.3 Resultados computacionais

Todas as implementagdes (geradores ¢ método dual simplex com busca linear por partes,
heuristicas de pivotamento e formas de atualizagdo) foram feitas em linguagem C.

Os testes foram realizados usando os problemas obtidos aleatoriamente pelos quatro
geradores descritos anteriormente. O nimero de linhas (m) e colunas (n) varia entre 50 e
3000 aproximadamente e a densidade (nz) varia entre 0,2% e 6% para problemas na forma
geral. S8o 12 classes problemas com o numero de colunas maior que o nimero de linhas
(n > m) e 12 classes de problemas com o numero de linhas maior que o niimero de colunas
(m > n). Para cada classe foram resolvidos 10 problemas e calculada a média aritmética de
alguns resultados, tais como, nimero de iteragdes, tempo computacional, entre outros.

Todos os testes foram realizados em um computador AMD Atlhon 1800+ (1500 MHz) com
1GB de RAM e um hard disk de 40GB utilizando o sistema operacional Windows 2000 e o
compilador C++ da Intel.

Os primeiros testes foram realizados com os problemas construidos pelo gerador escada, os
quais foram resolvidos algumas vezes mudando-se apenas os valores para o niimero de
atualizacdes a serem feitas antes de uma nova decomposicdo LU da matriz bésica. Isto
porque era importante saber o quanto o numero de atualizagdes realizadas influencia,
principalmente, no tempo de resolugéo e, assim, poder determinar um valor a ser usado nos
demais testes. Os valores considerados foram: 100, Im , 3WWm/2 e 0,1m. Os itens
analisados foram: numero de iteragdes, tempo total de resolugdo, preenchimento por
atualizagdo, tempo por atualizagdo, preenchimento por decomposi¢do e tempo por
decomposigdo.

A Tabela 1 exibe o desempenho dos quatro valores utilizados sendo do melhor para o pior
desempenho. O valor 100 apresentou melhores resultados em quase todos os itens analisados
para a maioria dos problemas nos casos em que n > m e m > n.

Outros testes foram feitos para valores menores que vm e maiores que 0,1m ¢ os resultados
obtidos foram piores que estes apresentados para a maioria dos itens analisados.

Tabela 1 — Valores para o nimero de atualizagdes.

Classificacio dos valores para o niimero de atualizacées
n>m m>n
1° 2° 3 4° 1° 2° 3° 4°

Nimero de iterages 100 | fm | 0,1m |3</m /2| 100 | 0,0m | Jm [3/m /2
Tempo de resolucio 100 | 0,1m |3m 2| m Jm |3m /210,1m| 100
Preenchimento/atualizacao m [3<m 2| 100 0,1m | 100 [3m /2| Vm | 0,1m
Tempo/atualizacio 100 |3+/m /2((0,1)(m)| ~/m |todos
Preenchimento/decomposi¢do | 100 | m |3vVm /2| O,lm | 100 |3Vm /2| Jm | 0,1m
Tempo/decomposiciio 100 (3<m /2| 01m | ~Jm | 100 [3<m /2| NJm | 0,1m
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A seguir, foram realizados novos testes utilizando os problemas construidos pelos quatro
geradores com o objetivo de identificar, entre as combinagdes das heuristicas de pivotamento
(Markowitz (M) e Grau Minimo (GM) descritas nas segdes 3.1 ¢ 3.2) com as duas formas de
atualizagdes (Variante 1 e Variante 2 descritas nas segoes 4.2.1 ¢ 4.2.2), as combinag¢des que
apresentam melhor e pior desempenho em relag@o aos itens analisados anteriormente.

De acordo com os resultados a combinagdo heuristica de Grau Minimo com variante 2 foi a
melhor em relagdo ao tempo de decomposigao e a combinagao heuristica de Markowitz com
variante 1 foi a pior. Para o tempo de resolucdo e de atualizagdo a melhor combinagao foi
heuristica de Markowitz com variante 2 e a pior combinagdo foi heuristica de Markowitz
com variante 1. Os preenchimentos por atualizacdo e decomposi¢do, em geral, foram
menores com a combinagdo heuristica de Markowitz com variante 2 e maiores com a
combinacdo heuristica de Grau Minimo com variante 1. De um modo geral, pode-se dizer
que a combinagdo heuristica de Markowitz com variante 2 apresentou melhores resultados na
maioria dos itens analisados, considerando os casos em que n > m e m > n e em relagdo aos
quatro geradores utilizados. As combina¢des heuristicas de Markowitz com variante 1 e
heuristica de Grau Minimo com variante 2 apresentaram os piores resultados na maioria dos
itens considerados para os quatro geradores, sendo que a primeira obteve desempenho
ligeiramente inferior.

Entre os itens analisados, o mais importante para este trabalho foi o tempo total de resolugdo.
Mas, ndo se pode esquecer que os demais itens influenciam diretamente neste e por eles ¢
possivel identificar onde esta abordagem deve ser melhorada.

Nas Tabelas 2 e 3, estdo os tempos de resolucdo e nas Tabelas 4 e 5 os preenchimentos
ocorridos por atualizacdo dos problemas construidos pelo gerador bloco angular para cada
combinacdo entre as heuristicas de pivotamento e formas de atualizagdo.

Tabela 2 — Tempo total de resolugdo de problemas usando gerador bloco angular (caso n>m).

Tempo Total de Resoluciio (em segundos)
n>m Grau Minimo Markowitz

Problemas Iteracées | %mnz | Variante 1 Variante 2 | Variante 1 Variante 2

60x400 78,70 5,00 0,62 0,39 0,63 0,39

90x400 116,30 3,33 0,99 0,82 0,96 0,80

158x400 159,60 2,53 1,50 1,12 1,33 1,03
204x400 87,00 1,47 0,61 0,25 0,61 0,25
120x1000 324,63 2,50 65,34 71,32 29,30 49,83
258x1000 175,80 1,16 11,20 11,04 10,33 11,03
504x1000 210,70 0,60 11,40 9,60 12,01 7,60
220x2000 377,60 1,36 421,24 374,42 317,62 317,30
508x2000 308,60 0,59 269,68 192,38 268,04 115,57
1004x2000 395,80 0,30 305,86 163,26 347,30 93,81
320x3000 448,75 0,94 | 1164,75 1081,82 981,26 866,42
762x3000 740,75 0,52 [ 1862,50 1419,5 1514,00 1105,15
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Tabela 3 — Tempo total de resolugdo de problemas usando gerador bloco angular (caso m>n).

Tempo Total de Resoluciio (em segundos)
m>n Grau Minimo Markowitz
Problemas Iteracdes | %nz | Variante 1 Variante 2 | Variante 1 Variante 2
402x50 77,30 4,23 0,03 0,02 0,03 0,01
402x100 134,70 2,24 0,12 0,06 0,11 0,06
403x150 176,80 2,23 0,40 0,20 0,41 0,20
402x200 197,70 1,24 0,39 0,23 0,40 0,23
1002x100 172,20 2,10 0,16 0,09 0,16 0,09
1002x250 336,00 0,90 1,42 0,73 1,42 0,73
1002x500 418,20 0,50 5,72 2,38 5,81 2,27
2002x200 357,40 1,05 1,19 0,71 1,13 0,71
2002x500 662,00 0,45 10,24 4,04 10,34 4,25
2002x1000 856,40 0,25 57,57 27,21 59,15 26,16
3002x300 573,60 0,70 4,04 2,30 3,88 2,25
3003x750 1269,00 | 0,43 72,31 34,60 62,44 39,74

Tabela 4 — Preenchimento por atualizacdo usando gerador bloco angular (caso n>m).

Preenchimento por atualizaciao
n>m Grau Minimo Markowitz
Problemas Iteracées | %nz | Variante 1 Variante 2 | Variante 1 Variante 2
60x400 78,70 5,00 10,98 10,69 10,98 10,69
90x400 116,30 3,33 14,93 13,27 10,27 8,59
158x400 159,60 2,53 17,29 15,31 9,62 7,27
204x400 87,00 1,47 7,45 6,89 7,45 6,89
120x1000 324,63 2,50 58,94 61,53 16,69 13,77
258x1000 175,80 1,16 23,60 24,66 11,72 10,56
504x1000 210,70 0,60 11,40 15,45 7,91 7,36
220x2000 377,60 1,36 89,94 86,71 19,29 15,51
508x2000 308,60 0,59 43,75 43,24 13,21 12,01
1004x2000 395,80 0,30 29,54 29,40 8,24 7,87
320x3000 448,75 0,94 112,26 118,99 20,63 17,16
762x3000 740,75 0,52 89,66 87,15 15,65 12,41
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Tabela 5 — Preenchimento por atualizacdo usando gerador bloco angular (caso n>n).

Preenchimento por atualizaciao
m>n Grau Minimo Markowitz

Problemas Iteracées | %nz | Variante 1 Variante 2 | Variante 1 Variante 2
402x50 77,30 4,23 1,85 0,75 1,85 0,76
402x100 134,70 2,24 4,19 2,81 3,39 1,80
403x150 176,80 2,23 4,08 3,30 3,06 2,06
402x200 197,70 1,24 7,38 4,79 6,69 3,09
1002x100 172,20 2,10 3,05 1,68 2,52 1,15
1002x250 336,00 0,90 5,46 4,86 3,09 2,19
1002x500 418,20 0,50 7,26 6,89 3,13 2,82
2002x200 357,40 1,05 4,86 4,37 2,24 1,30
2002x500 662,00 0,45 8,31 8,27 2,98 2,49
2002x1000 856,40 0,25 13,37 13,24 3,55 3,01
3002x300 573,60 0,70 6,22 5,43 2,32 0,93
3003x750 1269,00 | 0,43 18,22 16,77 4,79 3,07

De acordo com as Tabelas 2 e 3, para a maioria dos problemas nos dois casos em que n > m
e m>n o tempo total de resolugdo das combina¢des Grau Minimo com variante 1 e
Markowitz com variante 1 sdo proximos. O mesmo acontece com as combinagdes Grau
Minimo com variante 2 ¢ Markowitz com variante 2. Estas duas ultimas combinagdes
apresentaram melhores desempenhos e a combinagdo Markowitz com variante 2
ligeiramente melhor.

Os resultados das combinagdes da heuristica de Markowitz com as variantes 1 e 2 s3o melhores
e mais estaveis que os resultados obtidos com as combinag¢des Grau Minimo com as
variantes 1 e 2 em relacdo aos preenchimentos por atualizacdo. E de acordo com as Tabelas 4
e 5 a melhor combinagdo para este item foi heuristica de Markowitz com variante 2.

Os resultados obtidos com os problemas construidos pelos demais geradores foram
semelhantes a estes (Silva, 2002).

A implementacdo do método dual simplex com busca linear por partes que utiliza técnicas
de esparsidade (coluna “Esparsa” da Tabela 6) foi comparada, em relagdo ao tempo total
de resolugdo, com uma implementagdo do mesmo método (Sousa, 2000), que utiliza
estruturas de dados estdticas e ndo utiliza técnicas de esparsidade (coluna “Densa” da
Tabela 6). Para os testes foram utilizadas as melhores combinagdes entre as heuristicas de
pivotamento ¢ as duas formas de atualizacdo para cada gerador. Os problemas construidos
pelos quatro geradores possuem valores para m e n inferiores a 400, uma vez que a
implementagdo feita por Sousa (2000) ¢ limitada com relagdo ao tamanho das matrizes
(ordem inferior a 500).

Na Tabela 6, sdo apresentados somente os resultados obtidos para os problemas do gerador
bloco escada. Os resultados obtidos com os demais geradores foram semelhantes a estes.
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Tabela 6 — Esparsa x Densa — Tempo de Resolugio (gerador escada).

Tempo total de resoluciio (em segundos)

n>m m>n

Problemas | Iteragoes | %onz | Esparsa | Densa | Problemas | Iteracoes | %nz | Esparsa | Densa
50x101 49,70 |4,95| 0,02 0,22 100x51 66,20 5,88 0,01 0,05
50x201 62,90 [448| 0,03 1,92 200x51 86,20 5,88 0,02 0,08
100x201 102,30 (2,49| 0,09 3,22 | 200x101 131,40 | 2,97 0,03 0,58
50x401 64,50 [(4,25]| 0,14 18,62 [ 400x51 96,70 5,88 0,02 0,08
100x401 121,30 |2,24| 0,34 34,89 | 400x101 163,50 2,97 0,05 0,78
200x401 223,10 (1,25| 0,66 63,95 | 400x201 247,30 1,49 0,20 8,33

De acordo com a Tabela 6, os problemas cujas matrizes dos coeficientes estdo na forma
escada foram resolvidos em um tempo muito menor pelo método dual que explora a
esparsidade, em alguns casos mais de 100 vezes mais rapido.

5.3.1 Extensoes na busca unidimensional

No trabalho de Sousa et al. (2005) foram desenvolvidos métodos tipo dual simplex para
problemas na forma geral explorando o problema dual linear por partes com buscas exatas e
inexatas. Foram propostos 3 novos procedimentos de busca. O primeiro procedimento de
busca inexata baseia-se na estrutura linear por partes da fung@o objetivo ¢ examina somente
uma parcela dos pontos de nao-diferenciagdo. O segundo procedimento ¢ de busca exata e
ndo faz a ordenagdo completa do vetor de pontos de ndo-diferenciagdo. E o ultimo
procedimento, também de busca inexata, ¢ uma adaptacdo da classica regra de Armijo
(Luenberger, 1984) e faz um teste para evitar passos ‘muito grandes’.

Os resultados apresentados nas Tabelas 7 e 8 sdo dos problemas construidos pelo gerador
bloco angular utilizando a combinagdo heuristica de Markowitz com variante 2, o valor 100
para as atualizacdes e quatro formas diferentes de determinar a dire¢do de busca: Busca
Completa 1 (BC_1), Busca Completa 2 (BC_2), Regra de Armijo (AR) e Busca Parcial (BP)
(Sousa et al., 2005). Na Busca Parcial a quantidade de pontos de nao-diferenciagdo
ordenados foi 0,251 (n > m) ¢ 0,25m (m > n).

Analisando os resultados da Tabela 7, vé-se que ao usar a Regra de Armijo foram necessarias
mais iteragdes para se obter a solugdo dtima em praticamente todos os problemas. As outras
trés buscas realizaram o mesmo numero de iteragdes em todos os problemas no caso em que
n>m. No caso em que m >n as Buscas Completa 1 e 2 realizaram o mesmo nimero de
iteragdes, como era esperado, pois as duas sdo exatas. Elas apresentaram resultados melhores
que a Busca Parcial em poucos casos.
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Tabela 7 — Diferentes buscas — Iteragdes para n > m e m > n (bloco angular).

Numero de Iteragoes

n>m m>n

Problemas|%nz| BC_1 |BC_2| AR BP |Problemas(%nz| BC_1 | BC_2 | AR BP
60x400 |5,00| 74,00 | 74,00 | 85,00 | 74,00 | 402x50 |4,23| 80,80 | 80,80 | 81,30 | 80,80
90x400 |3,33|114,00(114,00| 113,80 |114,00( 402x100 |2,24| 138,30 | 138,30 | 138,00 | 138,30
158x400 |2,53 (144,50(144,50| 157,80 |144,50| 403x150 (2,23 201,30 | 201,30 | 201,80 | 201,30
204x400 |1,47| 88,50 | 88,50 | 105,30 | 88,50 | 402x200 | 1,24 | 181,80 | 181,80 | 181,80 | 181,80
120x1000 | 2,50 |320,00(320,00| 384,50 (320,00| 1002x100 |2,10| 171,80 | 171,80 | 177,50 | 170,00
258x1000 | 1,16 |189,50(189,50| 210,50 (189,50| 1002x250 | 0,90 | 346,30 | 346,30 | 353,80 | 348,50
504x1000 | 0,60 |203,00(203,00| 215,00 |203,00( 1002x500 | 0,50 | 417,50 | 417,50 | 426,50 | 417,50
220x2000 | 1,36 {369,50|369,50| 496,50 (369,50 2002x200 | 1,05 | 374,00 | 374,00 | 376,80 | 374,00
508x2000 | 0,59 |315,80(315,80| 380,70 |315,80( 2002x500 | 0,45 | 686,80 | 686,80 | 706,80 | 693,50
1004x2000( 0,30 (414,00{414,00| 538,80 {414,00(2002x1000{ 0,25 | 883,80 | 883,80 | 939,80 | 899,50
320x3000 | 0,94 |466,50(466,50| 830,00 466,50 3002x300 | 0,70 | 566,50 | 566,50 | 577,50 | 565,30
762x3000 | 0,52 |765,30(765,30(1050,80|765,30( 3003x750 | 0,43 |1266,30(1266,30|1285,80|1266,30

Tabela 8 — Diferentes buscas — Tempo de resolugdo para caso n > m (bloco angular).

Tempo Total de Resolucio (em segundos)

n>m m>n

Problemas|%nz| BC_1 | BC_2 | AR BP ([Problemas| %nz | BC_1 | BC_2 | AR BP
60x400 (5,00| 0,31 | 0,32 | 0,40 | 0,32 | 402x50 |4,23 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,02

90x400 (3,33| 0,81 | 0,67 | 0,68 | 0,63 | 402x100 | 2,24 | 0,05 | 0,08 | 0,07 | 0,06

158x400 |2,53| 0,90 | 0,85 | 0,96 | 0,79 [ 403x150 | 2,23 | 0,23 | 0,29 | 0,25 | 0,26

204x400 | 1,47 | 0,25 | 0,34 | 0,40 | 0,29 | 402x200 | 1,24 | 0,20 | 0,26 | 0,21 | 0,21
120x1000 | 2,50 | 46,41 | 42,83 | 60,28 | 44,02 |1002x100| 2,10 | 0,10 | 0,11 | 0,11 | 0,10
258x1000 | 1,16 | 11,45 | 9,99 | 11,93 | 9,95 |1002x250| 0,90 | 0,73 | 0,93 | 0,82 | 0,78
504x1000 0,60 | 6,08 | 5,47 | 6,28 | 5,17 |1002x500| 0,50 | 2,14 | 2,69 | 2,23 | 2,15
220x2000 | 1,36 | 316,05 | 264,05 | 403,94 | 265,84 | 2002x200 | 1,05 | 0,73 | 0,82 | 0,77 | 0,75
508x2000 | 0,59 | 114,35]107,71 | 155,02 | 107,83 12002x500 | 0,45 | 4,32 | 5,15 | 4,81 | 4,44
1004x2000( 0,30 | 96,23 | 95,25 | 181,85 | 94,38 [2002x1000| 0,25 | 26,89 | 28,67 | 31,71 | 27,71
320x3000 | 0,94 | 848,08 | 834,13 [1771,43| 841,44 13002x300 | 0,70 | 2,23 | 2,40 | 2,33 | 2,26
762x3000 | 0,52 |1105,151035,61(1645,50{1036,07| 3003x750 | 0,43 | 39,15 | 39,02 | 42,02 | 38,50

Observando a Tabela 8 pode-se dizer que os resultados obtidos com relagdo ao tempo total
de resolugdo foram também piores para a Regra de Armijo em todos os problemas testados.
Para os problemas em que n>m a Busca Completa 2 e a Busca Parcial apresentaram
resultados melhores e muitos proximos havendo uma alternancia entre elas. E no caso em
que n > m a Busca Completa 1 apresentou melhor desempenho.
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6. Conclusoes

Considerando os resultados obtidos com todos os geradores implementados, em ambos o0s
casos em que n > m € m > n, constatou-se que houve uma consideravel diferenga em relagio
ao numero de preenchimentos entre as combinagdes da heuristica de Markowitz com as
variantes 1 e 2 e as combinagdes da heuristica de Grau Minimo com as variantes 1 e 2, sendo
que as duas primeiras combinagdes apresentaram resultados melhores e mais estaveis, ou
seja, sem diferencas significativas entre as ordens dos problemas.

Em todos os testes realizados o tempo total de resolugdo dos problemas usando o método
dual simplex foi maior para os problemas no caso em que n>m. Isto ocorreu porque o
nimero de preenchimentos feitos também foi maior para este caso. Assim, fica claro o
quanto ¢ importante manter a esparsidade para reduzir o tempo de resolugédo do problema.

Vale salientar que, o numero de atualizagcdes da decomposi¢do LU realizadas nas iteragdes
seguintes a ela influenciam no tempo total de resolugdo dos problemas, nos preenchimentos
ocorridos ¢ até mesmo no numero de iteragdes. O valor 100 para o nimero de atualiza¢des

obteve um melhor desempenho em geral e valores menores que m e maiores que 0,1m néo
apresentam bons resultados.

Com relagdo aos procedimentos de busca testados, pode-se concluir que a Regra de Armijo
teve o pior desempenho, pois fez mais iteragcdes e também levou mais tempo para chegar a
solugdo Otima.

De acordo com os resultados obtidos pela implementagdo do método dual simplex linear por
partes que utiliza técnicas de esparsidade, comparados com os resultados obtidos pela
implementagdo do mesmo método que ndo faz uso dessas técnicas e, portanto, trata o
problema como denso, pode-se dizer que houve uma grande evolugdo em relacdo ao tempo
total de resolugcdo. Em alguns exemplos a implementacao esparsa foi aproximadamente 100
vezes mais rapida que a implementag@o densa e, quanto maior o tamanho dos problemas a
diferenga no tempo de resolugdo também aumentou.
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