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Resumo

O problema de caminho minimo em grafos com parametros incertos ¢ um importante problema da
programacgdo matematica, visto que possui aplicagdes nas mais diversas areas da Computagdo e da
Engenharia, como: redes de computadores, telecomunicagdes, transportes, manufaturas, dentre outros.
Porém, devido a sua alta complexidade computacional, poucos sdo os algoritmos existentes na
literatura. Neste trabalho é proposto um algoritmo, baseado no algoritmo de Okada & Soper, que utiliza
dois parametros incertos nos arcos, custo e tempo, com restricdes de tempo nos nds. As incertezas sao
abordadas utilizando a teoria dos conjuntos fizzy.

Palavras-chave: teoria dos grafos; problema de caminho minimo; teoria dos conjuntos fiizzy.

Abstract

The shortest path problem in graphs with uncertainties in the parameters is an important problem in the
mathematical programming, since it has a wide range of applications in different areas of Computation
and Engineering, such as: computer networks, telecommunications, transportation, manufacturing, etc.
However, due to its high computational complexity, there are few algorithms in the literature. In this paper is
proposed an algorithm, based on Okada and Soper algorithm, which uses two uncertainty parameters, cost
and time, with time restrictions in the nodes. The uncertainties are discussed using the fuzzy set theory.

Keywords: graphs theory; shortest path problem; fuzzy set theory.
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1. Introducio

Incertezas, imprecisoes, e ambiguidades sdo fatores que nem sempre podem ser ignorados na
resolucdo de problemas. Introduzida por Zadeh nas décadas de 1960 e 1970 (Zadeh, 1965,
1968, 1978), a teoria de conjuntos fuzzy € uma ferramenta frequentemente utilizada na
modelagem desses fatores. Atualmente, diversos trabalhos nas areas da Engenharia e da
Computacao utilizam esta teoria (Moderson & Nair, 2000; Takahashi & Yamakami, 2004;
Hernandes, 2007). Problemas de controle (Shaw & Simdes, 1998), sistemas de suporte a
decisao (Bellman & Zadeh, 1970), reconhecimento de padroes (Bezdek, 1981), e
programacdo matematica (Malik & Moderson, 2001; Hernandes, 2007) constituem uma
pequena amostra do espectro de suas aplicagdes.

Na programagdo matematica a area de grafos com incertezas ¢ uma das mais estudadas, visto
que grande quantidade de problemas pode ser representada na forma de redes: caminho
minimo (Blue ef al., 2002; Hernandes & Takahashi, 2004; Hernandes, 2007; Hernandes
etal.,, 2007; Klein, 1991; Lin & Chern, 1993; Okada & Soper, 2000; Okada, 2004);
fluxo maximo (Chanas et al, 1995; Hernandes et al., 2006); fluxo de custo minimo
(Kim & Roush, 1982; Shih & Lee, 1999; Takahashi, 2004); dentre outras.

Embora a area de grafos tenha um vasto campo de aplicagdes, o estudo de grafos fuzzy ainda
se encontra na fase inicial. Além do mais, a maioria destes problemas possui alta
complexidade computacional, tornando dificil suas solugdes. Em muitas aplicagdes do
problema de caminho minimo as restrigdes de custo e tempo nao sdo rigidas, o que propicia o
uso da teoria dos conjuntos fizzy e o problema ¢, entdo, denominado “Problema de Caminho
Minimo Fuzzy” (PCM-fuzzy). Neste trabalho este tema ¢ abordado, sendo que as incertezas
presentes estdo em dois pardmetros dos arcos e nas restricdes de tempo nos nos. As
incertezas dos arcos estdo nos custos e nos tempos necessarios para o fluxo percorrer aquele
arco. As restrigdes de tempo estdo em cada no i, sendo que a soma dos tempos dos arcos dos
caminhos entre o nd 1 ¢ i ndo pode ultrapassar a restrigdo de tempo do referido n6 i.

Dentre os principais trabalhos de caminho minimo fuzzy encontrados na literatura
destacam-se: Dubois & Prade (1980), Klein (1991), Okada & Soper (2000), Blue et al.
(2002), Okada (2004), Chuang & Kung (2005), Nayeem & Pal (2005) e Hernandes et al.
(2007). O trabalho de Dubois & Prade (1980) esta entre um dos primeiros da literatura, onde
¢ proposta a simples extensdo dos algoritmos classicos de Floyd ¢ de Ford-Moore-Bellman.
Porém, verificou-se que ambos os algoritmos podem retornar comprimentos sem um
caminho associado. Em 1991, Klein contorna a dificuldade encontrada por Dubois & Prade
com o uso de dominancia de conjuntos fiuzzy e propde um algoritmo para determinar o menor
caminho. O trabalho de Okada & Soper (2000) destaca-se pela obtengdo da solucdo final,
que ¢ composta por um conjunto de caminhos ndo-dominados, sendo que cada elemento da
solu¢do é um caminho com certo grau de pertinéncia de ser o minimo. Blue et al. (2002)
apresentam uma taxonomia para grafos e propdem alguns algoritmos para os principais
problemas. No algoritmo de caminho minimo é determinado um valor de corte para limitar o
nimero de caminhos a serem analisados; em seguida aplica-se uma versdo modificada do
algoritmo classico dos k-caminhos minimos, proposto por Eppstein (1994), a fim de se
determinar os caminhos com algum grau de possibilidade de ser o minimo. Okada (2004)
estudou a interatividade entre os caminhos fizzy e desenvolveu um algoritmo utilizando
teoria de possibilidade, no qual introduz o conceito de grau de possibilidade de um arco
pertencer a um caminho minimo. J& Chuang & Kung (2005) propdem uma heuristica para
encontrar o comprimento do caminho minimo, além do conceito de grau de similaridade,
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cuja finalidade ¢ verificar, pela heuristica proposta, a similaridade entre o comprimento
minimo encontrado, ¢ os comprimentos de todos os possiveis caminhos. No trabalho de
Nayeem & Pal (2005) é proposto um algoritmo baseado no indice de aceitabilidade de
Sengupta & Pal (2000), em que o usuario, de acordo com seu ponto de vista
(otimista/pessimista), deve escolher o melhor caminho. Porém, esta escolha s6 ocorre quando
na solucdo final houver mais de um caminho entre dois nés. Um dos trabalhos mais recentes
da literatura, Hernandes et al. (2007), propde um algoritmo, baseado no algoritmo classico de
Ford-Moore-Bellman, que trabalha com as incertezas até a obteng@o da solucdo final. Este
trabalho também determina um conjunto solu¢do de caminhos ndo-dominados, semelhante
ao de Okada & Soper (2000), com a vantagem de poder ser aplicado em redes com
pardmetros negativos.

Analisando os trabalhos citados anteriormente verifica-se que apresentam algumas
desvantagens, tais como: alguns encontram custos sem caminhos associados; outros utilizam
indices de “defuzzificagdo” para transformar o problema incerto em um problema classico
ocorrendo perda de informacdes. Os trabalhos mais recentes apresentam um conjunto
solugdo de caminhos, sem apresentar ao usuario uma ordenagao dos mesmos. Considerando
0 PCM-fuzzy com restricdes de tempo, o Unico trabalho da literatura ¢ o de Hernandes &
Takahashi (2004), baseado no algoritmo de Ford-Moore-Bellman (Bellman, 1958). Porém,
este trabalho apresenta como solug@o final um conjunto de caminhos ndo-dominados sem
ordenacao, deixando a cargo do usudrio a decisdo por um dos caminhos do conjunto. O
algoritmo aqui proposto apresenta o conjunto solug@o ordenado.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: na Segdo 2 sdo apresentados alguns
conceitos da teoria dos conjuntos fizzy. A Se¢do 3 aborda o problema do caminho minimo
com incertezas apresentando o algoritmo proposto. Na Secdo 4 estdo os resultados
computacionais. Conclusdes e propostas futuras sdo discutidas na Secdo 5.

2. Teoria dos Conjuntos Fuzzy

A teoria dos conjuntos fuzzy foi introduzida nas décadas de 60 e 70 pelo matematico Lotfi
Asker Zadeh como uma teoria matematica aplicada a conceitos vagos, com a inten¢ao de dar
um tratamento matematico a termos linguisticos subjetivos.

A principal vantagem de se usar esta teoria estd na capacidade adquirida de representar e
manipular informacdes e conhecimentos expressos numa linguagem natural, como, por
exemplo, “aproximadamente” e “em torno de”.

Nesta sec¢do sdo apresentados alguns conceitos utilizados neste trabalho (Bassanezi & Barros,
2006; Pedrycz & Gomide, 1998).

2.1 Conceitos Basicos

Definiciio 1: Seja U um conjunto (classico). Um conjunto fuzzy F de U ¢ caracterizado
por uma fung¢io g, :U —[0,1], chamada fun¢do de pertinéncia do conjunto fuzzy. O valor

U (x)€[0,1] indica o grau com que o elemento x de U pertence ao conjunto fuzzy F;
Ur(x)=0 e pp(x)=1 indicam, respectivamente, a ndo pertinéncia e a pertinéncia
completa de x ao conjunto fuzzy F .
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Do ponto de vista formal, a defini¢cdo de conjuntos fuzzy foi obtida simplesmente ampliando-
se o contradominio da fungdo caracteristica classica, que € o conjunto {0,1}, para o intervalo

[0,1]. Nesse sentido, pode-se dizer que um conjunto classico ¢ um caso particular de
conjunto fuzzy cuja funcdo de pertinéncia g, € a sua funcdo caracteristica X. Um conjunto
classico, na linguagem fuzzy, costuma ser denominado conjunto crisp.

O subconjunto classico de U definido por supp(4)={xeU: u,(x)>0}, denominado

suporte de F', ¢ de fundamental importancia na interrelagdo entre as teorias de conjuntos
classica e fuzzy.

Defini¢do 2: Seja 4 um conjunto fuzzy de U e a €[0,1]. Um a-corte de A é o conjunto
classico de U definido por [A]" ={xeU: pu,(x)>a} para 0<a <I.

Se [4]" ={xeU:u,(x)>a}, [4]" édito a-corte forte.

O nivel zero de um conjunto fuzzy A ¢é definido como sendo o menor conjunto (classico)
fechado de U que contém o conjunto suporte de 4 . Numa linguagem matematica, [A]0 éo

fecho do suporte de 4 e ¢ indicado por supp(4).

()

1

a [A]x a

Figura 1 — Exemplo de a-corte.

2.2 Operacoes entre Conjuntos Fuzzy

Sejam A4 e B conjuntos fuzzy de U, com fungdes de pertinéncia indicadas por z,(x) e
Uy (x) , respectivamente. As operagdes de unido, intersec¢do e complementar sdo definidas
da seguinte forma (Figura 2):
a) A unido entre 4 e B é o conjunto fuzzy de U cuja fungdo de pertinéncia ¢ dada por:
Haup) (x)= max{/“A (%), g (x)}, VxeU.
b) A intersec¢do entre 4 e B ¢ o conjunto fuzzy de U cuja funcgdo de pertinéncia ¢ dada
PO 44 4oy (%) = min {2, (x), 445 (x)}, VxeU.
¢) O complementar de 4 é o conjunto fuzzy A' de U cuja fungdo de pertinéncia é dada
por: g (x)=1-p,(x), VxeU.
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AuB ANB A A

(a) (b) (c)

Figura 2 — Operagdes entre conjuntos fuzzy: (a) unido; (b) interseccao; (¢) complementar.

2.3 Numeros Fuzzy

Existem varios tipos de nimeros fizzy (Pedrycz & Gomide, 1998), entretanto, neste trabalho
sdo utilizados apenas niimeros fizzy triangulares.

Definicéio 3: Valor modal é o valor x €[a,a] para o qual a fung¢ao de pertinéncia tem valor
maximo.

Defini¢iio 4: Um niimero fuzzy triangular pode ser definido como a =(a,a,a), tendo sua

funcdo de pertinéncia, g (x):R —[0,1] (Figura 3), dada por:

0, se x<a
X—a
=, se a<x<a
a-a
Hy(X) =17 1, se x=a
a—x _
, se a<x<a
a-—a
0, se x>a
tal que:
a : limitante inferior;
a : valor modal; e
a : limitante superior.
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R

a a a

Figura 3 — Numero fuzzy triangular.
Defini¢do 5: Sejam G e b dois nimeros fuzzy triangulares, a=(a,a,a) e I;:(lg,b,l;),

entdo a soma fuzzy é denotada por:
a®b=(a,a,a)®(b.b,b)=(a+b,a+ba+b)

Defini¢do 6: Sejam a=(a,a,a) e Ez(lg,b,l; ) dois nimeros fuzzy triangulares, entdo

IA

d<5(ﬁ domina l;)se,esomentese, a<b,a<bh, a<bea#h.
Defini¢io 7: Um valor @ = (a,a,a) é lexicograficamente menor do que b = (l_),b,l; ) se pelo
menos uma das condi¢Ses for satisfeita:

a<b;a=bea<b;a=b,a=bea<b.

2.4 Teoria de Possibilidade

Seja um grafo G=(V,4) com custos ¢ € R", ¢ = {5,.].} , associados aos seus arcos. Sejam dois

subgrafos T' e T?, T'#T?. Pode-se dizer que 7' tem um grau de possibilidade de ser
menor do que 7* dado por (Okada, 2004):

W=Poss| Y & <Y & |= supriljfl{yfl (), pho (v)}

ijer! ijer?

3. O Problema do Caminho Minimo com Incertezas

O problema do caminho minimo est4 associado a varias aplicagcdes nas areas de roteamento,
manufatura, fluxo em redes, dentre outras. Seu principal objetivo € minimizar os esforgos de
busca.

Sendo u e v dois vértices de um grafo G=(V,4), o caminho minimo entre # ¢ v é uma
sequéncia de arcos que, passando por nds distintos, une u a v de forma a acumular o menor
comprimento (distdncia). Para que haja um caminho minimo entre dois arcos u e v ¢
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necessario que exista uma conexao entre eles, isto ¢, v seja sucessor de u (Goldbarg & Luna,
2000). Na maioria dos casos, existe mais de um caminho entre dois noés especificos; com
isso, o problema do caminho minimo consiste em encontrar o caminho com menor custo
dentre todos os possiveis.

Na teoria dos grafos classica, como o peso (custo) de cada arco é um niimero real (crisp),
existem algoritmos eficientes para resolver este problema (Goldbarg & Luna, 2000). Porém,
em muitas aplicacdes reais estes pardmetros (custos, capacidades, dentre outros) ndo sdo
naturalmente precisos, muitas vezes, por falta de informagdes.

O algoritmo aqui proposto aborda incertezas nos arcos, além de incluir restrigdes de tempo
nos nos. E composto de duas fases: na primeira ¢ realizada uma adaptagdo do algoritmo de
Okada & Soper (2000) para a detecgdo do conjunto solugdo de caminhos ndo-dominados; na
segunda ¢ feita a distribuicao do fluxo ao longo dos arcos dos caminhos ndo-dominados.

3.1 Abordagem de Okada & Soper

O algoritmo proposto por Okada & Soper (2000) é uma modificacdo do algoritmo de Martin
(1984) e foi desenvolvido com base no método de multiplas etiquetas de Hansen (1980). Este
método pode ser considerado como uma generalizag@o do algoritmo de Dijkstra, que resolve
o problema do caminho minimo cléssico.

Neste algoritmo os comprimentos dos arcos sd3o dados por numeros fuzzy triangulares
positivos. Como o custo do caminho ¢ dado pela soma dos custos dos arcos, este também ¢
representado por um numero fizzy. A solucdo, baseada no conceito de dominancia, contém
todos os caminhos ndo-dominados de um no6 s a um noé ¢ (Definigdo 6).

Como a relagdo de dominancia pode apresentar mais de um caminho ndo-dominado entre
dois nos, cada caminho recebe um rétulo (etiqueta) para que este seja composto no passo
final do algoritmo. As etiquetas s@o divididas em dois conjuntos: o conjunto das etiquetas
temporarias ¢ o das etiquetas permanentes. Enquanto uma etiqueta temporaria pode ser
excluida, ou mudada para uma etiqueta permanente, uma permanente permanece inalterada.

Para selecionar tanto uma etiqueta temporaria como uma permanente, no algoritmo de
Dijkstra ¢é escolhida aquela com a menor distancia (custo); ja no algoritmo de Okada & Soper
¢ utilizada uma relag@o de ordem lexicografica.

3.2 O Problema do Caminho Minimo com Incertezas e Restricdes de Tempo

Neste problema a rede a ser considerada, além de possuir os dois pardmetros incertos nos
arcos (custo e tempo), também possui uma restrigdo de tempo em cada um dos nos, isto é, a
soma dos tempos dos arcos que pertencem ao caminho, entre os nés 1 e i, ndo pode
ultrapassar o tempo maximo estipulado na restrigdo do referido no6 i. Considerando que os
parametros dos arcos ¢ as restricdes dos nds sdo nimeros fuzzy, as verificagdes das restrigdes
sdo satisfeitas utilizando a medida de possibilidade, definida da seguinte forma:

Definicdo 8: Seja fi(l ;) © tempo da i-ésima etiqueta do caminho entre os nés 1 e j,

r

e seja Rt; a restricdo de tempo do n6 j, entdo a restricio de tempo ¢ satisfeita se

Pt= Poss(t:(lj) <Ry ) >B, Bel0,1].
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O valor de S (£</0,1]) fica a cargo do usuario, pois depende da aplicagdo em questdo.

Como na solucdo final é encontrado um conjunto de caminhos ndo-dominados, em
algumas situagdes haverd mais de um caminho entre um par de nds, com isso é necessario
ordena-los.

A ordenagdo em relagdo ao tempo (e ao custo dos caminhos) ¢ feita usando a medida de
possibilidade (Defini¢do 8). Maior medida de possibilidade indica melhor caminho em
relacdo ao tempo, P e em relagdo ao custo P, . Porém, ha casos em que gera indecisdes

sobre qual caminho escolher: um caminho barato e relativamente lento ou um caminho
relativamente rapido e mais caro?

Para resolver esta indecis@o foi proposta uma combinacdo convexa entre estes parametros
incertos (a.P. +(1-a).P), tal que «a<[0,1]. Esta proposta ¢ detalhada nos resultados

computacionais.

3.3 Algoritmo Proposto

O objetivo deste algoritmo é encontrar todos os caminhos ndo-dominados entre os nés 1 ¢ i
(i=2,3,...,n) que satisfagcam as restricdes de tempo entre os nds. Os passos 1, 2 ¢ 3 do
algoritmo correspondem a adaptagdo do algoritmo de Okada & Soper.

3.3.1 Algoritmo

Informacdes sobre o algoritmo:

N : conjunto dos nos.
A : conjunto dos arcos.

T : conjunto dos caminhos temporarios, sendo cada elemento (i,k) o caminho do n6 1 a i
com a etiqueta k.

P : conjunto dos caminhos permanentes.
d(y.) : custo do arco (s,j).

iy - tempo do arco (s.)).

d,.(] ;) custo da i-ésima etiqueta do caminho entre os nés 1 e .
fi(l_ ;) + tempo da i-ésima etiqueta do caminho entre os nés 1 /.

Rt; : restrigdo de tempo do nd ;.

dy1j) =< C?u(l, ;)+ 0 custo do caminho do n6 1 ao n6 j dado pela etiqueta i domina o custo dado

pela etiqueta u (Definicao 6).
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Algoritmo

PASSO 0: Inicio
i) Associe a etiqueta [071.(11.),(1',])] para os ns j=1, tal que d =(0,0,0).
i) T« (L1) e P« ¢.

PASSO 1: Selecdo das etiquetas
i) Se T=¢, va ao Passo 4. Caso contrario, entre todas as etiquetas temporarias
determine qual ¢ a lexicograficamente menor. Seja a i-ésima etiqueta associada ao
no j.
ii) Descartar (i,j) de T e acrescentar ao conjunto P como segue: 7 <« T —{(i, j)} e

P« PU{(i,j)}.

PASSO 2: Analise de etiquetas e verificagdo de dominancia

Para cadand je N tal que (i,/) € 4, execute:

i) Determine o custo e o tempo do caminho fuzzy como segue: ji(l H= d~k(1 ) @ c?(,j) e

b=t Dl -

ii) Seja [J,'(lj)’(is J)] a i-ésima etiqueta do né j. Atualize o conjunto 7 como segue:
T« Tu(i,j).

iii) A verificacdo da dominéncia entre todas as etiquetas do nd j é executada como
segue:

e Para cada c?u(lj), tal que (u,j)eTUP, se d~,.(1j)>d~u(1j) entdo delete a

i-ésima etiqueta do no6 j, descarte o correspondente (i,j) de T e pare o
procedimento iii) neste passo.

e Para cada d~u(1/)’ tal que (u,j)eTUP, se ‘?;(1,/) = d'u(lj) entdo delete a
u-ésima etiqueta do nd j e descarte o correspondente (u,7) de T.
e (aso contrario, ndo faga nada.

iv) Para todos os caminhos ndo-dominados do n6 j que estdo na lista dos temporarios
fazer:

Pt= Poss(fi(]j) < Rtj)

Se Pt < f entdo o caminho ¢é eliminado.

PASSO 3: Retorne ao Passo 1.
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PASSO 4: Composi¢do dos caminhos ndo-dominados

Encontre os caminhos ndo-dominados de / para j e caso tenha mais de um caminho ndo
dominado entre um par de vértices faga:

e Calcule a possibilidade de cada um desses caminhos ser o menor.
Pc, = Poss(di(lj) < du(lj))
e Pc=min{Pcy

PASSO 5: Ordenagdo dos caminhos finais
Apbs o calculo da possibilidade de cada caminho ser o menor, faga:
i) Ordem (i) « 0;
ii) Enquanto todos os caminhos ndo-dominados ndo estiverem ordenados faca:

1. Se um caminho & possuir os valores de Pt e Pc maiores que os valores dos
demais caminhos, entio:

e Ordem (i) <« caminho %;
o ¢« itl;
e Descarte o caminho k da lista dos ndo ordenados e volte ao inicio da
lista.
2. Sendo, os caminhos ndo-dominados sdo ordenados da seguinte forma:
Para cada caminho ndo-ordenado faga:
Ordenagao = (a.Pc + (1- a).Pf)
tal que & €[0,1], cabendo ao usuério a decisdo sobre qual dos dois parAmetros
€ mais importante, custo ou tempo.
3. Ap6s calculada a ordenagio faga:
Repita esta etapa até a ordenagdo de todos os caminhos.
i) Encontre o caminho & que possui maior valor de ordenagao
e Ordem (i) < caminho £;
o <« i+l
e Descarte o caminho k da lista dos ndo ordenados e volte ao inicio desta
etapa 3.

PASSO 6: FIM.

3.3.2 Complexidade Computacional

Seja V; o nimero de etiquetas permanentes do né j e Vi =max{V, V.., V... Sendo r o
nimero de nos do grafo. No Passo 2 s@o efetuadas no maximo rV,,,, somas para calcular o
custo, rV,. somas para o calculo do tempo e Ve comparagdes para dominancia,
possuindo portanto complexidade O(FV2,u)=O(Vmaxt Va7V ma). Considerando que o
algoritmo proposto ¢ uma adaptagdo de Dijkstra, cuja complexidade é O(), e que os demais
passos ndo possuem complexidade maior que o Passo 2, tem-se que a complexidade do
algoritmo proposto ¢ limitada por O (rV?,.4)) =0V’ 1) (Okada & Soper, 2000).
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4. Resultados Computacionais

O algoritmo proposto foi implementado em Java Standard Edition, versdo 5.0, ¢ a
ferramenta BlueJ, versdo 2.1.3, sendo executado em duas redes (Figuras 4 ¢ 5). Nos
exemplos trabalhados os valores considerados para £ foram iguais a zero, ou seja, se a
medida de possibilidade (Definigdo 8) tiver valor diferente do nulo significa que a restrigdo
do referido no6 foi satisfeita. Porém, como dito anteriormente, cabe ao usuario decidir sobre o
valor de .

Exemplo 1.

Este exemplo trata de uma pequena rede (Figura 4), sendo a meta comentar mais
detalhadamente os caminhos ndo-dominados. Os niimeros fuzzy triangulares que estdo nos
nods da respectiva figura representam as restrigdes de tempo.

(678) (789)

678) (10 11 14)

Figura 4 — Exemplo de uma pequena rede.

A Tabela 1 apresenta os parametros incertos dos arcos da Figura 4.

Tabela 1 — Dados da rede da Figura 4.

Arco Origem Destino Custo Tempo
1 1 2 (20 23 26) (123)
2 2 3 579 234)
3 2 4 (1012 14) 4506)
4 2 5 (222832) (123)
5 3 4 (10 12 15) 234
6 4 5 (13 1517) (456)

Aplicando o algoritmo proposto foram obtidos os seguintes resultados:

1. Entre os nos 1 e i (i = 2,3,4) foi obtido apenas um caminho ndo-dominado que satisfez a
respectiva restrigdo de tempo do respectivo no, ndo sendo necessario ordena-lo.

2. Os caminhos detectados entre os nés 1 € 5 foram:

e Caminho 1: 1— 2 — 5, com custo = (42 51 58), tempo = (2 4 6); Pt=1,0.
e Caminho 2: 1— 2 — 4 — 5, com custo= (43 50 57), tempo = (9 12 15); Pt=0,8333.
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Analisando os dois caminhos ndo-dominados entre os nos 1 e 5, a possibilidade do custo do
caminho 1 ser menor que a do caminho 2 ¢ calculada por:

Pe = Poss(dys5) < dy5)) — Pc=Poss((42 51 58)<(43 50 57)) — Pc=0,5
A possibilidade do custo do caminho 2 ser menor que a do caminho 1 ¢ calculada por:
Pc = Poss(c?z(ls) < 6171(15)) — Pc=Poss((43 50 57)<(42 51 58)) — Pc=1,0

Com os célculos das medidas de possibilidade verificou-se que o Caminho 1 possui Pr=1,
maior do que a do Caminho 2 (Pt=0,833), porém o valor de seu Pc ¢ menor do que a do
Caminho 2. Logo, cabera ao usuario decidir qual destes dois caminhos escolher: se 0 mesmo
priorizar o tempo, o valor de o devera ser “pequeno” e caso priorize o custo, o valor de «
devera ser oposto.

Por exemplo:
Seja o= 0,7 (priorizando o custo), os resultados sdo:
e Caminho 1 = (a.Pc+ (I-a).Pf) — caminho 1 = (0,7(0,5) + (1-0,7)(1,0)) —
caminho 1 =0,65;
e Caminho 2 = (a.Pc + (1-a).Pt) — caminho 2 = (0,7(1,0) + (1-0,7)(0,8333)) —
caminho 2 =0,95.
Logo, os caminhos ficam ordenados da seguinte forma: caminho 2, caminho 1.
Considerando a = 0,2 (priorizando o tempo), os resultados sio:
e (Caminho 1 = (a.Pc + (I-a).Pt) — caminho 1 = (0,2(0,5) + (1-0,2)(1,0)) —
caminho 1 =0,9;
e Caminho 2 = (a.Pc + (I-a).Pt) — caminho 2 = (0,2(1,0) + (1-0,2)(0,8333)) —
caminho 2 = 0,8666.

Logo, os caminhos ficam ordenados da seguinte forma: caminho 1, caminho 2.

Vale ressaltar que, caso fossem obtidos mais de dois caminhos entre um par de nos, a analise
dos resultados para a ordenacdo dos caminhos ndo-dominados seria andloga, sendo prevista
no Passo 5 do algoritmo.

Para fins de ilustracdo e comparagdo, este problema incerto foi transformado em um
problema crisp, ou seja, foram considerados os valores modais para os custos e as
capacidades, obtendo os seguintes resultados:

e Caminho 1: 1— 2 — 5, com custo = 51, tempo = 4.

e Caminho 2: |- 2 — 4 — 5, com custo = 50, tempo = 12 (eliminado, tempo > 11).

Analisando os caminhos obtidos verificou-se que o segundo foi eliminado por ndo satisfazer
as restri¢oes de tempo dos nds, ou seja, seu tempo foi maior que o limite exigido.

Com os resultados obtidos pelos dois problemas (fiuzzy e crisp) percebe-se que os do
primeiro (problema fiizzy) sdo mais completos que os do segundo (problema crisp), pois,
caso o usuario queira optar pelo custo, ndo levando em consideragdo o tempo, escolhera o
Caminho 2. Porém, caso seja considerado somente o problema crisp, o usudrio devera,
necessariamente, optar pelo Caminho 1, mesmo tendo um custo maior.
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Exemplo 2.

Este exemplo (Figura 5) se refere a rede Europeia COST239 (Tan & Sinclair, 1995). Os nds
da rede e suas restri¢cdes de tempo estdo definidos na Tabela 2.

Londr

Tabela 2 — Restri¢do de tempo dos nos da rede COST239.

Nos Cidades Restricoes — Tempo
1 Paris 000
2 Milao (1,6 1,7 2,0)
3 Zurique 0,9 1,0 1,3)
4 Praga (1,4 1,7 1,9)
5 Viena (2,0 2,2 2,5)
6 Berlim (0,8 1,0 1,1)
7 Amsterda (0,7 0,8 0,9)
8 Luxemburgo 0,9 1,0 1,1)
9 Bruxelas (0,3 0,45 0,5)
10 Londres (1,0 1,2 1,3)
11 Copenhague (1,65 1,95 2,0)
Copenhague
& Amsterdd

.,

uxelas '®

Paris

Figura 5 — Rede Europeia — COST239.

Berlim

Na Tabela 3 estdo os nds origem e destino de cada arco, bem como o0s seus respectivos
custos e tempos, enquanto na Tabela 4 sdo apresentados os resultados finais.
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Tabela 3 — Dados da rede COST239.

Arco Origem Destino Custos Tempos
1 1 2 (800 820 840) (1,5 1,7 1,9
2 1 3 (350 361 370) (0,8 0,9 1,0)
3 1 6 (650 677 683) (0,95 1,05 1,15)
4 1 9 (290 300 350) (0,4 0,52 0,6)
5 1 10 (420 450 470) (0,95 1,0 1,3)
6 2 3 (180 186 193) (0,35 0,45 0,5)
7 2 5 (495 510 525) (1,25 1,5 1,9)
8 2 9 (900 930 960) (1,7 2,0 2,1)
9 3 4 (650 667 863) (0,9 0,98 1,2)
10 3 5 (730 748 770) (1,15 1,3 1,45)
11 3 8 (425 443 465) (0,5 0,6 0,7)
12 4 5 (190 199 210) 0,2 0,3 0,4)
13 4 6 (310 340 360) (0,5 0,65 0,7)
14 4 11 (710 740 770) (1,05 1,15 1,2)
15 5 6 (610 660 690) (0,75 0,85 0,96)
16 6 11 (230 242 260) (0,8 0,9 1,0)
17 7 6 (390 410 440) (0,75 0,85 0,96)
18 7 11 (450 472 490) (1,0 1,16 1,3)
19 8 4 (710 730 735) (1,05 1,2 1,25)
20 8 7 (230 242 255) (0,3 0,42 0,53)
21 9 8 (130 137 145) (0,23 0,3 0,35)
22 9 7 (120 130 150) (0,25 0,28 0,32)
23 9 10 (230 242 260) (0,3 0,42 0,53)
24 10 7 (330 342 350) (0,5 0,65 0,7)
25 10 11 (1250 1310 1430) (2,30 2,45 2,6)
Tabela 4 — Resultados da rede COST239.

Origem | Destino Caminho Custo Caminho Tempos Pc Pt
1 2 1-2 (800 820 840) (1,5 1,7 1,9) 1,0
1 3 1-3 (350 361 370) (0,8 0,9 1,0) 1,0
1 4 1—3—4 (1000 1028 1233) | (1,7 1,88 2,2) 1,0 |0,5263
1 4 1-9—-8—4 | (1130 1167 1230) | (1,7 2,02 2,2) | 0,333 | 0,3846
1 5 1—3—5 (1080 1109 1140) | (1,95 2,2 2,45) 1,0
1 6 1—6 (650 677 683) | (0,95 1,05 1,15) 0,75
1 7 1-9-7 (410 430 500) (0,65 0,8 0,92) 1,0
1 8 1-9—-8 (420 437 495) | (0,65 0,82 0,95) 1,0
1 9 1-9 (290 300 350) (0,4 0,52 0,6) 0,59
1 10 1—10 (420 450 470) (0,95 1,0 1,3) 1,0
1 11 1—6—11 (880 919 943) | (1,75 1,95 2,15) | 0,893 1,0
1 11 1-9—7—11 (860 902 990) | (1,65 1,96 2,22) | 1,0 | 09722
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Analisando a Tabela 4 verifica-se que existem dois caminhos ndo-dominados entre os nés 1 e
4(1-3—-41-9->8—>4) centreosnés l e 11 (I-6—>11; 1 -9 —7—11) que
satisfazem as restrigdes de tempo. Para os demais nds existe apenas um caminho
ndo-dominado.

Verificando os dois caminhos entre os nds 1 ¢ 4 percebe-se que o primeiro (1— 3 — 4) é
melhor do que o segundo, visto que tanto sua medida de possibilidade em rela¢do ao custo
(P.), quanto em relagdo ao tempo ( P ), sdo maiores do que as medidas do segundo caminho

(1-9 -8 —4).

A andlise dos caminhos entre os ndés 1 e 11 € semelhante a feita em relacdo aos caminhos
entre os nos 1 e 4, porém ficara a cargo do usuario decidir se deve priorizar o tempo ou o
custo, semelhante ao Exemplo 1.

Ressalta-se que ndo foram calculadas as possibilidades de custo dos demais caminhos em
virtude da existéncia de um Gnico caminho entre os respectivos nos.

Assim, como o exemplo anterior, este foi convertido em um problema classico, sendo os
custos dos arcos e os tempos os valores modais. Apds executa-lo, foram obtidos os seguintes
resultados:

Tabela 5 — Resultados do problema classico.

Origem Destino Caminho Custo Caminho Tempo
1 2 1-2 820 1,7
1 3 1-3 361 0,9
1 4 - - -

1 5 1—3-5 1109 2,2

1 6 - - -

1 7 1-9-7 430 0,8

1 8 1-9—-8 437 0,82
1 9 - - -

1 10 1—10 450 1,0

1 11 1—6—11 919 1,95

Verificando os resultados da Tabela 5 percebe-se que ndo foi possivel encontrar caminhos
entre todos os pares de nos [(1,4), (1,6) e (1,9)], pois os caminhos existentes ndo satisfizeram
as restri¢des de tempo. Este fato pode ser comprovado observando a Tabela 4, haja vista que
todos os caminhos existentes entre estes pares de nés possuem P, <1.

Outro fato importante pode ser observado no caminho encontrado entre os nés 1 e 11: ndo foi
escolhido o que possui 0 menor custo, pois 0 mesmo ndo satisfez as restri¢des de tempo.

Comparando os resultados dos dois problemas, fuzzy e classico, verificou-se que o primeiro
apresentou um gama de resultados mais significativa.
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5. Conclusoes

Em problemas de grafos com incertezas, o problema de caminho minimo fuzzy é um dos
mais estudados, visto que apresenta aplicagdes nas mais diversas areas, fato este que pode ser
comprovado pelas varias citagdes do texto.

Neste trabalho foi proposto um algoritmo para o PCM-fuzzy com dois pardmetros incertos
nos arcos, custo e tempo, além da restricio de tempo dos nés. O algoritmo proposto
apresenta como solugdo final um conjunto ordenado de caminhos ndo-dominados, ao
contrario dos trabalhos da literatura que, quando abordam o tema desta forma (utilizando
caminhos ndo-dominados), apenas apresentam o conjunto solucdo, sem sequer guiar o
usuario para a escolha de um dos caminhos.

Vale ressaltar que o tnico trabalho da literatura que aborda o PCM-fuzzy com restricdo de
tempo (Hernandes & Takahashi, 2004) ndo apresenta o conjunto solu¢do ordenado além de
possuir uma complexidade computacional maior. E uma adaptagdo do algoritmo de
Ford-Moore-Bellman, enquanto este ¢ uma adaptagdo do algoritmo de Dijkstra.

Como trabalho futuro, pretende-se adaptar este problema a redes que possuam parametros
negativos nos arcos e aplicar a-cortes no conjunto solu¢do dos caminhos nido-dominados.
Outra proposta é aplicar este algoritmo no Problema de Fluxo de Custo Minimo Fuzzy.
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