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Resumo 
 
Neste trabalho apresentamos modelos de programação linear inteira 0-1 para problemas de carregamento de 
caixas retangulares dentro de contêineres, caminhões ou vagões ferroviários, considerando restrições práticas 
de estabilidade e de empilhamento do carregamento. Os modelos também podem ser utilizados para 
problemas tridimensionais de carregamento de caixas retangulares sobre paletes, em que as caixas não 
precisam ser arranjadas em camadas horizontais sobre o palete. Não temos conhecimento de outros trabalhos 
na literatura que apresentaram formulações matemáticas para estes problemas considerando explicitamente 
estas restrições. Experimentos computacionais com os modelos propostos foram realizados utilizando o 
aplicativo GAMS/CPLEX e exemplos gerados a partir de dados aleatórios. Os resultados mostraram que os 
modelos são coerentes e representam adequadamente as situações tratadas, embora esta abordagem (na sua 
versão atual) esteja limitada a resolver otimamente apenas problemas de tamanho bem moderado. No entanto, 
os modelos podem ser úteis para motivar pesquisas futuras explorando métodos de decomposição, métodos 
de relaxação, métodos heurísticos, entre outros, para resolver estes problemas. 
 
Palavras-chave:  problemas de corte e empacotamento; carregamento de contêineres; 
otimização combinatória; modelagem matemática. 
 
 

Abstract 
 
In this paper we present 0-1 integer linear programming models for problems of loading rectangular boxes into 
containers, trucks or railway cars, considering the practical constraints of stability and load bearing strength 
of the cargo. The models can also be applied to three-dimensional problems of loading rectangular boxes on 
pallets, in which the boxes do not need to be arranged in horizontal layers on the pallet. We are not aware of 
other studies in the literature that present mathematical formulations to these problems considering these 
constraints explicitly. Computational experiments with the proposed models were performed with the software 
GAMS/CPLEX and randomly generated instances. The results showed that the models are consistent and 
they properly represent the situations treated, although this approach (in its current version) is limited to 
optimally solve only problems of moderate size. However, the models can be useful to motivate future 
research exploring decomposition methods, relaxations, heuristics, among others, to solve these problems. 
 
Keywords:  cutting and packing problems; container loading; combinatorial optimization; 
mathematical modeling. 
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1. Introdução 

Nas empresas, a logística pode ser vista como a competência que vincula a organização a seus 
clientes e fornecedores, isto é, um esforço integrado – planejamento, implementação e controle 
do fluxo eficiente e economicamente eficaz de matérias-primas, estoques em processo, produtos 
acabados e informações relativas desde os pontos de origem até os pontos de consumo – com 
o objetivo de ajudar a criar valor para os clientes com o menor custo total possível, existindo 
para satisfazer as necessidades dos clientes e facilitando as operações relevantes de produção e 
marketing. Produtos e serviços não têm valor para os clientes a menos que estejam sob a posse 
dos clientes no momento (tempo) e onde (lugar) eles desejam consumi-los (Ballou, 2002). 

A eficiência de algumas atividades logísticas, como transporte, armazenagem, manuseio de 
materiais e embalagem, está diretamente relacionada, entre outros, com o conceito de 
unitização de carga. Diversos produtos embalados em caixas são normalmente juntados 
(ou “unitizados”) em unidades maiores, por meio de dispositivos de unitização de carga, 
como paletes e contêineres. Estas cargas unitizadas apresentam diversas vantagens e em 
geral reduzem os custos logísticos. Por exemplo, os tempos de carga e descarga e o conges-
tionamento no ponto de destino são reduzidos; o manuseio é facilitado pela simplificação na 
verificação das mercadorias, em sua entrada, e no rápido posicionamento para a separação de 
pedidos; as cargas unitizadas reduzem a quantidade de avarias em trânsito, com a utilização 
de equipamentos especializados para o transporte (Bowersox & Closs, 2001). 

Neste trabalho estudamos o problema de otimizar o carregamento (ou arranjo) de cargas 
(caixas retangulares) em dispositivos de unitização, como contêineres, caminhões, vagões 
ferroviários ou paletes. Basicamente, o objetivo do problema é determinar o melhor padrão 
de empacotamento, de modo a maximizar o volume (ou valor) total das caixas carregadas, 
desde que as caixas não se sobreponham, umas às outras, dentro do contêiner (isto é, duas 
caixas não podem ocupar um mesmo espaço do contêiner) (Gilmore & Gomory, 1965; 
George & Robinson, 1980; Morabito & Arenales, 1994, 1997; Miyazawa & Wakabayashi, 
1999; Martello et al., 2000; Pisinger, 2002; Wang et al., 2008; Huang & He, 2009). 

Na prática, além destas restrições de não sobreposição no arranjo das caixas, outras restrições 
em geral devem ser consideradas, tais como a estabilidade do carregamento, a resistência das 
caixas ao empilhamento e a fragilidade das caixas, requisitos de agrupamento ou separação 
de caixas no empacotamento, arranjos levando em conta múltiplos destinos das caixas, 
requisitos de carregamento completo de grupos de caixas, limitações de peso total do 
carregamento, distribuições de peso do carregamento dentro do contêiner, entre outras 
(Bischoff & Ratcliff, 1995; Silva et al., 2003; Cecílio & Morabito, 2004; Araujo, 2006; 
Campos, 2008; Junqueira, 2009). 

Estas considerações têm motivado o estudo e desenvolvimento de diversos métodos 
aproximados (heurísticos e metaheurísticos) para resolver os problemas de carregamento de 
contêineres (Gehring & Bortfeldt, 2002; Bortfeldt et al., 2003; Jin et al., 2004; Mack et al., 
2004; Moura & Oliveira, 2005; Yeung & Tang, 2005; Gendreau et al., 2006; Araujo & 
Armentano, 2007). No entanto, poucos trabalhos na literatura se preocuparam em apresentar 
modelos matemáticos para representar problemas com estas restrições adicionais. No 
presente trabalho estamos particularmente interessados na modelagem matemática do 
problema com as restrições de estabilidade e de empilhamento do carregamento. Não temos 
conhecimento de outros trabalhos que apresentaram formulações matemáticas considerando 
explicitamente restrições de estabilidade e de empilhamento. 
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A estabilidade do carregamento refere-se ao suporte das faces inferiores das caixas, no caso 
da estabilidade vertical, ou ao apoio das faces laterais das caixas, no caso da estabilidade 
horizontal. O empilhamento do carregamento, por sua vez, refere-se ao número máximo de 
caixas que podem ser colocadas umas sobre as outras, ou ainda à pressão máxima que pode 
ser aplicada sobre a face superior de uma determinada caixa, sem que ocorram alterações na 
sua forma. A importância prática da incorporação destas considerações no problema está em 
evitar que os padrões de empacotamento permitam caixas “flutuando” dentro do contêiner, 
ou que produtos sejam avariados devido a alterações na forma das suas embalagens 
protetoras (Bischoff & Ratcliff, 1995; Silva et al., 2003; Bischoff, 2006). 

Conforme mencionado, nosso objetivo neste trabalho é apresentar modelos de programação 
linear inteira 0-1 para problemas de carregamento de contêineres, considerando as restrições 
de estabilidade e de empilhamento do carregamento. Os modelos também podem ser 
utilizados para problemas tridimensionais de carregamento de caixas retangulares sobre 
paletes, em que as caixas não precisam ser arranjadas em camadas horizontais sobre o palete 
(Hodgson, 1982; Lins et al., 2003; Birgin et al., 2010). Para verificar a coerência dos 
modelos e analisar seus desempenhos computacionais, eles foram codificados na linguagem 
de modelagem GAMS e resolvidos utilizando-se o software de otimização CPLEX. 

Este trabalho está organizado da seguinte maneira. Na seção 2 descrevemos problemas de 
carregamento de contêineres, bem como restrições práticas que devem ser levadas em 
consideração para modelar estes problemas. Na seção 3 apresentamos modelos matemáticos 
para os problemas, considerando as restrições de estabilidade e de empilhamento do 
carregamento. Na seção 4 analisamos os resultados dos testes computacionais com os 
modelos propostos, utilizando o aplicativo GAMS/CPLEX e exemplos gerados a partir de 
dados aleatórios. Finalmente, na seção 5 discutimos as conclusões deste trabalho e algumas 
perspectivas para pesquisa futura. 

 
2. Descrição do Problema 

Pisinger (2002) divide o problema de carregar caixas dentro de contêineres em quatro 
variantes: o Problema de Carregamento de Contêineres 2.5D – PCC2.5D (Strip Packing 
Problem), o Problema de Carregamento de Contêineres 3D – PCC3D (Knapsack Loading 
Problem), o Problema de Carregamento de Bins – PCB (Bin Packing Problem) e o Problema 
de Carregamento de Múltiplos Contêineres – PCMC (Multi-Container Loading Problem). 

No PCC2.5D, o contêiner tem duas dimensões fixas (por exemplo, a largura e a altura), mas 
uma dimensão variável (por exemplo, o comprimento), e o problema consiste em decidir 
como carregar todas as caixas dentro do contêiner de modo a minimizar a dimensão variável 
(o comprimento) necessária. No PCB, todos os contêineres têm as mesmas dimensões e um 
mesmo custo associado, e o problema consiste em decidir como carregar todas as caixas de 
modo a minimizar o custo associado à escolha dos contêineres (número de contêineres 
necessário). No PCMC, os contêineres não necessariamente têm as mesmas dimensões e 
mesmos custos, e o problema consiste em escolher um subconjunto de contêineres para 
serem carregados, e decidir como carregar todas as caixas, de modo a minimizar os custos 
associados à escolha dos contêineres. 

No presente trabalho tratamos apenas o PCC3D, em que o contêiner tem três dimensões 
fixas, cada caixa tem associada a si um valor, e o problema consiste em escolher um 
subconjunto de caixas para serem carregadas dentro do único contêiner, e decidir como 
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carregar estas caixas, de modo a maximizar o valor total do carregamento. Se o valor 
associado a uma determinada caixa for proporcional ao seu volume, o problema então 
consiste em maximizar o volume total das caixas carregadas ou, equivalentemente, 
minimizar os espaços vazios. 

O PCC3D foi estudado por diversos autores, por exemplo, George & Robinson (1980), 
Morabito & Arenales (1994, 1997), Bischoff & Ratcliff (1995), Ratcliff & Bischoff (1998), 
Davies & Bischoff (1999), Martello et al. (2000), Bortfeldt & Gehring (2001), Eley (2002), 
Gehring & Bortfeldt (2002), Lins et al. (2002), Pisinger (2002), Bortfeldt et al. (2003), 
Li et al. (2003), Cecilio & Morabito (2004), Chien & Deng (2004), Jin et al. (2004), Mack 
et al. (2004), Lim et al. (2005), Moura & Oliveira (2005), Yeung & Tang (2005), Bischoff 
(2006), Araujo & Armentano (2007), Wang et al. (2008), Christensen & Rousøe (2009), e 
Huang & He (2009). 

Neste trabalho também abordamos, embora com menor ênfase, o problema tridimensional de 
carregamento de caixas retangulares sobre paletes. Hodgson (1982) divide o problema de 
carregar caixas sobre paletes em duas variantes: o Problema de Carregamento de Paletes do 
Produtor – PCPP (Manufacturer´s Pallet Loading Problem) e o Problema de Carregamento 
de Paletes do Distribuidor – PCPD (Distributor’s Pallet Loading Problem). A diferença entre 
eles é que no PCPP há apenas um tipo de caixa (isto é, todas as caixas são iguais), enquanto 
no PCPD há mais de um tipo. Tanto o PCPP quanto o PCPD podem ser resolvidos de 
maneira bidimensional ou tridimensional, embora a primeira seja a mais comumente encon-
trada na prática. A diferença entre elas é que no caso bidimensional o padrão de empacota-
mento é construído em camadas horizontais sobre o palete, enquanto no caso tridimensional 
o padrão de empacotamento pode ser genérico. Este último pode ser visto como um PCC3D 
com um único tipo de caixa (Morabito & Arenales, 1994, 1997; Bischoff & Ratcliff, 1995). 

Bischoff & Ratcliff (1995) apresentam doze considerações práticas que podem ser levadas 
em consideração quando se deseja modelar problemas de carregamento de contêineres mais 
realistas. A Tabela 1 a seguir apresenta uma breve descrição destas considerações práticas, 
incluindo alguns exemplos de trabalhos que tratam estas considerações. Não foram 
encontrados trabalhos que tratassem especificamente das considerações de manuseio, 
prioridades e complexidade do padrão de carregamento. 
 

Tabela 1 – Considerações práticas apresentadas por Bischoff & Ratcliff (1995). 

 Consideração 
Prática Descrição 

1 Orientação Algumas caixas devem ser carregadas dentro do contêiner com orientações 
pré-estabelecidas. 

2 Empilhamento 

Um número máximo de caixas pode ser empilhado, umas sobre as outras, ou, 
mais genericamente, a pressão total exercida sobre a face superior de uma 
determinada caixa não deve exceder um limite máximo pré-estabelecido, para 
que não ocorram alterações na sua forma. Exemplos aparecem em 
Scheithauer et al. (1996), Ratcliff & Bischoff (1998), Bortfeldt & Gehring 
(2001), Gehring & Bortfeldt (2002), Bischoff (2006), Gendreau et al. (2006), 
Lin et al. (2006), Christensen & Rousøe (2009). 

3 Manuseio 
Algumas caixas, devido às suas dimensões, ao seu peso, ou ao equipamento 
que realiza o carregamento/descarregamento da carga, devem estar 
posicionadas em determinados lugares dentro do contêiner. 
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4 Estabilidade 

Algumas caixas devem ter suas faces inferiores suportadas por faces 
superiores de outras caixas, e/ou suas faces laterais apoiadas nas faces laterais 
de outras caixas. Exemplos aparecem em Bischoff & Ratcliff (1995), 
Scheithauer et al. (1996), Davies & Bischoff (1999), Terno et al. (2000), 
Bortfeldt & Gehring (2001), Eley (2002, 2003), Gehring & Bortfeldt (2002), 
Pisinger (2002), Bortfeldt et al. (2003), Silva & Soma (2003), Silva et al. 
(2003), Jin et al. (2004), Mack et al. (2004), Moura & Oliveira (2005), Yeung 
& Tang (2005), Gendreau et al. (2006), Lin et al. (2006), Araujo & 
Armentano (2007). 

5 Agrupamento  
de itens 

Caixas com um destino comum ou de um mesmo tipo devem ser posicionadas 
próximas dentro do contêiner. Exemplos aparecem em Bischoff & Ratcliff 
(1995), Terno et al. (2000), Eley (2003). 

6 Múltiplos 
destinos 

Caixas a serem entregues para diferentes destinos devem ser posicionadas 
próximas, umas das outras, dentro do contêiner, e devem ser carregadas de 
modo a considerar o roteiro a ser percorrido pelo contêiner e a ordem em que 
elas serão descarregadas. Exemplos aparecem em Bischoff & Ratcliff (1995), 
Scheithauer et al. (1996), Terno et al. (2000), Jin et al. (2004), Moura & 
Oliveira (2005), Araujo (2006), Gendreau et al. (2006), Lin et al. (2006), 
Campos (2008), Christensen & Rousøe (2009). 

7 Separação  
de itens 

Caixas que não podem estar em contato, umas com as outras, devem ser 
posicionadas afastadas dentro do contêiner. Um exemplo aparece em Eley 
(2003). 

8 
Carregamento 
completo de 

grupos de itens 

As caixas contendo todos os componentes que fazem parte de uma mesma 
entidade funcional (por exemplo, um equipamento) devem estar presentes no 
mesmo carregamento. Um exemplo aparece em Terno et al. (2000). 

9 Prioridades 

Caixas com produtos com data de entrega ou prazo de validade próximos, por 
exemplo, podem ter maiores prioridades, e pode ser mais importante que elas 
estejam no carregamento, em detrimento de outras caixas com menores 
prioridades. 

10 
Complexidade  
do padrão de 

empacotamento 

Caixas presentes em padrões de carregamento complexos podem demandar 
esforços maiores de manuseio, devido, por exemplo, às limitações do 
equipamento que realiza o carregamento/descarregamento da carga. 

11 Limite de peso 

Caixas bastante pesadas devem ser carregadas dentro do contêiner sem 
exceder o limite de peso máximo que o contêiner pode suportar. Exemplos 
aparecem em Scheithauer et al. (1996), Terno et al. (2000), Bortfeldt & 
Gehring (2001), Gehring & Bortfeldt (2002), Gendreau et al. (2006). 

12 
Distribuição de 
peso dentro do 

contêiner 

O centro de gravidade de um contêiner carregado deve estar localizado próximo 
do centro geométrico do plano que define a base. Exemplos aparecem em 
Davies & Bischoff (1999), Bortfeldt & Gehring (2001), Eley (2002, 2003). 

 

Estes trabalhos, embora tratem de problemas de carregamento de contêineres com as 
considerações práticas destacadas, em geral não apresentam formulações matemáticas para 
as mesmas. Alguns estudos, como Beasley (1985, 2004), Hadjiconstantinou & Christofides 
(1995) e Martins (2003), apresentaram formulações para problemas de corte e 
empacotamento bidimensionais, que podem ser facilmente estendidas para tratar o PCC3D. 
Outras formulações para o PCC3D são apresentadas em Tsai et al. (1993) e Chen et al. 
(1995). No entanto, todas estas formulações não tratam as considerações práticas destacadas, 
se limitando apenas a impedir que as caixas se sobreponham dentro do contêiner. 
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Na próxima seção apresentamos modelos de programação linear inteira 0-1 para o PCC3D com 
as considerações práticas de estabilidade e de empilhamento do carregamento. Estes modelos 
ainda podem ser adaptados ou estendidos para considerar outras restrições da Tabela 1, além 
de estabilidade (linha 4) e empilhamento (linha 2), tais como orientação (linha 1) e limite de 
peso (linha 11). Por exemplo, a consideração de limite de peso envolve incluir uma restrição 
linear do tipo mochila (isto é, o somatório dos pesos de todas as caixas carregadas no 
contêiner deve ser menor ou igual ao limite de peso suportado pelo contêiner) nos modelos. 

 

3. Formulações Matemáticas 

Seja um objeto (contêiner, caminhão, vagão ferroviário ou palete) de comprimento L , 
largura W  e altura H  conhecidos (no caso de palete, H  é a altura máxima permitida do 
carregamento), que deve ser carregado com caixas de diferentes tipos. Cada tipo de caixa 
possui comprimento il , largura iw , altura ih , quantidade ib  e valor iv , 1,...,i m= . Admite-
se que as dimensões das caixas são inteiras, que elas só podem ser empacotadas 
ortogonalmente (isto é, com os seus lados paralelos aos lados do contêiner), e que as suas 
orientações são fixas (isto é, as caixas não podem girar em torno de nenhum de seus eixos). 
Esta última suposição pode ser facilmente relaxada nos modelos (seção 4), e é aqui 
considerada apenas por simplicidade de apresentação das formulações. 

Adotando-se um sistema de coordenadas cartesianas com origem no canto inferior frontal 
esquerdo do contêiner, seja ( , , )p q r  a posição onde o canto inferior frontal esquerdo de uma 
determinada caixa é colocado. As possíveis posições, ao longo do comprimento L , da 
largura W  e da altura H  do contêiner, onde cada caixa pode ser colocada, podem ser 
definidas por meio dos conjuntos: 

{ | 0 min ( ) e inteiro,  1,..., }i iX p p L l i m= ≤ ≤ − =  (1) 

{ | 0 min ( ) e inteiro,  1,..., }i iY q q W w i m= ≤ ≤ − =  (2) 

{ | 0 min ( ) e inteiro,  1,..., }i iZ r r H h i m= ≤ ≤ − =  (3) 

Christofides & Whitlock (1977) observaram que em um dado padrão de corte ou 
empacotamento, cada caixa empacotada pode ser movida para baixo e/ou para frente e/ou 
para esquerda, até que suas faces inferior, lateral da frente e lateral esquerda fiquem 
adjacentes às demais caixas ou ao próprio contêiner. Estes padrões, chamados padrões 
normais ou combinações cônicas, permitem, eventualmente, sem perda de generalidade, 
reduzir os conjuntos X , Y  e Z  para: 

1
{ | ,  0 min ( ),  0  e inteiro,  1,..., }m

i i i i i ii
X p p l p L l b i mβ β

=
= = ⋅ ≤ ≤ − ≤ ≤ =∑  (4) 

1
{ | ,  0 min ( ),  0  e inteiro,  1,..., }m

i i i i i ii
Y q q w q W w b i mβ β

=
= = ⋅ ≤ ≤ − ≤ ≤ =∑  (5) 

1
{ | ,  0 min ( ),  0  e inteiro,  1,..., }m

i i i i i ii
Z r r h r H h b i mβ β

=
= = ⋅ ≤ ≤ − ≤ ≤ =∑  (6) 

A Figura 1 ilustra uma possível disposição de uma caixa do tipo i  dentro de um contêiner. 
De modo a descrever as restrições de não sobreposição das caixas dentro do contêiner, seja a 
função ipqrstua , 1,...,i m= , ,p s X∈ , ,q t Y∈  e r Z∈ , definida como: 
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Figura 1 – Exemplo de posicionamento de uma caixa do tipo i  dentro de um contêiner. 

 
1,  se uma caixa do tipo , quando empacotada com seu canto inferior frontal
   esquerdo na posição ( , , ), não permite que outra caixa qualquer ocupe
   a posição ( , , ) dentro dela;
0,  caso c

ipqrstu

i
p q r

a
s t u

=

ontrário.

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

 

Note que a função ipqrstua  não é uma variável de decisão do modelo, e pode ser computada 
a priori (isto é, antes da resolução do modelo) da seguinte maneira: 

1,  se 0 1 1;
        0 1 1;
        0 1 1;
0,  caso contrário.

i

i
ipqrstu

i

p s p l L
q t q w W

a
r u r h H

≤ ≤ ≤ + − ≤ −⎧
⎪ ≤ ≤ ≤ + − ≤ −⎪= ⎨ ≤ ≤ ≤ + − ≤ −⎪
⎪⎩

 

ou seja, se 1ipqrstua = , significa que a posição ( , , )s t u  está ocupada por uma caixa do tipo i  
colocada com seu canto inferior frontal esquerdo na posição ( , , )p q r  do contêiner 
(Figura 1). Caso contrário, se 0ipqrstua = , significa que esta posição não está ocupada pela 
caixa. As variáveis de decisão ipqrx  do modelo são definidas como: 

1,  se uma caixa do tipo  é empacotada com seu canto inferior frontal esquerdo na
    posição ( , , ),  tal que 0 ,  0  e 0 ;
0,  caso contrário.

ipqr i i i

i
x p q r p L l q W w r H h

⎧
⎪= ≤ ≤ − ≤ ≤ − ≤ ≤ −⎨
⎪⎩

 

Sejam ainda: 

{ | 0 }i iX p X p L l= ∈ ≤ ≤ −  1,...,i m=  (7) 

{ | 0 }i iY q Y q W w= ∈ ≤ ≤ −  1,...,i m=  (8) 

{ | 0 }i iZ r Z r H h= ∈ ≤ ≤ −  1,...,i m=  (9) 
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O problema de carregamento de caixas dentro de um único contêiner, sem considerações 
adicionais de estabilidade e de empilhamento, pode ser formulado como uma extensão direta 
do modelo de programação linear inteira 0-1 proposto em Beasley (1985) para o problema de 
corte bidimensional não guilhotinado restrito: 

1
max

i i i

m

i ipqr
i p X q Y r Z

v x
= ∈ ∈ ∈

⋅∑ ∑ ∑ ∑   (10) 

Sujeito a: 

1
1

i i i

m

ipqrstu ipqr
i p X q Y r Z

a x
= ∈ ∈ ∈

⋅ ≤∑ ∑ ∑ ∑  ,  ,  s X t Y u Z∈ ∈ ∈  (11) 

i i i

ipqr i
p X q Y r Z

x b
∈ ∈ ∈

≤∑ ∑ ∑  1,...,i m=  (12) 

{0,1}ipqrx ∈  
1,...,

,  ,  i i i

i m
p X q Y r Z
=
∈ ∈ ∈

 (13) 

Na formulação (10)-(13), a função objetivo (10) visa maximizar o valor total das caixas 
empacotadas dentro do contêiner (se ( )i i i iv l w h= ⋅ ⋅ , então (10) corresponde a maximizar o 
volume total de caixas a serem inseridas no contêiner), as restrições (11) impedem que haja 
sobreposição entre as caixas, as restrições (12) limitam o número máximo de caixas 
empacotadas de cada tipo, e as restrições (13) definem o domínio das variáveis de decisão. 

Para economizar memória computacional ao compilar o modelo (10)-(13) em GAMS, a 
expressão (11) pode ser reescrita conforme abaixo, de modo a considerar a função ipqrstua  
implicitamente, sem precisar computar a priori os valores desta função: 

1 { | 1 }{ | 1 }{ | 1 }
1

i i i i i i

m

ipqr
i p X s l p s q Y t w q t r Z u h r u

x
= ∈ − + ≤ ≤ ∈ − + ≤ ≤ ∈ − + ≤ ≤

≤∑ ∑ ∑ ∑  ,  ,  s X t Y u Z∈ ∈ ∈  (14) 

Para fins dos testes computacionais realizados na seção 4, definimos aqui o modelo base 
como sendo o modelo composto por (10), (12), (13) e (14). Observamos que ao utilizar a 
expressão (11) nos testes computacionais da seção 4, não foi possível compilar os modelos 
devido à memória computacional requerida para pré-computar ipqrstua , ao passo que estes 
mesmos modelos puderam ser compilados e resolvidos utilizando-se a expressão (14). 

 

3.1 Considerando Estabilidade do Carregamento 

A estabilidade do carregamento pode ser dividida em duas componentes: a estabilidade 
vertical e a estabilidade horizontal. A estabilidade vertical está relacionada à capacidade das 
caixas em um carregamento de resistirem à atuação da aceleração da gravidade sobre seus 
corpos, isto é, de não se deslocarem em relação ao eixo z . Esta componente da estabilidade 
é também chamada de estabilidade estática, uma vez que trata o carregamento em situações 
em que o contêiner ou caminhão está parado. A estabilidade horizontal, por sua vez, está 
relacionada à capacidade das caixas em um carregamento de resistirem à atuação da inércia 
dos seus próprios corpos, isto é, de não se deslocarem em relação aos eixos x  e y . Esta 
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componente da estabilidade é também chamada de estabilidade dinâmica, uma vez que trata 
o carregamento em situações em que o contêiner ou caminhão está sendo deslocado 
horizontalmente, e fica, inevitavelmente, sujeito a variações na velocidade/aceleração do 
deslocamento. Por motivos de economia de espaço, a seguir apresentamos formulações 
apenas para a estabilidade vertical, que é a mais considerada nos trabalhos da literatura. 
Formulações para a estabilidade horizontal são derivadas de maneira análoga e estão 
descritas em Junqueira (2009). 

A estabilidade vertical, como se refere ao suporte da face inferior de cada caixa, trata, 
portanto, da estabilidade em relação ao eixo z . Assim, de modo a “mapear” o conjunto de 
pontos que uma determinada caixa pode “oferecer” para suportar caixas colocadas 
imediatamente sobre sua face superior, seja a função ( )iipqrst r hc + , 1,...,i m= , ,p s X∈ , 

,q t Y∈  e r Z∈ , definida como: 

( )

1,  se uma caixa do tipo , quando empacotada com seu canto inferior frontal
   esquerdo na posição ( , , ), contém o ponto definido pela posição 
   ( , , ) na sua face superior;
0,  caso

iipqrst r h
i

i
p q r

c
s t r h+ =

+

 contrário.

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

 

A rigor, o subíndice ir h+  em ( )iipqrst r hc +  é redundante, mas foi aqui mantido por conve-

niência de notação. Note que ( )iipqrst r hc + , assim como ipqrstua , não é uma variável de decisão 
do modelo, e também pode ser computada a priori (isto é, antes da resolução do modelo) da 
seguinte maneira: 

( )

1,  se 0 1 1;
       0 1 1;

        0 ;
0,  caso contrário.

i

i

i
ipqrst r h

i

p s p l L
q t q w W

c
r H h+

≤ ≤ ≤ + − ≤ −⎧
⎪ ≤ ≤ ≤ + − ≤ −⎪= ⎨

≤ ≤ −⎪
⎪⎩

 

Note que ( )iipqrst r hc +  é definida analogamente à ipqrstua , com a diferença de que a primeira 
“mapeia” somente o conjunto de pontos da face superior de uma caixa do tipo i  na posição 
( , , )p q r , enquanto que a segunda “mapeia” o conjunto de pontos contidos dentro de uma 
caixa do tipo i  na posição ( , , )p q r , excetuando-se os pontos contidos nas faces superior, 
lateral do fundo e lateral direita da mesma. 

A Figura 2 ilustra o mapeamento desse conjunto de pontos para duas caixas colocadas dentro 
de um contêiner, em que a face inferior da caixa menor está parcialmente suportada pela face 
superior da caixa maior. Este mapeamento significa determinar, para uma caixa do tipo i  
colocada na posição ( , , )p q r , todos os possíveis pontos ( , , )is t r h+  que esta caixa pode 
“oferecer” para suporte de uma outra caixa de um tipo j  qualquer (inclusive j i= ), 

colocada na posição ' ' '( , , )p q r , com '
ir r h= + , isto é, com as caixas em contato (Figura 2). 
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Figura 2 – Posição relativa entre duas caixas em um contêiner (estabilidade vertical). 

 
Além disso, pode ser definido um parâmetro [0,1]α∈ , chamado de parâmetro de estabilidade 
em relação ao eixo z  (ou parâmetro de estabilidade vertical). Este parâmetro é comum na 
literatura de carregamento de contêineres (Eley, 2002) e indica o percentual de estabilidade 
vertical que se deseja para todas as caixas. Em um extremo, 1α =  indica que as faces 
inferiores de todas as caixas devem estar 100% suportadas pelas faces superiores de uma ou 
mais caixas colocadas imediatamente abaixo delas, e, no outro extremo, 0α =  indica que não 
há exigências quanto à estabilidade das caixas em relação ao eixo z  (por exemplo, as caixas 
podem estar apenas parcialmente apoiadas, ou mesmo “flutuando” dentro do contêiner). 

Considerando-se os conjuntos X , Y  e Z  definidos conforme (1), (2) e (3), respectiva-
mente, a restrição de estabilidade vertical pode ser formulada como: 

' ' ' ' ' '
' ' ' ' '

( ) ( )
{ 1,..., | 0} { | 1}{ | 1}

i i
i ii j j

j jipq r h str ipq r h jp q r
p X q Yi m r h s X p s p l t Y q t q w

c x l w x
− −

∈ ∈= − ≥ ∈ ≤ ≤ + − ∈ ≤ ≤ + −

⋅ ≥ α ⋅ ⋅ ⋅∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

' ' '

1,...,

,  ,  /{0}j j j

j m

p X q Y r Z

=

∈ ∈ ∈
  (15) 

ou seja, uma fração mínima α  dos pontos “mapeados” da face inferior de uma caixa do tipo 
j  deve estar suportada pelos pontos “mapeados” das faces superiores de caixas do tipo i , 

que estejam colocadas imediatamente abaixo da caixa do tipo j  (inclusive j i= ), em 

contato com esta (Figura 2). Note em (15) que ' /{0}jr Z∈ , ao invés de '
jr Z∈ , porque uma 

caixa colocada sobre o piso do contêiner (isto é, ' 0r = ) sempre tem estabilidade vertical. 

Note que a formulação (15) não é válida quando se consideram os conjuntos X , Y  e Z  
definidos conforme (4), (5) e (6), respectivamente (padrões normais), pois com estes pode 
ocorrer a formação de “buracos” na face superior da caixa do tipo i , passando esta a não 
mais contribuir com todos os pontos ( , , )is t r h+  que a formulação (15) contribui utilizando 
(1), (2) e (3). 
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Similarmente ao que foi feito com a expressão (11), a expressão (15) também pode ser 
reescrita conforme abaixo, de modo a considerar a função ( )iipqrst r hc +  implicitamente, e, com 
isso, não precisar determinar a priori os valores desta função: 

' '

'
' ' ' ' ' ' '

' ' '

min( 1, 1) min( 1, 1)

( )
{ 1,..., | 0}{ | 1 1}{ | 1 1} max( , ) max( , )

i j i j

i
i i i j i i j

p l p l q w q w

ipq r h
i m r h p X p l p p l p Y q w q q w s p p t q q

j j jp q r

x

l w xα

+ − + − + − + −

−
= − ≥ ∈ − + ≤ ≤ + − ∈ − + ≤ ≤ + − = =

≥ ⋅ ⋅ ⋅

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
 

' ' '

1,...,
,  ,  /{0}j j j

j m
p X q Y r Z
=

∈ ∈ ∈
  (16) 

que pode ser reescrita como: 

' ' ' '
' ' ' ' '

[1] [1]
( )

{ 1,..., | 0}{ | 1 1}{ | 1 1}

L W
i

i i i j i i j

ij ij j jipq r h jp q r
i m r h p X p l p p l q Y q w q q w

x l w x
−

= − ≥ ∈ − + ≤ ≤ + − ∈ − + ≤ ≤ + −

⋅ ⋅ ≥ α ⋅ ⋅ ⋅∑ ∑ ∑  

[1] ' '

[1] ' '

L min( , ) max( , )
com

W min( , ) max( , )
ij i j

ij i j

p l p l p p

q w q w q q

⎧ = + + −⎪
⎨

= + + −⎪⎩
 ' ' '

1,...,

,  ,  /{0}j j j

j m

p X q Y r Z

=

∈ ∈ ∈
 (17) 

ou seja, uma fração mínima α  da área da face inferior de uma caixa do tipo j  deve estar 
suportada pelas áreas das faces superiores de caixas do tipo i , que tenham as projeções 
destas áreas comuns em relação à caixa do tipo j , e que estejam colocadas imediatamente 
abaixo da caixa do tipo j , em contato com esta. A Figura 3 ilustra a área que uma caixa do 
tipo i  “oferece” para suportar uma caixa do tipo j . 

Conforme mencionado, as restrições (16) e (17), ao contrário da restrição (15), são válidas 
mesmo quando há a formação de “buracos” na face superior da caixa do tipo i , isto é, são 
válidas para X , Y  e Z  definidos conforme (4), (5) e (6). 
 

 
Figura 3 – Área de contato entre duas caixas no plano xy  

(estabilidade vertical – em relação ao eixo z ). 
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No entanto, as restrições (16) e (17) usando os conjuntos definidos conforme (4), (5) e (6) 
são válidas apenas para 1α = . A Figura 4 ilustra um exemplo desta situação, com um 
contêiner ( , , ) (12,5, 2)L W H =  e dois tipos de caixas 1 1 1( , , ) (6,3,1)l w h =  com 1 2b = , e 

2 2 2( , , ) (10,5,1)l w h =  com 2 1b = , em que há perda de generalidade quando se considera o 
modelo base com a restrição (17) usando (4), (5) e (6) e com 0,8α = . Note que este padrão é 
pior do que o padrão ótimo deste problema, obtido considerando o modelo base com a 
restrição (17) usando (1), (2) e (3) e com 0,8α = . O uso de (4), (5) e (6) impede que o 
padrão ótimo seja obtido, dado que a posição ( , , ) (1,0,0)p q r = , utilizada pela caixa do tipo 
2, não é uma combinação cônica. 
 

      
Figura 4 – Padrões de empacotamento obtidos usando a restrição (17) com (4), (5) e (6), e com 

(1), (2) e (3), respectivamente. 

 

3.2 Considerando Resistência das Caixas ao Empilhamento 

Para o caso do empilhamento, propomos uma nova restrição a ser adicionada ao modelo 
base. Neste caso, uma caixa do tipo i  deve ter um número máximo de caixas colocadas 
acima dela (não apenas imediatamente acima). Ou, de uma outra maneira, a pressão total que 
estas caixas exercem sobre a caixa do tipo i  não pode exceder a pressão máxima que esta 
caixa pode suportar na sua superfície, para que não ocorram alterações na forma da caixa e 
comprometimento do produto dentro dela. Para evitar que haja “buracos” no padrão de 
empacotamento, admite-se aqui 100% de estabilidade vertical no carregamento (isto é, 

1α = ). Isto também é considerado em trabalhos da literatura que tratam esse tipo de 
consideração, como em Ratcliff & Bischoff (1998) e Bischoff (2006). 

Assim, seja jP  o peso de uma caixa do tipo j , e iσ  a pressão máxima admissível que pode 
ser suportada em qualquer ponto ( , )s t  da face superior de uma caixa do tipo i . Note que 
estamos supondo que qualquer ponto da face superior da caixa do tipo i  suporta a mesma 
pressão admissível iσ . Também estamos admitindo que a pressão exercida por uma caixa do 
tipo j  seja uniformemente distribuída sobre a área j jl w⋅  da sua face inferior. A Figura 5 
ilustra caixas, colocadas acima de uma caixa maior, e que exercem pressão sobre pontos 
desta caixa. Considerando-se os conjuntos X , Y  e Z  definidos tanto conforme (1), (2) e 
(3), quanto conforme (4), (5) e (6), sem perda de generalidade, a restrição de empilhamento 
pode ser formulada como: 
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Figura 5 – Conjunto de caixas empilhadas sobre a caixa de referência. 

 

' ' '
' ' ' ' ' '1{ | 1 }{ | 1 }{ | 1 }

1 { | 1 }{ | 1 }{ | 1 }

j j j j j j

i i i i i i

m
j

jp q r
j j jp X s l p s q Y t w q t r Z u r H h

m

i ipqr
i p X s l p s q Y t w q t r Z u h r u

P
x

l w

xσ

= ∈ − + ≤ ≤ ∈ − + ≤ ≤ ∈ + ≤ ≤ −

= ∈ − + ≤ ≤ ∈ − + ≤ ≤ ∈ − + ≤ ≤

⎛ ⎞
⋅ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

⋅

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
 

,  ,  s X t Y u Z∈ ∈ ∈   (18) 

ou seja, o lado direito da restrição (18) verifica, para cada ponto ( , , )s t u  do contêiner, se 
existe alguma caixa do tipo i  ocupando tal ponto. Se este for o caso, então o lado direito da 
restrição (18) será igual ao valor da pressão máxima admissível iσ  que cada ponto da face 
superior da caixa do tipo i  suporta (Figura 5). O lado esquerdo da restrição (18) corresponde 
à soma da pressão exercida por todas as caixas do tipo j  empilhadas acima da caixa do tipo 

i  '( )r u> . 

Um caso particular de empilhamento é a chamada fragilidade. Neste caso, nenhuma caixa 
deve ser colocada acima da caixa de referência, pois a face superior desta não pode sofrer 
nenhuma pressão. Para tratar deste caso, basta considerar 0iσ =  para cada caixa frágil do 
tipo i  no lado direito da restrição (18). 

Convém observar que o modelo base (isto é, sem estabilidade vertical e sem empilhamento), 
o modelo base com as restrições (17) (isto é, com estabilidade vertical), e o modelo base 
com as restrições (17) e (18) (isto é, com estabilidade vertical e com empilhamento), 
envolvem 

1
| | | | | |m

i i ii
X Y Z

=
⋅ ⋅∑  variáveis binárias. Além disso, o modelo base resulta em 

| | | | | |X Y Z m⋅ ⋅ +  restrições, as restrições (17) somam 
1
| | | | (| | 1)m

i i ii
X Y Z

=
⋅ ⋅ −∑  restrições 

ao modelo base, e as restrições (18) somam | | | | | |X Y Z⋅ ⋅  restrições ao modelo base 
com (17). 
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4. Resultados Computacionais 

O modelo base, o modelo base com as restrições (17) e o modelo base com as restrições (17) 
e (18), foram implementados na linguagem de modelagem GAMS (versão 22.7). O solver 
CPLEX 11.0 (com parâmetros default) foi utilizado para resolvê-las. Todos os testes foram 
realizados em um microcomputador PC Pentium D (3,2 GHz, 2,0 GB). 

Os modelos foram testados com exemplos gerados a partir de dados aleatórios, que foram 
divididos de acordo com as seguintes características: 

• Quatro quantidades diferentes de tipos de caixas: 1m =  (neste caso, as caixas podem 
girar em torno de todos os seus eixos), 5m = , 10m =  e 20m =  (nestes três últimos 
casos, as caixas têm orientação fixa). 

• Duas maneiras diferentes de gerar as dimensões das caixas: (Am, 1,  5,  10 e 20m = ) 
dimensões das caixas variando entre 25% e 75% das dimensões do contêiner,  
ou seja, [0,25 , 0,75 ]il L L∈ , [0, 25 , 0,75 ]iw W W∈  e [0,25 , 0,75 ]ih H H∈ ; 
(Bm, 1,  5,  10 e 20m = ) dimensões das caixas variando entre 10% e 50% das 
dimensões do contêiner, ou seja, [0,10 , 0,50 ]il L L∈ , [0,10 , 0,50 ]iw W W∈  e 

[0,10 , 0,50 ]ih H H∈ . Por simplicidade, em todos os exemplos consideramos contêineres 
cúbicos, isto é, com dimensões L W H= = . 

Para o caso de 1m = , foi criada uma variável de decisão adicional para cada possível 
orientação da caixa, totalizando seis variáveis de decisão, e o modelo base, o modelo base 
com (17), e o modelo base com (17) e (18), foram modificados apropriadamente para 
considerar estas novas variáveis. Uma maneira alternativa de se tratar este caso seria 
considerar cada uma das seis possíveis rotações de uma caixa simplesmente como seis caixas 
diferentes, isto é, 6m = , e limitar o número máximo de caixas empacotadas destes seis tipos 
artificiais nas restrições (12) dos modelos. Uma motivação dos problemas dos grupos A1 e B1 
(sem orientações fixas para as caixas) é que eles podem ser vistos como problemas 
tridimensionais de carregamento de paletes (do produtor), em que as caixas não precisam ser 
arranjadas em camadas horizontais sobre o palete. 

A Tabela 2 apresenta as dimensões L W H= =  dos contêineres, variando de 10 até 100. A 
primeira coluna destaca as diferentes quantidades de tipos de caixas, e a segunda e terceira 
colunas destacam, respectivamente, as maneiras Am e Bm de gerar as dimensões das caixas. 
Os grupos Am envolvem exemplos em geral mais fáceis, quando comparados com os 
grupos Bm, pois como as dimensões das caixas geradas são, em média, maiores, o número de 
padrões normais (combinações cônicas) é, em média, bem menor. No caso dos grupos Bm, 
realizamos testes apenas até dimensões L W H= =  iguais a 30, pois, em geral, para valores 
maiores que 30 (com m = 10 ou 20 tipos de caixas), a memória principal do computador 
utilizado foi insuficiente para o GAMS compilar os modelos. Assim, para cada um dos 
valores das dimensões L W H= =  dos contêineres, foram gerados 10 exemplos, totalizando 
320 exemplos para serem testados com cada um dos modelos. 
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Tabela 2 – Dimensões L W H= =  dos contêineres para os grupos de exemplos  
com dados aleatórios. 

m 
Am 

(25%, 75%) 
Bm 

(10%, 50%) 

1 10, 20, 30, 50 e 100 10, 20 e 30 

5 10, 20, 30, 50 e 100 10, 20 e 30 

10 10, 20, 30, 50 e 100 10, 20 e 30 

20 10, 20, 30, 50 e 100 10, 20 e 30 

 

O valor iv  foi definido como a fração de volume ocupado pela caixa do tipo i  no contêiner, 
isto é: [( ) /( )]i i i iv l w h L W H= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , 1,...,i m= . A quantidade disponível ib  de caixas que 
podem ser carregadas no contêiner foi definida de duas maneiras diferentes. Para os 
exemplos com 5,  10 e 20m = , o valor de ib  foi uniformemente sorteado no intervalo: 
[1,  ]i i iL l W w H h⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , 1,...,i m= . Note que, desta maneira, o PCC3D torna-se restrito 
do ponto de vista de disponibilidade de caixas de cada tipo i  (na literatura de corte e 
empacotamento o problema é chamado restrito se ( ) /( )i i i ib L W H l w h< ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦  para 
algum i ). Para os exemplos com 1m = , o valor de ib  foi definido como: 

( ) /( )i i i ib L W H l w h= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦ , para todo 1,...,i m= , o que implica que o problema é irrestrito 
do ponto de vista de disponibilidade de caixas. 

O peso iP  foi definido como sendo o próprio volume da caixa do tipo i , uma vez que, por 
simplicidade, consideramos que todas as caixas são feitas de um mesmo material e possuem, 
portanto, a mesma densidade: ( )i i i iP l w h= ⋅ ⋅ , 1,...,i m= . A pressão máxima admissível iσ  
que pode ser suportada em qualquer ponto da face superior de uma determinada caixa foi 
definida de duas maneiras diferentes. Para os exemplos com 5,  10 e 20m = , o valor de iσ  
foi sorteado de uma distribuição uniforme no intervalo: [0,3 ]ih , para todo 1,...,i m= . Como 
nestes casos as caixas têm orientação fixa, e o peso de cada caixa pode ser definido como 
sendo o seu próprio volume, então a pressão máxima admissível pode ser definida como 
sendo proporcional à altura da caixa. A constante 3 multiplicando o valor da altura da caixa é 
o valor mais comum utilizado na literatura (Ratcliff & Bischoff, 1998). Note que, para o caso 
em que o valor escolhido é 0iσ = , isto indica que a face superior da caixa é frágil, ou seja, 
não pode ter nenhuma outra caixa colocada encima dela. Para os exemplos com 1m = , o 
valor de iσ  foi definido de maneira semelhante, mas agora dependendo de qual face da caixa 
serve como base de apoio para a mesma: [0,3 ]ih , para o caso em que a caixa está apoiada 
sobre i il w⋅ , [0,3 ]iw , para o caso em que a caixa está apoiada sobre i il h⋅ , e [0,3 ]il , para o 
caso em que a caixa está apoiada sobre i iw h⋅ , para todo 1,...,i m= . 

O valor α  do parâmetro de estabilidade vertical foi definido como sendo 1, isto é, as faces 
inferiores de todas as caixas devem estar 100% suportadas pelas faces superiores de uma ou 
mais caixas colocadas imediatamente abaixo delas (ou pelo piso do contêiner). Note que, no 
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caso do modelo base com (17), a condição 1α =  evita perda de soluções ótimas ao se 
utilizar combinações cônicas, e no caso do modelo base com (17) e (18), esta condição é 
necessária para evitar que possam ocorrer “buracos” no padrão de empacotamento, como 
discutido na seção 3. 

Para ilustrar o tamanho dos modelos gerados nos grupos Am e Bm, a Tabela 3 apresenta os 
tamanhos mínimo, médio e máximo dos conjuntos X , Y  e Z , e os números mínimo, médio 
e máximo de restrições e variáveis (binárias), para cada um dos oito grupos, considerando 
um contêiner com dimensões L W H= =  iguais a 10. Estes números correspondem aos 
valores reportados pelo CPLEX após o pré-processamento. Observa-se que as porcentagens 
médias de redução do número de variáveis pelo pré-processamento do CPLEX para cada um 
dos 8 grupos considerados nesta tabela são, respectivamente, 74,07, 75,23, 70,63, 69,34, 
38,36, 40,80, 39,99 e 38,96. 
 
Tabela 3 – Número de elementos dos padrões normais e número de restrições e de variáveis dos 

modelos com L W H= =  iguais a 10. 

No Padrões Normais No Res. 
 Est. 

X  Y  Z  
No Var. 

Modelo Base Modelo Base 
com (17) 

Modelo Base 
com (17) e (18) 

min. 3,00 3,00 3,00 73,00 29,00 69,00 96,00 
med. 6,10 6,10 6,10 353,20 266,80 532,60 797,40 A1 
max. 9,00 9,00 9,00 1345,00 731,00 1843,00 2572,00 
min. 5,00 6,00 6,00 294,00 246,00 492,00 732,00 
med. 7,50 8,10 7,60 571,80 472,40 925,60 1392,00 A5 
max. 9,00 9,00 9,00 1237,00 654,00 1710,00 2358,00 
min. 5,00 8,00 8,00 1327,00 416,00 1643,00 2149,00 
med. 8,50 8,90 8,80 1955,40 676,10 2288,70 2953,80 A10 
max. 9,00 9,00 9,00 2398,00 740,00 2760,00 3489,00 
min. 9,00 9,00 9,00 3949,00 750,00 3978,00 4707,00 
med. 9,00 9,00 9,00 4469,90 750,00 4476,80 5205,80 A20 
max. 9,00 9,00 9,00 5423,00 750,00 5354,00 6083,00 
min. 9,00 9,00 9,00 2353,00 731,00 2761,00 3490,00 
med. 9.80 9.80 9.80 3481,00 947,80 4009,20 4955,00 B1 
max. 10,00 10,00 10,00 5401,00 1002,00 5842,00 6842,00 
min. 5,00 10,00 9,00 1251,00 456,00 1529,00 1979,00 
med. 9,00 10,00 9,80 2610,70 891,00 3186,80 4071,80 B5 
max. 10,00 10,00 10,00 3412,00 1006,00 4045,00 5045,00 
min. 9,00 10,00 10,00 4889,00 911,00 5206,00 6106,00 
med. 9,80 10,00 10,00 5881,00 991,00 6181,80 7161,80 B10 
max. 10,00 10,00 10,00 6628,00 1011,00 6867,00 7867,00 
min. 10,00 10,00 10,00 11448,00 1021,00 11097,00 12097,00 
med. 10,00 10,00 10,00 12208,80 1021,00 11797,70 12797,70 B20 
max. 10,00 10,00 10,00 12906,00 1021,00 12420,00 13420,00 
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Como pode ser observado na Tabela 3, o número de variáveis e restrições cresce 
significativamente à medida que m  cresce (compare, por exemplo, A5 e A20), e à medida que 
o tamanho das caixas diminui (compare, por exemplo, A5 e B5). Note que mesmo para 
problemas com L W H= =  pequenos (isto é, iguais a 10), os modelos podem envolver 
ordem de milhares de variáveis e restrições. 

Nos experimentos a seguir, o tempo computacional para resolver cada modelo foi 
arbitrariamente limitado em 1 hora (3600 segundos) e os gaps de otimalidade foram 
calculados como: 

( )
( )

 
melhor limitante obtido - melhor valor obtido

100%
melhor limitante obtido

gap =  

Assim, quatro situações são possíveis de ocorrer quanto à qualidade da solução obtida pelo 
aplicativo GAMS/CPLEX: (i) solução ótima, com gap igual a zero; (ii) solução factível 
(inteira), com gap maior que zero e com o limite de tempo excedido pelo CPLEX; (iii) sem 
solução factível, sem gap e com o limite de tempo excedido pelo CPLEX; (iv) insuficiência 
de memória do computador para compilar o modelo pelo GAMS, sem gap e sem informação 
relevante sobre o tempo. Estas duas últimas situações estão representadas nas tabelas pelo 
símbolo “―”. 

As tabelas a seguir apresentam os valores mínimo, médio e máximo para: o gap de 
otimalidade (em %) obtido, o tempo computacional (em segundos) utilizado, e a fração do 
volume (em %) ocupado pelas caixas carregadas no contêiner. Destacamos aqui que estes 
valores mínimo, médio e máximo, foram calculados apenas para os exemplos que foram 
resolvidos na otimalidade, ou para aqueles em que se encontrou uma solução inteira 
subótima. Note que a primeira coluna das tabelas refere-se à dimensão do contêiner 
( L W H= = ). 

 

4.1 Resultados com Exemplos dos Grupos Am 

Os resultados obtidos com os 200 exemplos dos grupos A1, A5, A10 e A20 para os três 
modelos estão apresentados nas Tabelas 4 a 7. Convém notar que, como era esperado, em 
função da maneira como foram gerados os exemplos em Am, a fração do volume ocupado em 
média aumenta à medida que m  cresce (compare, por exemplo, os resultados das Tabelas 5 e 
7 com 5 e 20m = , respectivamente). Por outro lado, para cada grupo Am, a fração do volume 
ocupado em média decresce à medida que as dimensões L W H= =  dos contêineres 
aumentam, como também era esperado. Note também que as soluções (ótimas) dos modelos 
com estabilidade e empilhamento podem ser diferentes das soluções (ótimas) do modelo 
base, o que implica que estas últimas não satisfazem as restrições de estabilidade e de 
empilhamento. 
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Tabela 4 – Resultados obtidos com o grupo A1. 

Modelo Base Modelo Base com (17) Modelo Base com (17) e (18) 
 Est. No 

Ex. 
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No 
Ex.

gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

min. 0,000 0,08 64,00 0,000 0,08 54,00 0,000 0,09 54,00 
med. 0,000 312,90 79,42 0,770 361,31 77,98 0,000 1,16 75,58 10 
max. 

10 
0,000 3126,42 96,00 

10
7,700 3600,17 96,00

10
0,000 7,67 96,00 

min. 0,000 0,06 39,20 0,000 0,06 39,20 0,000 0,13 39,20 
med. 0,000 0,20 67,35 0,000 4,09 67,35 0,000 3,74 65,30 20 
max. 

10 
0,000 0,91 90,00 

10
0,000 38,73 90,00

10
0,000 31,45 90,00 

min. 0,000 0,05 37,33 0,000 0,03 37,33 0,000 0,11 37,33 
med. 0,000 0,08 59,43 0,000 0,12 56,96 0,000 0,19 56,96 30 
max. 

10 
0,000 0,13 80,00 

10
0,000 0,23 80,00

10
0,000 0,36 80,00 

min. 0,000 0,06 33,18 0,000 0,06 33,18 0,000 0,13 33,18 
med. 0,000 3,03 59,74 0,000 64,66 58,47 0,000 182,74 56,84 50 
max. 

10 
0,000 28,91 87,09 

10
0,000 643,39 87,09

10
0,000 1749,84 70,76 

min. 0,000 0,06 20,33 0,000 0,06 20,33 0,000 0,03 20,33 
med. 0,000 0,86 54,11 0,000 149,27 53,03 0,000 0,78 53,03 100 
max. 

10 
0,000 7,59 97,20 

10
0,000 1436,66 86,40

10
0,000 6,44 86,40 

 

Tabela 5 – Resultados obtidos com o grupo A5. 

Modelo Base Modelo Base com (17) Modelo Base com (17) e (18) 
 Est. No 

Ex. 
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

min. 0,000 0,13 77,20 0,000 0,25 76,00 0,000 0,30 47,40 
med. 0,000 2,73 91,34 0,000 38,07 89,87 0,440 418,24 71,44 10 
max. 

10 
0,000 13,42 100,00

10
0,000 236,91 100,00

10
4,400 3600,19 93,60 

min. 0,000 0,16 60,69 0,000 0,17 55,53 0,000 0,08 52,85 
med. 0,000 4,59 78,54 0,000 50,71 75,50 0,000 78,31 66,73 20 
max. 

10 
0,000 40,53 91,10 

10
0,000 407,53 87,80

10
0,000 763,80 81,40 

min. 0,000 0,13 42,93 0,000 0,11 42,93 0,000 0,03 42,93 
med. 0,000 0,22 60,90 0,000 0,25 60,87 0,000 0,28 59,62 30 
max. 

10 
0,000 0,36 76,18 

10
0,000 0,69 76,18

10
0,000 0,80 70,84 

min. 0,000 0,06 51,48 0,000 0,06 51,48 0,000 0,08 50,01 
med. 0,000 1,36 70,08 0,000 164,20 67,49 0,000 14,04 64,37 50 
max. 

10 
0,000 5,69 84,85 

10
0,000 1601,25 82,60

10
0,000 114,64 75,79 

min. 0,000 0,09 48,70 0,000 0,08 46,52 0,000 0,09 43,77 
med. 0,000 0,54 68,24 0,000 0,83 64,04 0,000 1,69 59,63 100 
max. 

10 
0,000 1,61 85,04 

10
0,000 2,25 85,04

10
0,000 6,45 85,04 
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Tabela 6 – Resultados obtidos com o grupo A10. 

Modelo Base Modelo Base com (17) Modelo Base com (17) e (18)
 Est. No 

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

min. 0,000 0,34 98,40 0,000 1,25 96,80 0,000 5,52 83,20
med. 0,000 191,33 99,54 0,190 879,51 99,38 4,180 1600,76 94,0210 
max. 

10
0,000 1505,83 100,00

10
1,300 3600,23 100,00

10
16,600 3600,63 100,00

min. 0,000 1,34 76,45 0,000 4,14 70,76 0,000 3,27 64,62
med. 0,890 857,87 89,95 2,970 1607,21 85,82 4,850 1687,84 78,3820 
max. 

10
5,100 3600,75 94,30

10
16,500 3600,80 94,30

10
18,200 3601,63 94,30

min. 0,000 2,08 70,06 0,000 3,00 63,83 0,000 11,50 58,67
med. 0,470 605,15 83,05 1,840 1036,90 78,88 2,050 855,64 76,5730 
max. 

10
4,700 3601,03 93,56

10
14,800 3603,77 93,56

10
13,900 3603,02 86,59

min. 0,000 20,42 77,36 0,000 43,41 68,14 0,000 18,28 60,45
med. 2,800 2236,48 82,02 5,767 2821,08 77,05 4,786 2138,93 68,2550 
max. 

9 
10,800 3607,25 85,85

9 
14,200 3606,31 84,82

7 
14,900 3605,75 73,89

min. 0,000 150,17 65,70 0,000 59,02 59,21 0,000 79,63 58,87
med. 0,925 1139,19 78,12 4,222 2142,94 78,69 2,857 2121,36 70,93100 
max. 

4 
3,700 3604,69 88,37

9 
16,700 3608,30 93,09

7 
13,400 3646,27 81,27

 
Tabela 7 – Resultados obtidos com o grupo A20. 

Modelo Base Modelo Base com (17) Modelo Base com (17) e (18)
 Est. No 

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

min. 0,000 6,41 99,60 0,000 57,45 99,60 0,000 82,14 93,40
med. 0,000 10,40 99,96 0,000 303,92 99,96 1,070 2149,72 98,9210 
max. 

10
0,000 15,02 100,00

10
0,000 2355,89 100,00

10
6,600 3601,16 100,00

min. 0,000 972,91 90,71 0,000 2830,84 80,77 0,800 3601,66 80,50
med. 2,080 2896,56 95,03 5,960 3524,60 91,57 10,240 3603,34 86,4420 
max. 

10
4,200 3603,55 97,69

10
15,800 3602,67 97,20

10
17,200 3605,22 93,75

min. 0,000 518,92 86,42 1,300 3602,16 80,01 0,000 1276,27 80,59
med. 1,829 2215,66 91,85 6,729 3604,20 87,66 1,375 2280,82 87,1930 
max. 

7 
5,500 3605,64 97,21

7 
11,000 3606,03 92,89

4 
5,500 3610,33 92,92

min. ― ― ― ― ― ― ― ― ― 
med. ― ― ― ― ― ― ― ― ― 50 
max. 

0 
― ― ― 

0 
― ― ― 

0 
― ― ― 

min. ― ― ― ― ― ― ― ― ― 
med. ― ― ― ― ― ― ― ― ― 100 
max. 

0 
― ― ― 

0 
― ― ― 

0 
― ― ― 

 
Para avaliar a qualidade do limitante de relaxação linear dos modelos, tomamos os 50 
exemplos do grupo A5 (Tabela 5) e os resolvemos com o modelo base com (17). Os gaps de 
relaxação linear foram calculados similarmente ao gap de otimalidade, substituindo na 
expressão anterior o “melhor limitante obtido” pelo “melhor limitante de relaxação linear 
obtido”. O gap médio de relaxação linear obtido destes 50 exemplos foi de 6,706% (mínimo 
de 0,000% e máximo de 27,216%), o que mostra que o limitante pode ser relativamente 
apertado, dependendo da classe de exemplos. 
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A Tabela 8 apresenta um resumo dos exemplos testados para os grupos Am. Para cada um 
dos modelos, são apresentados, respectivamente, o número de exemplos testados, o número 
de exemplos em que pelo menos uma solução inteira foi obtida, e o número de exemplos que 
foram resolvidos na otimalidade. Como pode ser observado nesta tabela, para o modelo sem 
estabilidade vertical, em 85,00% dos exemplos (170 de 200) uma solução inteira foi obtida, e 
em 89,41% deles (152 de 170), uma solução ótima foi encontrada. Para os modelos com 
estabilidade vertical e com estabilidade vertical e empilhamento, estes números resultaram 
em 87,50% e 80,00%, e em 75,00% e 86,67%, respectivamente. Convém ressaltar que o 
GAMS/CPLEX começa a ter dificuldades para resolver os modelos nos grupos A10 e A20, em 
função das necessidades de tempo e memória computacionais (condições (iii) e (iv) 
mencionadas antes). 
 

Tabela 8 – Resumo dos exemplos testados com os grupos Am. 

Modelo Base Modelo Base 
com (17) 

Modelo Base 
com (17) e (18)  

No 
Exp. 

No Sol. 
Inteira 

No Sol. 
Ótima 

No 
Exp.

No Sol. 
Inteira 

No Sol. 
Ótima 

No 
Exp.

No Sol. 
Inteira 

No Sol. 
Ótima 

A1 50 50 50 50 50 49 50 50 50 
A5 50 50 50 50 50 50 50 50 49 
A10 50 43 35 50 48 30 50 44 29 
A20 50 27 17 50 27 11 50 24 9 

Total 200 170 152 200 175 140 200 168 137 
 

4.2 Resultados com Exemplos dos Grupos Bm 

Os resultados obtidos com os 120 exemplos dos grupos B1, B5, B10 e B20 para os três modelos 
estão apresentados nas Tabelas 9 a 12. Várias das observações feitas anteriormente para os 
resultados das Tabelas 4 a 7 também são válidas para os resultados das Tabelas 9 a 12. 
Similarmente à Tabela 8, a Tabela 13 apresenta um resumo dos exemplos testados para os 
grupos Bm. Convém ressaltar que o GAMS/CPLEX tem dificuldades para resolver os 
modelos dos grupos B10 e B20, mesmo para dimensões L W H= =  relativamente pequenas, 
iguais a 20 ou 30. 
 

Tabela 9 – Resultados obtidos com o grupo B1. 

Modelo Base Modelo Base com (17) Modelo Base com (17) e (18) 
 Est. No 

Ex. 
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No 
Ex.

gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

min. 0,000 0,28 96,00 0,000 1,23 89,60 0,000 2,75 66,00 
med. 0,000 8,46 98,32 2,300 2327,54 96,22 3,170 1552,10 83,82 10 
max. 

10 
0,000 26,80 100,00 

10
6,700 3600,77 100,00

10
17,500 3601,08 99,60 

min. 0,000 0,05 39,20 0,000 0,08 39,20 0,000 0,08 22,95 
med. 2,075 903,25 81,90 0,400 641,62 78,35 0,000 474,78 64,72 20 
max. 

8 
9,800 3603,67 100,00 

6 
2,400 3600,25 100,00

7 
0,000 2318,91 96,00 

min. 0,000 0,09 57,60 0,000 0,30 51,23 0,000 0,30 48,53 
med. 1,756 430,00 88,03 10,825 1805,27 79,22 15,575 2263,95 65,21 30 
max. 

9 
15,800 3605,02 100,00 

8 
40,600 3603,70 100,00

8 
43,800 3613,27 99,20 
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Tabela 10 – Resultados obtidos com o grupo B5. 

Modelo Base Modelo Base com (17) Modelo Base com (17) e (18)
 Est. No 

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

min. 0,000 0,83 95,20 0,000 6,34 95,20 0,000 215,69 50,00
med. 0,060 421,44 98,60 0,120 899,23 98,54 5,789 1410,81 73,1810 
max. 

10
0,600 3600,14 100,00

10
0,600 3600,47 100,00

9 
43,700 3600,41 98,00

min. 0,000 80,17 77,60 0,100 3600,45 81,70 9,800 3601,03 46,58
med. 0,500 2377,57 94,19 5,600 3600,76 91,52 13,075 3601,75 61,8420 
max. 

7 
2,100 3602,38 99,40

4 
16,400 3601,27 99,20

4 
14,800 3602,64 74,02

min. 1,600 3600,84 81,06 4,000 3601,13 75,50 3,200 3601,89 71,08
med. 3,680 3602,38 88,27 9,500 3601,87 83,44 8,300 3602,89 77,7630 
max. 

5 
10,600 3604,77 96,98

3 
17,600 3603,34 94,53

3 
11,300 3604,75 87,11

 

Tabela 11 – Resultados obtidos com o grupo B10. 

Modelo Base Modelo Base com (17) Modelo Base com (17) e (18)
 Est. No 

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

min. 0,000 17,72 100,00 0,000 23,88 96,90 0,000 2033,19 55,80
med. 0,000 36,79 100,00 0,310 796,67 99,69 11,863 3371,16 78,2010 
max. 

10
0,000 74,89 100,00

10
3,100 3602,78 100,00

8 
28,600 3601,53 100,00

min. ― ― ― ― ― ― ― ― ― 
med. ― ― ― ― ― ― ― ― ― 20 
max. 

0 
― ― ― 

0 
― ― ― 

0 
― ― ― 

min. ― ― ― ― ― ― ― ― ― 
med. ― ― ― ― ― ― ― ― ― 30 
max. 

0 
― ― ― 

0 
― ― ― 

0 
― ― ― 

 

Tabela 12 – Resultados obtidos com o grupo B20. 

Modelo Base Modelo Base com (17) Modelo Base com (17) e (18)
 Est. No 

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

No

Ex.
gap 
(%) 

Tempo 
(s) 

Vol. 
(%) 

min. 0,000 15,02 100,00 0,000 323,98 100,00 18,400 3626,08 81,60
med. 0,000 30,88 100,00 0,000 1434,62 100,00 18,400 3626,08 81,6010 
max. 

10
0,000 43,22 100,00

7 
0,000 3062,63 100,00

1 
18,400 3626,08 81,60

min. ― ― ― ― ― ― ― ― ― 
med. ― ― ― ― ― ― ― ― ― 20 
max. 

0 
― ― ― 

0 
― ― ― 

0 
― ― ― 

min. ― ― ― ― ― ― ― ― ― 
med. ― ― ― ― ― ― ― ― ― 30 
max. 

0 
― ― ― 

0 
― ― ― 

0 
― ― ― 
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Tabela 13 – Resumo dos exemplos testados com os grupos Bm. 

Modelo Base Modelo Base 
com (17) 

Modelo Base 
com (17) e (18)  

No 
Exp. 

No Sol. 
Inteira 

No Sol. 
Ótima 

No 
Exp.

No Sol. 
Inteira 

No Sol. 
Ótima 

No 
Exp.

No Sol. 
Inteira 

No Sol. 
Ótima 

B1 30 27 24 30 24 13 30 25 16 
B5 30 22 12 30 17 8 30 16 6 
B10 30 10 10 30 10 9 30 8 2 
B20 30 10 10 30 7 7 30 1 0 

Total 120 69 56 120 58 37 120 50 24 
 

A Figura 6 ilustra os padrões de empacotamento obtidos para um dos exemplos testados, 
respectivamente para o modelo base, para o modelo base com (17), e para o modelo base 
com (17) e (18). O modelo base empacota 65 caixas em 95,20% do volume do contêiner. 
Note que o carregamento possui caixas apenas parcialmente apoiadas ou “flutuando” dentro 
do contêiner, isto é, ele não é 100% estável. O modelo base com (17), por sua vez, empacota 
68 caixas nos mesmos 95,20% do volume do contêiner. Note, porém, que os espaços vazios 
foram “jogados para cima” das caixas, e o carregamento é, portanto, 100% estável. Já o 
modelo base com (17) e (18), devido a limitações da pressão máxima admissível, empacota 
apenas 35 caixas em 50,00% do volume do contêiner. 

 

                     
Figura 6 – Padrões de empacotamento obtidos com os três modelos para um exemplo. 

 
Os resultados computacionais desta seção mostram as limitações do aplicativo 
GAMS/CPLEX (com parâmetros default) para resolver os modelos com exemplos gerados a 
partir de dados aleatórios, de tamanhos bem moderados. Isso indica que esta abordagem terá 
dificuldades para tratar problemas realistas de carregamento de contêineres, envolvendo um 
grande número de possíveis posições para arranjar as caixas dentro do contêiner (como os 
problemas em George & Robinson, 1980; Bischoff & Ratcliff, 1995; Cecílio & Morabito, 
2004). Por exemplo, testes preliminares foram realizados com o problema real em George & 
Robinson (1980) e os modelos não compilaram no GAMS por falta de memória 
computacional. No entanto, convém observar que os exemplos resolvidos nesta seção, 
envolvendo modelos com milhares de variáveis e restrições, estão longe de serem 
considerados de fácil resolução. 
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5. Conclusões 

Neste trabalho apresentamos modelos de programação linear inteira 0-1 para representar 
problemas de carregamento de caixas retangulares dentro de objetos (contêineres, 
caminhões, vagões ferroviários ou paletes), que consideram restrições práticas de 
estabilidade e de empilhamento do carregamento. Os modelos ainda podem ser estendidos 
para considerar outras restrições práticas, como algumas das discutidas na Tabela 1. Testes 
computacionais foram realizados com os modelos utilizando o aplicativo GAMS/CPLEX e 
centenas de exemplos gerados a partir de dados aleatórios. Os resultados mostraram que os 
modelos são coerentes e representam adequadamente as situações tratadas, embora esta 
abordagem (na sua versão atual) esteja limitada a resolver otimamente apenas problemas de 
tamanho bem moderado, isto é, em que o número de possíveis posições para se arranjar as 
caixas dentro do contêiner é relativamente pequeno. 

Acreditamos que os modelos apresentados possam ser úteis para motivar pesquisas futuras 
explorando métodos de decomposição, métodos de relaxação, métodos heurísticos, entre 
outros, para resolver problemas mais realistas de carregamento de contêineres. Outras 
perspectivas interessantes para pesquisa futura são: (i) estender os modelos para considerar 
outras restrições práticas além de estabilidade e de empilhamento do carregamento, (ii) testar 
em planejamento de experimentos quais as combinações de valores dos parâmetros CPLEX 
mais adequadas para resolver os problemas (por simplicidade, neste trabalho todos os 
parâmetros CPLEX foram utilizados nos seus valores default), (iii) explorar nos modelos o 
uso de restrições para redução de simetria nos padrões de empacotamento, e investigar se os 
conjuntos normais descritos em (4), (5) e (6) e utilizados nos modelos, podem ser 
substituídos, sem perda de generalidade, por conjuntos de menor cardinalidade, como os 
conjuntos de raster points (Scheithauer et al., 1996; Birgin et al., 2010), para reduzir o 
tamanho dos modelos. 
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