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ABSTRACT. Oceanic eddies are effective carriers of momentum, mass, heat, of chemical and biological characteristics associated generally with their place of origin.

These features exercise influence on global circulation, in the distribution of large-scale water masses and in the biology of the oceans. This influence does not only

involve the transfer of energy and properties associated with the place of origin of the eddy but also their strong performance in mixing processes. The motion of eddies

across the oceans are primarily driven by three factors: the self-propulsion which is intrinsic to the feature and moves it towards the west; the advection by others

currents and the influence of eddies nearby. This work focuses on the first point, where the self-propulsion of isolated eddies is widely reviewed and discussed. The

expression that allows the approximate calculation of the translation speed of isolated vortices is deduced. The basic equations (shallow water, the Bernoulli function and

integrated meridional momentum) required for this development are presented and discussed as well as the meridional forces that act on these features in motion, where

the mathematical formalism associated with each of them is also reviewed. This review shows that all isolated vortices are self-propelled towards the west, regardless of

the hemisphere considered. It also shows that three meridional forces act on the eddies in motion: (1) the β force, due to the difference of the Coriolis parameter between

the northern and southern hemispheres of the eddy, (2) the Coriolis force and the (3) ambient force, due to the action of the external fluid on the isolated eddy. Several

analyses can be made with respect to these forces and this review also presents, as an example, a comparison of the β forces acting in anticyclonic and cyclonic eddies,

with the same characteristics, moving in the southern hemisphere. It is concluded that the β force in the former is greater than the force in the latter. This study also

comments aspects related with the balance of forces on particles rotating inside the eddy, where the gradient, geostrophic, quasi-geostrophic and cyclostrophic balances

are discussed.

Keywords: isolated oceanic eddies, drift of oceanic eddies, self-propulsion, beta (β) force, ambient force.

RESUMO. Vórtices oceânicos são efetivos transportadores de momentum, massa, calor, de caracterı́sticas quı́micas e biológicas associadas, em geral, com o seu

local de origem. Estas feições exercem influência na circulação global, na distribuição de larga escala de massas d’água e na biologia dos oceanos. Esta influência

não envolve somente transferência de energia e de propriedades associadas com o local de origem do vórtice, mas também a sua acentuada atuação em processos de

mistura. O movimento dos vórtices pelos oceanos é influenciado basicamente por três fatores: a autopropulsão intŕınseca à feição, que a impulsiona no sentido oeste; a

advecção por correntes externas e a influência de vórtices próximos. Para um melhor entendimento da importância dos vórtices nas largas escalas o seu comportamento

isolado deve ser estudado. Este trabalho se concentra no primeiro aspecto, onde a autopropulsão de vórtices isolados é amplamente revisada e discutida. A expressão

que permite o cálculo aproximado da velocidade de translação de vórtices isolados é deduzida. As equações básicas (águas rasas, função de Bernoulli e integrada do

momentum meridional) necessárias para este desenvolvimento são apresentadas e discutidas, assim como as forças meridionais que atuam sobre estas feições em

movimento, onde o formalismo matemático associado a cada uma delas é também revisado. Esta revisão mostra que todos os vórtices isolados são autopropulsio-

nados no sentido oeste, independentemente do hemisfério considerado. Mostra ainda que três forças meridionais atuam sobre os vórtices em movimento: (1) a força

β , devida à diferença do parâmetro de Coriolis entre os hemisférios norte e sul do vórtice, (2) a força de Coriolis e a (3) força ambiente, devida à ação do ambiente

externo sobre o vórtice. Diversas análises podem ser feitas com respeito a estas forças e esta revisão também apresenta, como exemplo, uma comparação da força

β que atua na situação de vórtices anticiclônicos e ciclônicos, de mesmas caracteŕısticas, em trânsito no hemisfério Sul. Conclui-se que a força β do primeiro é

superior a do segundo. O presente estudo aborda ainda aspectos relacionados com o balanço de forças sobre as partı́culas em rotação dentro de um vórtice, onde

os balanços gradiente, geostrófico, quase-geostrófico e ciclostrófico são discutidos.
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1 INTRODUÇÃO

Vórtices isolados são feições oceânicas caracterizadas por li-
nhas de corrente fechadas e que possuem fluxos estruturados
associados com uma massa isolada de água com caracteŕısticas
anômalas (mais especificamente quanto à temperatura e salini-
dade) daquelas que circundam a feição (Flierl, 1979). Enquanto
as ondas são efetivas transportadoras de energia, os vórtices
transportam energia e massa através dos oceanos (e.g., Olson,
1991). Com maior rigor, os vórtices transportam momentum,
calor, massa e caracteŕısticas quı́micas e biológicas das águas
de seu ponto de origem, contribuindo na circulação global, na
distribuição de larga escala de massas d’água e na biologia dos
oceanos (e.g., Robinson, 1983). A influência dos vórtices na
circulação oceânica de larga escala envolve, não somente, a
transferência de energia e de propriedades associadas com o
seu local de origem, mas também o seu impacto em proces-
sos de mistura (e.g., Olson, 1991). No plano-β (onde o parâ-
metro de Coriolis varia de acordo com a latitude, tomada com
relação a uma latitude de referência, em geral situada no centro
do plano), um vórtice isolado é “autopropulsionado” no sentido
oeste (e.g., Nof, 1981b; Killworth, 1983; Cushman-Roisin et al.,
1990). Esta autopropulsão é intŕınseca ao vórtice e seu meca-
nismo será detalhado ao longo deste estudo. O trabalho de Byrne
et al. (1995) estuda vórtices provenientes da região de retro-
flexão da Corrente das Agulhas. A Figura 1, retirada de Byrne
(2000), mostra a trajetória de alguns vórtices isolados, prove-
nientes desta região, a partir de dados Geosat. O movimento des-
tas feições no sentido oeste é evidenciado na figura. Cabe des-
tacar que estes vórtices estão sujeitos à ação advectiva de cor-
rentes e de outros vórtices.

Enquanto o vórtice translada no sentido oeste toda a sua
anomalia de massa é carregada junto com ele (Nof, 1981b). Caso
os efeitos advectivos externos citados acima não sejam consi-
derados, o movimento do vórtice será sempre no sentido oeste
apresentando um desvio com relação à linha do Equador que é
função das não-linearidades da feição (e.g., Firing & Beardsley,
1976). A inclinação do fundo também pode induzir movimento
nos vórtices. Neste caso ela atua analogamente ao efeito β so-
bre a feição, a qual poderá então se mover mesmo estando no
plano- f (neste cenário o parâmetro de Coriolis é mantido cons-
tante ao longo do plano, em geral com valor associado à latitude
central do referido plano), tal qual uma onda topográfica (e.g.,
Nof, 1983; Shi & Nof, 1994). O movimento de vórtices para
oeste pode ser acompanhado com a utilização de satélites (e.g.,
Souza, 2005), os quais detectam os vórtices por anomalias no

nı́vel do mar (e.g., Hwang et al., 2004; Lentini et al., 2006; Chel-
ton et al., 2007) ou pela diferença de temperatura entre a água
interna do vórtice e aquela que o circunvizinha (e.g., Souza et
al., 2006). O estudo de Smith & O’Brien (1983) recomenda que
para um melhor entendimento da importância dos vórtices nas
largas escalas o seu comportamento isolado deve ser estudado.
O objetivo deste trabalho é apresentar uma revisão sobre a auto-
propulsão para oeste de vórtices isolados, os quais serão repre-
sentados por uma região de circulação ciclônica ou anticiclônica,
delimitada por uma linha de corrente livre, que isola a feição do
oceano externo. As forças meridionais que atuam sobre estes
vórtices, enquanto em movimento, também serão apresentadas.
A revisão é enriquecida com diversas figuras e esquemas que
facilitam o entendimento do leitor sobre o tema. Após esta in-
trodução, a seção 2 apresenta uma revisão teórica das princi-
pais equações que são necessárias para que uma expressão que
forneça a velocidade de autopropulsão de vórtices isolados pos-
sa ser obtida. São destacadas: (1) as equações de águas rasas,
(2) a função de Bernoulli e (3) a equação integrada do momen-
tum meridional, onde se destaca que todas elas estão escritas em
um sistema móvel de coordenadas instalado no centro do vórtice
isolado. A seção 3 apresenta as três forças que atuam meridional-
mente sobre o vórtice isolado em movimento, ou seja, (1) a força
β , (2) a força de Coriolis e (3) uma força ambiente, decorrente
da ação do fluido externo ao vórtice sobre ele próprio. A seção
4 enfoca a deriva para oeste dos vórtices isolados onde uma ex-
pressão que permite o cálculo da velocidade de autopropulsão é
apresentada. A seção 5 discorre sobre o balanço meridional das
forças que atuam sobre o vórtice isolado em movimento. Os mo-
vimentos de vórtices ciclônicos e anticiclônicos no hemisfério Sul
são analisados nas seções 4 e 5. Finalmente a seção 6 apresenta
uma discussão sobre o tema da autopropulsão de vórtices e forças
meridionais envolvidas no movimento das feições no sentido
oeste. Os trabalhos de Nof (1981a) e Nof (1983) são referências
básicas para esta revisão.

2 REVISÃO TEÓRICA

Esta seção se dedica à revisão das equações básicas necessárias
para o desenvolvimento de uma expressão que permita o cálculo
da velocidade de autopropulsão para oeste de vórtices isolados.
Será suposto que: (a) o oceano pode ser descrito por uma ca-
mada rasa superior e uma camada inferior infinitamente profunda
considerada sem movimento, (b) que o movimento do vórtice iso-
lado é inv́ıscido, estacionário e não-difusivo e (c) que a feição
se desloca sem significativas trocas na forma de sua estrutura
(Nof, 1983).
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Figura 1 – Trajetórias de vórtices individuais a partir de dados Geosat, conforme estudos de Byrne et al. (1995) e Byrne (2000). A batimetria está contornada com
intervalos de 1000 metros. As trajetórias estão suavizadas a partir da estimativa do centro de cada feição. O espaçamento temporal entre duas posições sucessivas dos
vórtices, nas trajetórias estudadas, é de 34 dias. A figura foi retirada de Byrne (2000).

2.1 As equações de águas rasas

Nesta subseção serão deduzidas as equações de águas rasas que
descrevem o movimento de um vórtice isolado. Inicialmente será
suposto que o vórtice translada na direção leste (sentido positivo
do eixo x ) com velocidade c. Um sistema móvel de coordenadas
está instalado no centro da feição. O vórtice isolado será des-
crito mediante a utilização de um modelo inv́ıscido de duas ca-
madas homogêneas, conforme mostra a Figura 2 (para o caso de
um vórtice anticiclônico, i.e., com centro de alta pressão), onde
a profundidade HI da camada inferior é infinitamente maior que
a profundidade HS da parte não perturbada da camada superior.
Esta última camada possui densidade ρ0 e consiste do vórtice
propriamente dito e da região sobre a termoclina T C (interface
entre as camadas) onde esta é plana. A camada abissal, a qual
é suposta estagnada, tem densidade ρ0 + 1ρ, onde 1ρ é a
diferença de densidade entre as duas camadas (1ρ � ρ0). O
vórtice isolado se move sobre esta camada sem induzir movimen-
tos no fluido que a compõe. No esquema esquerdo da Figura 2
um sistema fixo de coordenadas é mostrado. As variáveis inde-
pendentes deste sistema são (X, Y, Z , T ), que correspondem
às coordenadas zonal, meridional e vertical e o tempo, respecti-

vamente. A Figura 2 mostra ainda o deslocamento da superf́ıcie
livre do mar η(X, Y, T ) devido à presença do vórtice, o desloca-
mento da termoclina ξ(X, Y, T ) na parte inferior desta feição e a
profundidade h(X, Y, T ) do vórtice, referenciadas com relação
a um sistema de coordenadas fixo na Terra. A variável η é consi-
derada positiva no sentido positivo do eixo Z enquanto a variável
ξ é considerada positiva em sentido contrário. A geometria do
vórtice permite escrever

h = η + HS + ξ.

As equações inv́ıscidas de águas rasas para um fluido ho-
mogêneo e sujeito ao equiĺıbrio hidrostático, escritas em um sis-
tema de coordenadas fixo na Terra que é composto pelas variáveis
independentes (X, Y, Z , T ), têm como origem as equações ori-
ginais do momentum, da continuidade e hidrostática, as quais são
apresentadas abaixo (e.g., Gill, 1982; Pedlosky, 1987; Cushman-
Roisin, 1994):

∂U

∂T
+ U

∂U

∂X
+ V

∂U

∂Y
− ( f0 + βY )V

= −
1

ρ0

∂PD

∂X
,

(1)
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Figura 2 – Um vórtice anticiclônico se move para leste, com velocidade c, sobre uma camada abissal de um modelo de
duas camadas. O esquema da esquerda mostra a estrutura vertical do modelo e suas principais variáveis assim como um
sistema de coordenadas XY Z fixo na Terra. O esquema da direita mostra uma vista de topo do vórtice onde um sistema
móvel de coordenadas xyz está fixado no centro da feição. Não há proporção alguma entre as variáveis mostradas na figura.

∂V

∂T
+ U

∂V

∂X
+ V

∂V

∂Y
+ ( f0 + βY )U

= −
1

ρ0

∂PD

∂Y
,

(2)

∂U

∂X
+
∂V

∂Y
+
∂W

∂Z
= 0 , (3)

PD = ρ0gη . (4)

Nas Equações (1), (2) e (3) as variáveis (U, V ) são as com-
ponentes da velocidade horizontal nas direções zonal e meridi-
onal, respectivamente, as quais são independentes da profundi-
dade, isto é, ∂U/∂Z = ∂V/∂Z = 0, o que acarreta U =
U (X, Y, T ) e V = V (X, Y, T ). A variável W é a velocidade
vertical; PD é a pressão dinâmica, onde PD = PD(X, Y, T );
ρ0 é uma densidade de referência; f0 é o parâmetro de Coriolis
na latitude central Y0 do plano-β ; g é a aceleração da gravidade
e β é o fator de correção do parâmetro de Coriolis em função da
latitude. A pressão total PR em um ponto qualquer R (ver Fig.
2) contido no interior do vórtice isolado, de coordenada vertical
Z R , é dada por

PR = Patm + PD − ρ0gZ R . (5)

Na Equação (5), Patm é a pressão atmosférica, a qual é suposta
constante em qualquer ponto da superf́ıcie do mar. O terceiro
termo do lado direito da Equação (5) é dependente da profundi-
dade Z R do ponto R, enquanto o segundo termo é uma função de

(X, Y, T ). A utilização de (4) em (1) transforma esta expressão
em
∂U

∂T
+ U

∂U

∂X
+ V

∂U

∂Y
− ( f0 + βY )V = −g

∂η

∂X
. (6)

O fato da camada inferior ter sido assumida como estagnada
implica na inexistência de gradientes de pressão nesta camada,
o que faz com que as pressões nos pontos M e N (que estão
numa mesma horizontal, ver Fig. 2) sejam iguais, desde que, por
hipótese, o fluido está em equiĺıbrio hidrostático. As pressões
nestes dois pontos são

PM = ρ0gHS + (ρ0 +1ρ)gξ e

PN = ρ0gh = ρ0g(η + HS + ξ) .
(7)

Fazendo-se PM = PN com a utilização das expressões (7)
conclui-se que

η =
1ρ

ρ0
ξ . (8)

A Equação (8) mostra uma relação muito importante em um mo-
delo de duas camadas, em que a camada inferior é suposta abissal
e estagnada, a qual determina que o deslocamento da superf́ıcie
do mar η é muito inferior que o respectivo deslocamento da in-
terface ξ , o que faz com que a profundidade h do vórtice isolado
possa ser expressa por

h = η + HS + ξ ≈ HS + ξ . (9)

Utilizando-se a Equação (8) na expressão (6), esta transforma-se
em
∂U

∂T
+U

∂U

∂X
+V

∂U

∂Y
−( f0+βY )V = −g

1ρ

ρ0

∂ξ

∂X
. (10)
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Introduzindo-se a gravidade reduzida g′ = (1ρ/ρ0)g a Equa-
ção (10) resulta

∂U

∂T
+ U

∂U

∂X
+ V

∂U

∂Y
− ( f0 + βY )V = −g′ ∂ξ

∂X
. (11)

A Equação (9) permite escrever ∂h/∂x = ∂ξ/∂x , o que modi-
fica a expressão (11) para

∂U

∂T
+ U

∂U

∂X
+ V

∂U

∂Y
− ( f0 + βY )V = −g′ ∂h

∂X
. (12)

As mesmas considerações, quando aplicadas na Equação (2), a
transformam em

∂V

∂T
+ U

∂V

∂X
+ V

∂V

∂Y
+ ( f0 + βY )U = −g′ ∂h

∂Y
. (13)

A integração vertical da Equação (3) da continuidade, ao longo
da profundidade do vórtice isolado, tem como resultado (e.g.,
Cushman-Roisin, 1994)

[
∂U

∂X
+
∂V

∂Y

] ∫ η

η−h
d Z + W

∣
∣η
η−h = 0 . (14)

A equação da posição da superf́ıcie do oceano sobre o vórtice é
dada por z = η, a qual derivada com relação ao tempo fornece

d Z

dT
= W

∣
∣
η

=
dη

dT
=
∂η

∂T
+ U

∂η

∂X
+ V

∂η

∂Y
. (15)

Na obtenção da Equação (15) foi considerado que as part́ıculas de
fluido não podem deixar a superf́ıcie do mar. De mesma forma,
a equação da posição vertical da termoclina pode ser dada por
z = η − h, a qual derivada com relação ao tempo resulta em

d Z

dT
= W

∣
∣
η−h =

dη

dT
−

dh

dT
=
∂η

∂T
+ U

∂η

∂X

+V
∂η

∂Y
−
∂h

∂T
− U

∂h

∂X
− V

∂h

∂Y
.

(16)

Na obtenção da Equação (16) foi assumido, de forma semelhante
à Equação (15), que as part́ıculas de fluido não podem atravessar
o leito oceânico (fundo). A utilização das expressões (15) e (16)
na Equação (14) a transforma em

[
∂U

∂X
+
∂V

∂Y

]
h +

∂h

∂T
+ U

∂h

∂X
+ V

∂h

∂Y
= 0 . (17)

Reunindo-se alguns termos da expressão (17) obtém-se a forma
final da equação da continuidade no modelo de águas rasas:

∂h

∂T
+
∂(hU )

∂X
+
∂(hV )

∂Y
= 0 . (18)

As Equações (12), (13) e (18) são as equações de águas rasas
escritas em um sistema de coordenadas fixo na Terra, as quais
podem ser utilizadas para descrever os movimentos da camada
superior do modelo de duas camadas mostrado na Figura 2.

Um novo sistema de coordenadas será agora instalado no
centro do vórtice mostrado na Figura 2, o qual é assumido es-
tar inicialmente transladando para leste com velocidade constante
c. Neste sistema as variáveis independentes são (x, y, z, t),
que correspondem às coordenadas zonal, meridional e vertical
e o tempo, respectivamente. Nos dois sistemas de coordenadas
(fixo e móvel) os eixos (X, x) e (Y, y) são positivos para leste
e para norte, respectivamente. É posśıvel estabelecer as trans-
formações de coordenadas T = T (x, y, t), X = X (x, y, t)
e Y = Y (x, y, t) entre os dois sistemas. A relação entre as
coordenadas verticais não é importante pois as componentes
horizontais da velocidade (u, v) são também independentes da
profundidade. As expressões x = X − cT , y = Y e t = T
podem ser estabelecidas, as quais relacionam algebricamente va-
riáveis dos dois sistemas de coordenadas. A derivada temporal
das duas primeiras expressões resulta

∂x

∂t
=
∂X

∂t
− c

∂T

∂t
→ u = U − c , (19)

∂y

∂t
=
∂Y

∂t
→ v = V . (20)

Novos operadores derivativos podem ser desenvolvidos, os quais
têm como expressões [onde, neste caso, (•) pode ser U , V
ou h]

∂(•)

∂T
=
∂x

∂T

∂(•)

∂x
+
∂y

∂T

∂(•)

∂y
+
∂t

∂T

∂(•)

∂t

= −c
∂(•)

∂x
+
∂(•)

∂t
,

(21)

∂(•)

∂X
=
∂x

∂X

∂(•)

∂x
+
∂y

∂X

∂(•)

∂y
+
∂t

∂X

∂(•)

∂t

=
∂(•)

∂x
,

(22)

∂(•)

∂Y
=
∂x

∂Y

∂(•)

∂x
+
∂y

∂Y

∂(•)

∂y
+
∂t

∂Y

∂(•)

∂t

=
∂(•)

∂y
.

(23)

Estes novos operadores serão aplicados nas equações de águas
rasas (12), (13) e (18), visando escrevê-las no novo sistema
móvel de coordenadas que se locomove de forma conjunta com o
vórtice isolado. O movimento do vórtice neste novo sistema pode
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ser considerado estacionário caso seja assumido que a forma da
feição não se altera muito ao longo do tempo (Nof, 1981a), ou
seja, as variações temporais de u, v, h e η são nulas. Após a
aplicação dos novos operadores as equações estacionárias de
águas rasas, que serão utilizadas ao longo deste trabalho, têm
como forma:

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− ( f0 + βy)v = −g′ ∂h

∂x
, (24)

u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ ( f0 + βy)(u + c) = −g′ ∂h

∂y
, (25)

∂(uh)

∂x
+
∂(vh)

∂y
= 0 . (26)

As equações transformadas (24), (25) e (26) descrevem o mo-
vimento de um vórtice isolado, sobre uma camada infinitamente
profunda, em um sistema móvel de coordenadas que está estabe-
lecido no centro da feição. Caso fossem supostos movimentos na
camada inferior ocorreriam importantes interações entre o vórtice
e esta camada (Nof, 1983) e o lado direito das Equações (24) e
(25) seria modificado.

2.2 A função de Bernoulli

Nesta subseção a função de Bernoulli, descrita em um sistema
móvel de coordenadas, será deduzida. Para tal, a Equação (24)
deve ser inicialmente multiplicada por uh e a Equação (25) por
vh. A soma das duas expressões resultantes fornece

u2h
∂u

∂x
+ v2h

∂v

∂y
+ uvh

∂u

∂y
+ uvh

∂v

∂x

+( f0 + βy)cvh = −g′uh
∂h

∂x
− g′vh

∂h

∂y
.

(27)

A partir da Equação (26), as seguintes expressões podem ser es-
tabelecidas (e.g., Fox & McDonald, 1978):

∂ψ

∂x
= vh

∂ψ

∂y
= −uh . (28)

Na expressão (28), ψ = ψ(x, y) é uma função de transporte
(pois cada uma das expressões está multiplicada pela profundi-
dade h), a qual é constante ao longo de uma linha de corrente.
Curvas instantâneas que tangenciam os vetores velocidade de um
escoamento são chamadas de linhas de corrente (e.g., Kundu &
Cohen, 2008). A existência desta função é uma consequência
da continuidade da massa e da incompressibilidade do fluido
(e.g., Milne-Thomson, 1968). A utilização das expressões (28)

na Equação (27) resulta

∂ψ

∂x

[
u
∂u

∂y
+ v

∂v

∂y

]
−
∂ψ

∂y

[
u
∂u

∂x
+ v

∂v

∂x

]

+( f0 + βy)c
∂ψ

∂x
−
∂ψ

∂y

∂(g′h)

∂x

+
∂ψ

∂x

∂(g′h)

∂y
= 0 .

(29)

A expressão (29) pode ainda ser reescrita na forma

∂ψ

∂x

[
1

2

∂u2

∂y
+

1

2

∂v2

∂y

]

−
∂ψ

∂y

[
1

2

∂u2

∂x
+

1

2

∂v2

∂x

]

+
∂ψ

∂x

∂

∂y

[
( f0 y + βy2/2)c

]
−
∂ψ

∂y

∂(g′h)

∂x

+
∂ψ

∂x

∂(g′h)

∂y
= 0 .

(30)

onde a reunião de termos semelhantes transforma a Equação (30)
em

∂ψ

∂x

∂

∂y

[
u2 + v2

2
+ g′h + ( f0 + βy/2)cy

]

−
∂ψ

∂y

∂

∂x

[
u2 + v2

2
+ g′h + ( f0 + βy/2)cy

]

= 0 .

(31)

Esta Equação (31) pode ser escrita na forma de um Jacobiano, o
que fornece

J

[

ψ,
u2 + v2

2
+ g′h + ( f0 + βy/2)cy

]

= 0 . (32)

A expressão da direita dentro dos colchetes define a função de
Bernoulli B (neste caso, escrita para um sistema móvel de co-
ordenadas com velocidade zonal c) que é dada por

B =
u2 + v2

2
+ g′h + ( f0 + βy/2)cy . (33)

A consideração das propriedades de Jacobianos permite concluir,
a partir da Equação (32), que a função de Bernoulli B é constante
ao longo de uma linha de corrente, ou seja

u2 + v2

2
+ g′h + ( f0 + βy/2)cy = K (ψ) . (34)

Na Equação (34), K (ψ) é uma constante que se modifica de
uma linha de corrente para outra. A função de Bernoulli é com-
posta por termos associados com a energia cinética do sistema e
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com a sua energia potencial [primeiro e segundo termos do lado
esquerdo da expressão (34), respectivamente]. O último termo
deste mesmo lado esquerdo decorre do fato do sistema de co-
ordenadas utilizado estar em movimento. Este termo seria nulo
em um sistema fixo de coordenadas, quando então c = 0.

2.3 A equação integrada do momentum meridional

Nesta subseção a equação meridional do momentum, (25), será
integrada sobre toda a superf́ıcie do vórtice. Este procedimento
visa a obtenção de uma expressão para a velocidade de translação
c desta feição (inicialmente suposta para leste). A expressão (25),
multiplicada pela profundidade h, resulta

uh
∂v

∂x
+vh

∂v

∂y
+ ( f0 +βy)(uh + ch) = −g′h

∂h

∂y
. (35)

Esta expressão (35) pode ser reescrita na forma

∂(uvh)

∂x
− v

∂(uh)

∂x
+
∂(hv2)

∂y
− v

∂(vh)

∂y

+( f0 + βy)(uh + ch) = −
g′

2

∂h2

∂y
.

(36)

A soma dos segundo e quarto termos do lado esquerdo da
Equação (36) resulta nula tendo em vista a equação estacionária
da continuidade (26). Com esta consideração a expressão (36)
resulta

∂(uvh)

∂x
+
∂(hv2)

∂y
+ ( f0 + βy)uh

+( f0 + βy)ch = −
g′

2

∂h2

∂y
.

(37)

A integração da Equação (37) sobre toda a área horizontal A do
vórtice isolado fornece como resultado

∫∫

A

∂(uvh)

∂x
dxdy +

∫∫

A

∂(hv2)

∂y
dxdy

+
∫∫

A
( f0 + βy)uhdxdy

+
∫∫

A
( f0 + βy)chdxdy = −

∫∫

A

g′

2

∂h2

∂y
dxdy .

(38)

A utilização das expressões (28) na Equação (38) transforma
esta em

∫∫

A

∂(uvh)

∂x
dxdy +

∫∫

A

∂(hv2)

∂y
dxdy

− f0

∫∫

A

∂ψ

∂y
dxdy − β

∫∫

A

[
∂(yψ)

∂y
− ψ

]
dxdy

+c
∫∫

A
( f0 + βy)hdxdy = −

g′

2

∫∫

A

∂h2

∂y
dxdy .

(39)

O Teorema de Stokes estabelece que uma integral de superf́ıcie
pode ser transformada em uma integral de linha de acordo com:

∫∫

A
(∂m/∂x − ∂n/∂y)dxdy =	

∫

φ

[ndx + mdy] , (40)

onde m = m(x, y) e n = n(x, y).

A seta da integral de linha do lado direito da expressão (40) in-
dica que esta integral é realizada no sentido anti-horário ao longo
do contorno φ, sendo a normal à superf́ıcie de integração A defi-
nida na direção positiva de z. A aplicação do Teorema de Stokes
na expressão (39) a transforma em

	
∫

φ

vh[udy − vdx] + f0 	
∫

φ

ψdx + β 	
∫

φ

yψdx

+β
∫∫

A
ψdxdy + c

∫∫

A
( f0 + βy)hdxdy

=
g′

2
	
∫

φ

h2dx .

(41)

A Figura 3 mostra duas linhas de corrente de um determinado
escoamento, de profundidade h, as quais são separadas por
distâncias infinitesimais.

Figura 3 – Linhas de corrente de um determinado escoamento.

Por definição, a diferença entre as funções (corrente) trans-
porte de duas linhas de corrente fornece o transporte de volume
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entre estas duas linhas (e.g., Milne-Thomson, 1968; Batchelor,
1998). Além disso, o transporte de volume que atravessa uma
linha de corrente é nulo. Com estas considerações, o trans-
porte que atravessa a linha tracejada horizontal da Figura 3, dado
por vhdx , deve equivaler ao transporte que atravessa a linha
tracejada vertical da mesma figura, o qual é dado por uhdy.
Esta igualdade entre os dois transportes permite definir a relação
vdx = udy, a qual mostra que a primeira integral do lado
esquerdo da Equação (41) é nula. A conveniente escolha de
ψ = 0 na linha de corrente livre que circula o vórtice isolado
(ver o esquema da direita na Fig. 2) torna nulas as segunda e ter-
ceira integrais de linha da expressão (41). A expressão final da
equação integrada do momentum meridional passa então a ser
(conforme Nof, 1983)

β

∫∫

A
ψdxdy + c

∫∫

A
( f0 + βy)hdxdy

=
g′

2
	
∫

φ

h2dx .

(42)

3 AS FORÇAS MERIDIONAIS

Esta seção apresenta as forças meridionais que atuam sobre
vórtices isolados, em movimento de translação. A Equação (42)
sinaliza para a existência de três destas forças, as quais são: (a)
a força devida ao efeito β no interior do vórtice isolado, (b) a
força de Coriolis que atua no sentido de defletir o movimento
de translação da feição para a esquerda (direita) no hemisfério
Sul (Norte) e (c) a força devida à atuação do fluido circunvizinho
ao vórtice sobre a feição, a qual é chamada de força ambiente.
Estas três forças correspondem aos três termos da Equação (42),
da esquerda para a direita, respectivamente. A partir deste ponto
estas forças serão discutidas isoladamente e seus respectivos
termos serão analisados e, quando necessário, reapresentados
matematicamente. Cabe destacar que os termos da Equação (42)
não possuem uma dimensão expĺıcita de força. Contudo, tendo-
se em vista que nesta análise o centro de massa do vórtice isolado
não se desloca meridionalmente, ou seja, a quantidade de movi-
mento meridional da feição é nula, pode-se afirmar que a resul-
tante das forças externas meridionais que agem sobre o vórtice
isolado é nula. Esta consideração faz com que a Equação (42)
possa ser então tratada como um balanço de forças meridionais.

3.1 A força beta (β)

Todas as part́ıculas de fluido que descrevem um movimento rota-
tivo ao redor do centro do vórtice isolado estão sujeitas à ação da
força de Coriolis que tende a defletir o movimento de cada uma

delas para o lado esquerdo (direito) no hemisfério Sul (Norte).
A Figura 4 mostra duas part́ıculas de fluido (representadas pe-
los quadrados pretos) que passam pelo hemisfério Norte de um
vórtice isolado anticiclônico que translada zonalmente no he-
misfério Sul do planeta. As part́ıculas possuem velocidade or-
bital Vθ e sofrem ação da força de Coriolis (FC ) conforme mos-
tram as setas cinzas da Figura 4. Estas forças FC podem ser
decompostas em duas componentes, sendo uma zonal (setas ha-
churadas na figura) e outra meridional (setas brancas menores
na figura). Como se pode verificar na Figura 4, as componentes
zonais da FC sempre se anularão entre si enquanto as com-
ponentes meridionais se somam, criando-se então uma força
ĺıquida (FCL ) que, no caso do hemisfério Norte do vórtice iso-
lado, aponta para sul (representada pela seta branca mais larga
na figura). A mesma situação ocorre no hemisfério Sul da feição
resultando então uma FCL que agora aponta para norte

Figura 4 – Forças que atuam nas part́ıculas de fluido que passam pelo hemis-
fério Norte de um vórtice anticiclônico que translada zonalmente pelo hemisfério
Sul da Terra. O vetor preto representa a velocidade vθ destas part́ıculas, a seta
cinza é a força de Coriolis, as setas branca (pequena) e hachurada são as com-
ponentes meridional e zonal desta força, respectivamente, e a seta branca grande
representa a força de Coriolis resultante sobre a feição devido aos movimentos
representados.

Como o parâmetro de Coriolis é mais intenso próximo aos
pólos devido à ação de β , a FCL do hemisfério Sul do vórtice
isolado é mais intensa (para o caso de um vórtice no hemisfério
Sul geográfico) que a sua análoga do hemisfério Norte da feição.
Isto resulta numa força interna do vórtice, devida ao efeito β ,
que aponta para a linha do Equador, no caso de vórtices isola-
dos anticiclônicos, e para os pólos, no caso de feições ciclônicas.
Voltando-se ao primeiro termo do lado esquerdo da Equação (42),
o qual corresponde à força β interna ao vórtice isolado, pode-
se constatar que esta força será nula na ausência do parâmetro
β (para um estudo realizado no plano- f , por exemplo), tendo
em vista que o termo é uma função direta de β . Outra interes-
sante constatação é que a inversão do sentido da força β en-
tre vórtices isolados ciclônicos e anticiclônicos é mostrada no
termo matemático correspondente. A função corrente média ψ
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contida neste termo possui sinal contrário de um tipo de vórtice
para outro, sendo negativa (positiva) para vórtices anticiclônicos
(ciclônicos) no hemisfério Sul do planeta. Esta troca de sinais é
melhor discutida na última seção deste artigo.

3.2 A força de Coriolis

O segundo termo do lado esquerdo da Equação (42) corresponde
à força de Coriolis, que tende a defletir o movimento de trans-
lação do vórtice isolado para a esquerda (direita) no hemisfério
Sul (Norte) do planeta. Este termo pode ser reescrito numa forma
mais conveniente para uma análise de escala, o que é mostrado
no lado esquerdo da expressão (43):

c f0

∫∫

A
(1 + βy/ f0)hdxdy ≈ c f0

∫∫

A
hdxdy . (43)

Utilizando-se como parâmetros t́ıpicos para o vórtice isolado
β = 2.10−11m−1s−1, L = 100 km (ou 105 m) e f0 =
10−4s−1, onde L é a sua escala t́ıpica de comprimento, o ter-
mo βy/ f0 resulta 2.10−2 e pode ser negligenciado, o que jus-
tifica o termo do lado direito da Equação (43), o qual permitirá
o cálculo da força de Coriolis que atua sobre o vórtice isolado
tendo-se a velocidade de translação c da feição. Cabe destacar
que a integral do lado direito de (43) corresponde ao volume do
vórtice isolado.

3.3 A força ambiente

O termo do lado direito da Equação (42) é, sem dúvida alguma,
o de mais dif́ıcil interpretação e aquele que exige um maior trata-
mento matemático para ser melhor visualizado. A Figura 5 mos-
tra o vórtice isolado, com movimento translacional para leste
com velocidade zonal c, onde uma linha de corrente ABCD com
função de transporte ψ é destacada. Esta linha procede de um
ponto A muito à frente do vórtice e encontra a feição no ponto B
onde a velocidade do fluido externo é trazida até o repouso. Este
ponto é chamado ponto de estagnação (e.g., Milne-Thomson,
1968). O contorno do vórtice fará parte desta linha de corrente,
a qual se reúne novamente no ponto C da periferia do vórtice,
um segundo ponto de estagnação, procedendo dáı até o ponto
D situado a uma grande distância da feição. Linhas de corrente
com esta configuração são conhecidas como linhas de corrente
divisórias (e.g., Milne-Thomson, 1968). Na verdade, os pontos
A, B, C e D não precisam estar no mesmo alinhamento, conforme
mostra a Figura 5. O ponto A (origem da linha de corrente con-
siderada) pode ter um desvio meridional com relação à reta que
passa pelos pontos B e C, ou seja, yA 6= 0, o mesmo ocorrendo
com o ponto D (este último desvio não é mostrado na figura).

Tendo-se em vista o sistema móvel de coordenadas instalado
no centro do vórtice isolado, que se move com velocidade zo-
nal c, o fluido externo deslocado pela feição (contido na camada
superior da Figura 2, onde a interface e a camada superior do
oceano são planas) se move na direção do vórtice com veloci-
dade −c e profundidade HS . Doravante esta profundidade será
tratada apenas como H , a qual corresponde à profundidade da
camada superior externa ao vórtice, a qual é nula no caso de
vórtices do tipo lente (feições em que a termoclina do vórtice
encontra a superf́ıcie do oceano nas suas bordas). A aplicação
da função de Bernoulli, definida na seção anterior pela Equa-
ção (34), ao longo da linha de corrente mostrada na Figura 5 per-
mite escrever

u2 + v2

2
+ g′h + ( f0 + βy/2)cy =

c2

2
+ g′ H . (44)

O lado direito da expressão (44) corresponde à constante K (ψ)
da Equação (34) e descreve o valor da função de Bernoulli em
um ponto situado muito à frente do vórtice isolado (ponto A,
ver Fig. 5). O termo associado ao parâmetro de Coriolis não
consta do lado direito da Equação (44) em virtude de ter sido
considerado que a posição meridional yA do ponto A é muito
inferior à unidade (Nof, 1983), ou de ordem εRD , onde ε =
βr0/ f0 (r0 é o raio do vórtice) é um parâmetro adimensional
que mede a variação do parâmetro de Coriolis ao longo de um
dos hemisférios do vórtice isolado e RD é o raio de deformação
desta feição. De fato, para valores t́ıpicos tais como r0 = 100
km, RD = 30 km, c = 10−2 m.s−1, f0 = 10−4 s−1 e β =
2.10−11 m−1s−1 o parâmetro ε resulta 2.10−2 e o termo f0cy
relativo ao ponto A pode ser negligenciado.

A análise de escala realizada na subseção anterior mostra
que o termo βy/ f0 é negligenciável. Assumindo-se que a or-
dem das velocidades horizontais é a mesma de c, o termo (u2 +
v2)/ f0cy transforma-se em c/ f0 y, o qual possui ordem 10−3

(utilizando-se os valores t́ıpicos citados anteriormente) e também
pode ser negligenciado. Com estas considerações de escala a
Equação (44) pode ser reescrita na forma

g′h + f0cy = c2/2 + g′ H . (45)

Esta equação será temporariamente deixada de lado. O foco
agora passa a ser a relação entre o movimento do vórtice iso-
lado e do fluido externo ao seu redor. À medida que o vórtice
translada ele carrega toda a sua anomalia de massa, o que faz
com que a camada superior de fluido tenha que ser deslocada, à
frente da feição, para compensar o movimento de todo o volume
do vórtice. Conforme Nof (1983), o comportamento do campo
externo nesta situação é similar à reação deste à passagem de
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Figura 5 – Linha de corrente divisória em um vórtice isolado que possui movimento de translação para leste, com velocidade c.
A função de Bernoulli descrita no texto será aplicada nesta linha de corrente. Não há proporção alguma na figura.

Figura 6 – Vórtice isolado anticiclônico em movimento zonal para leste. A área cinza do esquema superior esquerdo mostra a seção
lateral do volume de fluido externo que será deslocado pelo vórtice, o qual corresponde ao volume de um cilindro (esquema superior
à direita) com mesma seção superficial do vórtice e altura H da camada superior. O esquema inferior mostra a distribuição do fluido
externo deslocado (indicado pelas setas hachuradas) pelo vórtice nos lados norte e sul da feição. Este fluido se desloca para oeste
com relação ao sistema de coordenadas xyz do vórtice. Não há proporção alguma entre as dimensões do vórtice mostradas na figura.

um cilindro sólido através da camada superior. Utilizando-se no-
vamente como exemplo um vórtice anticiclônico, a Figura 6 mos-
tra que o volume de fluido externo deslocado pela feição, em seu
movimento zonal para leste, corresponde ao volume de um cilin-
dro de mesma seção horizontal do vórtice e altura H .

O transporte do fluido externo é distribuı́do ao longo de
duas regiões circunvizinhas ao vórtice isolado (ver Fig. 6), situa-
das ao norte e ao sul da feição. A largura destas regiões deve
ser, no mı́nimo, da ordem do raio de Rossby do vórtice (Nof,
1983). Como o movimento de vórtices isolados devido à auto-
propulsão é muito lento (da ordem de 1 cm.s−1 ou aproximada-
mente 1 km/dia), os fluxos do fluido externo, laterais ao vórtice,
podem ser assumidos como geostróficos. A Figura 7 mostra
uma visão lateral do vórtice isolado do ponto de vista de um ob-
servador instalado à oeste e olhando direto para leste, no he-
misfério Sul. No desenvolvimento inicial deste estudo foi su-
posto que o vórtice se movimenta para leste com velocidade
c, o que justifica o vórtice estar se afastando do observador.

A presença dos fluxos geostróficos devido ao movimento do
fluido externo e a necessidade de continuidade da superf́ıcie do
mar e da termoclina fazem com que o perfil do vórtice tenha que
se adequar ao campo externo, conforme mostra a Figura 7. A seta
branca indica a força devida ao gradiente de pressão que age so-
bre as part́ıculas do fluido externo em movimento e a seta cinza
mostra a força de Coriolis que atua sobre estas mesmas partı́culas
(na Fig. 7 estas forças só estão sendo mostradas no braço norte
do fluido externo em movimento). Estas forças estão em balanço
geostrófico.

A força norte-sul F (por unidade de profundidade) que age
sobre o vórtice isolado pode ser calculada por

F =	
∫

φ

Pdx = ρg 	
∫

φ

hdx . (46)

Isolando-se o termo h na Equação (45) e substituindo-se em (46)
obtém-se

F =	
∫

φ

Pdx = ρ(g/g′) 	
∫

φ

(c2/2+g′ H − f0cy)dx . (47)
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Figura 7 – Perfil lateral de um vórtice isolado, em movimento zonal inicialmente suposto para leste (ver texto), sofrendo a ação do
campo externo circunvizinho. A deformação da feição se deve a sua acomodação ao campo de pressão gerado pelo movimento do
fluido externo à volta do vórtice. A seta branca da esquerda indica a força do gradiente de pressão e a seta cinza indica a força de
Coriolis. Estas forças, apesar de presentes, não são mostradas no lado externo sul da feição. Não há proporção alguma entre as
dimensões e variáveis mostradas na figura.

Como os dois primeiros termos da integral de linha são constan-
tes, a expressão (47) transforma-se em

F = − f0cρ(g/g′) 	
∫

φ

ydx . (48)

E a força norte-sul total FT que age sobre o vórtice, com a
utilização da expressão (48), tem como expressão

FT =
∫ 0

−hφ
Fdz = F

∫ 0

−hφ
dz

= − f0cρ(g/g′)H 	
∫

φ

ydx .

(49)

Na expressão (49) hφ é a profundidade na borda do vórtice iso-
lado, expressa por hφ = H +ζ ≈ H , onde ζ é o deslocamento
da termoclina na região de movimento do fluido externo (o deslo-
camento da superf́ıcie do mar foi negligenciado na expressão de
hφ ). Com esta consideração, o terceiro termo da Equação (42)
pode ser reescrito na seguinte forma

g′

2
	
∫

φ

h2dx =
g′

2
	
∫

φ

(H + ζ )2dx

=
g′

2
	
∫

φ

(H2 + 2Hζ + ζ 2)dx ≈ g′ H 	
∫

φ

ζdx ,

(50)

desde que H é constante e ζ � H .
A força norte-sul total FT pode ainda ser expressa de uma

outra maneira. Partindo-se novamente da expressão (46) pode-

se escrever

F =	
∫

φ

Pdx = ρg 	
∫

φ

hdx

= ρg 	
∫

φ

(H + ζ )dx = ρg 	
∫

φ

ζdx .

(51)

A expressão (51) conduz a uma nova expressão para FT que é
dada por:

FT =
∫ 0

−hφ
Fdz = F

∫ 0

−hφ
dz

= ρg(H + ζ ) 	
∫

φ

ζdx ≈ ρgH 	
∫

φ

ζdx .

(52)

A comparação das Equações (50) e (52) permite escrever a relação

g′

2
	
∫

φ

h2dx =
FT

ρ(g/g′)
. (53)

Substituindo-se a Equação (49) em (53) obtém-se então

g′

2
	
∫

φ

h2dx = − f0cH 	
∫

φ

ydx . (54)

A aplicação do Teorema de Stokes em (54) permite a obtenção da
expressão final da força ambiente que age sobre o vórtice isolado
em movimento, que é dada por

g′

2
	
∫

φ

h2dx = f0cH
∫∫

A

∂y

∂y
dydx

= f0c
∫∫

A
Hdydx .

(55)
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Na expressão (55) a integral descreve o volume de fluido externo
deslocado com a passagem do vórtice isolado. Esta expressão é
similar à Equação (43) que descreve a força de Coriolis que atua
sobre o movimento de translação do vórtice isolado. Cabe des-
tacar que naquelas situações em que não há atuação do fluido
externo sobre o vórtice isolado em movimento (como, por exem-

plo, no caso de vórtices do tipo lente), o termo (g′/2) 	
∫

φ

h2dx

resultará nulo de acordo com a expressão (55), pois H = 0,
comprovando a inexistência de uma força ambiente.

4 A DERIVA PARA OESTE

Nesta seção, a expressão final que permite o cálculo da velocidade
c de translação de vórtices isolados será apresentada. A equação
integrada do momentum meridional (42) pode ser reescrita com
a utilização das expressões (43) e (55), o que resulta:

β

∫∫

A
ψdxdy + c f0

∫∫

A
hdxdy

= c f0

∫∫

A
Hdxdy .

(56)

A Equação (56) permite a obtenção da expressão que fornece a ve-
locidade aproximada c de translação de vórtices isolados, a qual
é dada por

c = −
β

∫∫
A ψdxdy

f0
∫∫

A(h − H)dxdy
. (57)

A integral no denominador da expressão (57) corresponde à
diferença entre os volumes do vórtice isolado e o de fluido ex-
terno deslocado pelo movimento do vórtice. Uma análise no sinal
desta velocidade c será agora realizada e, para tal, serão analisa-
dos vórtices isolados ciclônicos e anticiclônicos em movimento
no hemisfério Sul do planeta.

(a) Vórtice anticiclônico com formato lente: para este tipo
de vórtice tem-se H = 0 e nenhum volume de fluido externo
é deslocado, não havendo então força ambiente atuando sobre o
vórtice em movimento. Como a função corrente médiaψ é nega-
tiva no interior de vórtices anticiclônicos no hemisfério Sul, assim
como o parâmetro de Coriolis f0, a expressão (57) resulta:

c = −
β

∫∫
A ψdxdy

f0
∫∫

A hdxdy
= −

(−)

(−)
< 0 . (58)

A expressão (58) mostra que a velocidade c é negativa, ou seja,
este tipo de vórtice translada, de forma autopropulsionada, no
sentido oeste. A Figura 8 mostra este vórtice anticiclônico, que

é caracterizado por sua termoclina aflorar na superf́ıcie do mar
nas suas bordas. Em termos de um modelo de duas camadas a
camada superior corresponde exatamente ao ĺıquido contido no
interior do vórtice.

Figura 8 – Vórtice anticiclônico com formato lente. Este tipo de vórtice gira em
sentido anti-horário no hemisfério Sul e a profundidade da camada superior ex-
terna ao vórtice é nula. Não há proporção alguma entre as variáveis mostradas
na figura.

(b) Vórtice anticiclônico com formato não-lente: neste
tipo de vórtice tem-se h > H e a expressão (57) agora resulta:

c = −
β

∫∫
A ψdxdy

f0
∫∫

A(h − H)dxdy
= −

(−)

(−)
< 0 . (59)

A expressão (59) mostra que a velocidade c ainda é negativa,
ou seja, este tipo de vórtice também translada, de forma auto-
propulsionada, no sentido oeste. A Figura 9 mostra este vórtice,
o qual difere do anterior devido ao fato de que a profundidade
da camada superior externa ao vórtice é agora não nula, ou seja,
haverá deslocamento de fluido externo devido à translação do
vórtice isolado.

Figura 9 – Vórtice anticiclônico com formato não-lente. Este tipo de vórtice
gira em sentido anti-horário no hemisfério Sul e a profundidade da camada su-
perior externa ao vórtice não é nula. Não há proporção alguma entre as variáveis
mostradas na figura.

(c) Vórtice ciclônico com formato não-lente: neste tipo de
vórtice tem-se h < H . A função corrente média ψ é positiva
no interior de vórtices ciclônicos no hemisfério Sul. Com estas
considerações a expressão (57) agora resulta:

c = −
β

∫∫
A ψdxdy

f0
∫∫

A(h − H)dxdy
= −

(+)

(+)
< 0 . (60)

A expressão (60) mostra que a velocidade c ainda é negativa, ou
seja, os vórtices ciclônicos também transladam, de forma auto-
propulsionada, no sentido oeste. A Figura 10 mostra o perfil de
um vórtice ciclônico.
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Figura 10 – Vórtice ciclônico com formato não-lente. Este tipo de vórtice gira
em sentido horário no hemisfério Sul e a profundidade da camada superior ex-
terna ao vórtice não é nula. Não há proporção alguma entre as variáveis mostra-
das na figura.

Como se verifica nesta seção, todo o vórtice isolado no he-
misfério Sul geográfico, no plano-β , é autopropulsionado para
oeste. A conclusão é a mesma se a análise for estendida para o
hemisfério Norte geográfico.

5 O BALANÇO MERIDIONAL DE FORÇAS

Nesta seção as forças que atuam meridionalmente sobre vórtices
isolados, em movimento no hemisfério Sul, serão analisadas e
comparadas. Conforme mostra a Equação (42), reescrita na forma
da expressão (56), três forças competem meridionalmente du-
rante a translação do vórtice isolado. Esta última expressão é aqui
reproduzida, e cada termo é devidamente nomeado, conforme a
força a ele associada.

β

∫∫

A
ψdxdy

︸ ︷︷ ︸
Força Beta

+ c f0

∫∫

A
hdxdy

︸ ︷︷ ︸
Força Coriolis

− c f0

∫∫

A
Hdxdy

︸ ︷︷ ︸
Força Ambiente

= 0 .
(61)

Tendo-se em vista a conclusão da seção anterior, ou seja, que to-
dos os vórtices isolados transladam no sentido oeste devido a sua
autopropulsão, os parâmetros c e f0 presentes na Equação (61)
serão sempre negativos.

A força de Coriolis atua sempre no sentido de defletir o mo-
vimento para a esquerda no hemisfério Sul, logo, ela será sem-
pre dirigida para sul. O segundo termo do lado esquerdo da ex-
pressão (61), que corresponde à força de Coriolis, é positivo,
o que permite a criação das associações positivo/sul e nega-
tivo/norte para as três forças que atuam sobre o vórtice isolado em
movimento. Na subseção 3.1, dedicada à força β , foi concluı́do
que esta força aponta para a linha do Equador (ou para norte)
no caso de vórtices anticiclônicos. O primeiro termo da Equação
(61) será negativo neste caso, tendo-se em vista que a função
transporte médiaψ no interior do vórtice é negativa, o que condiz
com a associação negativo/norte. O mesmo ocorre com feições
ciclônicas, cuja força β aponta para sul, conforme mostrou a
subseção dedicada à análise desta força. Estes vórtices possuem
função transporte média ψ positiva fazendo com que o primeiro

termo da Equação (61) seja agora positivo, ou seja, também con-
firmando a associação positivo/sul feita anteriormente.

O terceiro termo da Equação (61), com a inclusão do sinal
negativo que o precede, será sempre negativo, ou seja, a força
ambiente que atua sobre vórtices isolados em movimento no he-
misfério Sul será sempre dirigida para a linha do Equador (para
norte), o que pode ser comprovado pela Figura 7.

A Figura 11 mostra o balanço de forças meridionais para
vórtices isolados em movimento no hemisfério Sul. Uma análise
similar pode ser feita para vórtices isolados em movimento no
hemisfério Norte, a qual é apresentada de forma mais resumida
em Nof (1983).

6 DISCUSSÃO E CONCLUSÃO

A revisão apresentada neste trabalho mostra que todos os vórtices
isolados são autopropulsionados para oeste no plano-β . Em
duas circunstâncias, contudo, estas feições podem não possuir
autopropulsão. Uma delas parece ser evidente, ou seja, para
β = 0 (desconsideração do plano-β). Porém, esta condição
ainda exige uma outra, ou seja, que o fundo oceânico seja plano.
A segunda possibilidade, não tão óbvia, ocorre quando a inte-
gral da função transporte do vórtice sobre toda a área da feição
é nula. Este último caso pode ocorrer com um par de vórtices
de circulações opostas [chamados modons, ver Stern (1975)]
quando então β

∫∫
ψdxdy = 0. Outra importante observação

é que caso o fundo oceânico não seja plano haverá indução de
movimento no vórtice devido ao efeito β topográfico (e.g., Smith
& O’Brien, 1983), que faz com que os vórtices adquiram movi-
mento no mesmo sentido das ondas topográficas induzidas pela
inclinação do fundo. O movimento de vórtices isolados sujeitos
à ação do parâmetro β e sobre fundo não plano estará sujeito à
ação cumulativa dos dois efeitos, ou seja, o efeito β planetário e
o efeito β topográfico.

O estudo mostrou ainda que três forças competem no balan-
ço meridional de forças que atuam sobre vórtices isolados em
movimento, que são a força β , a força de Coriolis e a força am-
biente. A primeira se deve à diferença do parâmetro de Coriolis
entre os hemisférios Norte e Sul do vórtice. A força de Coriolis
resulta do efeito da rotação do planeta que tende a defletir mo-
vimentos para a esquerda (direita) no hemisfério Sul (Norte) e
atua sobre o movimento de translação do vórtice. A força am-
biente resulta do gradiente de pressão imposto ao vórtice pelo
fluido externo deslocado pela feição enquanto em movimento.
Esta força é nula para vórtices do tipo lente.

Diversas análises podem ser feitas com relação às forças
meridionais que agem sobre vórtices isolados em movimento
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Figura 11 – Forças meridionais (sem proporção entre si) que agem sobre vórtices isolados em movimento de translação zonal
no hemisfério Sul. A seta branca horizontal corresponde à velocidade c dos vórtices que é dirigida para oeste. As setas cinzas
correspondem à força β , as setas hachuradas indicam a força de Coriolis e as setas brancas verticais mostram a força ambiente.

autopropulsionado para oeste. Como exemplo, faremos uma ex-
pansão da análise da atuação da força β em vórtices ciclônicos e
anticiclônicos. Conforme Nof (1983), a velocidade orbital e pro-
fundidade de vórtices isolados anticiclônicos, com perfil linear
de velocidade, têm como expressão, respectivamente

vθ = −R0 f0r e

h = H − R0(R0 − 1) f 2
0 (r

2
0 − r2)/2g′ .

(62a,b)

Nas expressões (62) vθ é a velocidade orbital do vórtice, onde
vθ = vθ (r), a qual é considerada positiva (por convenção)
no sentido anti-horário; r é o raio da feição para um determi-
nado valor de vθ (r); r0 é o raio do vórtice medido do cen-
tro até a sua periferia; H é a profundidade da feição em r =
r0 e R0 é o número de Rossby do vórtice, cuja expressão
é dada por R0 = vm/ f0rm , onde vm é a máxima veloci-
dade orbital da feição e rm é o raio do vórtice correspondente
à máxima velocidade vm . A equação da profundidade (62b) é
obtida com a aplicação da equação da velocidade orbital (62a)
na equação do momentum escrita em coordenadas ciĺındricas,
para vórtices radialmente simétricos, o que é uma caracteŕıstica
destas feições no plano- f (Killworth, 1983), e que é dada por
(e.g., Flierl, 1979)

v2
θ

r
+ f vθ − g′ ∂h

∂r
= 0 . (63)

A condição de contorno h = H em r = r0 também é utilizada
na solução de (63).

A Equação (63) possui três termos que estão associados
à força centŕıfuga, força de Coriolis e força do gradiente de

pressão (e.g., Neumann & Pierson Jr., 1966), os quais cons-
tam da Equação (63) da esquerda para a direita, respectivamente.
A importância do termo centŕıfugo v2

θ /r está diretamente asso-
ciada ao número de Rossby R0 do vórtice, ou seja, ao grau de
não-linearidade da feição. Vórtices lineares (R0 � 1 e, con-
sequentemente, de grandes dimensões) possuem o termo cen-
tŕıfugo muito pequeno, estando então em balanço geostrófico ou
quase-geostrófico. Vórtices em que o termo de Coriolis pode ser
negligenciado (R0 � 1, o que caracteriza vórtices muito peque-
nos) estão em balanço ciclostrófico, ou seja, a força centŕıfuga e
a força do gradiente de pressão estão em equiĺıbrio. No caso do
balanço gradiente, em que as três forças possuem ordens simila-
res, os vórtices possuem tamanho intermediário e R0 de ordem
unitária (R0 ∼ 1).

A função transporte ψ do vórtice pode ser obtida a partir das
expressões (28). Convertendo-se estas expressões para coorde-
nadas ciĺındricas, e novamente assumindo-se que a feição é ra-
dialmente simétrica, obtém-se

∂ψ

∂r
= vθh . (64)

A utilização das expressões (62) na Equação (64), seguida de
integração, com a condição de contorno de que ψ = 0 em
r = r0, tem como resultado

ψ =
R0 f0 H(r2

0 − r2)

2

−
R2

0(R0 − 1) f 3
0 (r

2
0 − r2)2

8g′ .

(65)
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O cálculo da força β no vórtice anticiclônico é realizado com a
ajuda da expressão

Fbeta = β

∫∫

A
ψdxdy . (66)

a qual é oriunda da Equação (61). A utilização de (65) na Equa-
ção (66) fornece uma expressão para o cálculo da força β em
vórtices anticiclônicos Fbeta(AC), que é dada por

Fbeta(AC) =
πR0 f0 Hβr4

0

4

−
πR2

0(R0 − 1) f 3
0 βr6

0

24g′ .

(67)

Esta expressão será temporariamente deixada de lado enquanto a
força β dos vórtices ciclônicos será agora analisada. Conforme
Nof (1983), a velocidade orbital e profundidade de vórtices iso-
lados ciclônicos, com perfil linear de velocidade, têm como ex-
pressão

vθ = R0 f0r e

h = H − R0(1 + R0) f 2
0 (r

2
0 − r2)/2g′ .

(68a,b)

Racioćınio similar àquele aplicado para os vórtices anticiclônicos
conduz a seguinte expressão para a força β de feições ciclônicas
Fbeta(C):

Fbeta(C) = −
πR0 f0 Hβr4

0

4

+
πR2

0(1 + R0) f 3
0 βr6

0

24g′ .

(69)

Uma análise simultânea das expressões (67) e (69) será agora re-
alizada. O primeiro termo da expressão da força β para vórtices
anticiclônicos no hemisfério Sul é negativo, conforme mostra a
Equação (67). O segundo termo desta mesma expressão é apro-
ximadamente nulo para vórtices intermediários e negativo para
grandes vórtices. Vórtices anticiclônicos de pequeno tamanho
(R0 � 1) não podem existir, pois a força de Coriolis, diri-
gida para dentro da feição, não é capaz de equilibrar as forças
centŕıfuga e a do gradiente de pressão, que são dirigidas para fora
da feição, por ser muito pequena. Resumindo, os dois termos
da Equação (67) são: (a) negativos (e se somam) para grandes
vórtices ou (b) praticamente apenas o primeiro termo (negativo)
resulta no caso de vórtices intermediários, pois o segundo termo
seria aproximadamente nulo caso R0 ∼ 1. A força β de vórtices
anticiclônicos aponta para Norte, conforme visto na subseção de-
dicada a esta força. Pela associação negativo/norte feita anterior-
mente, a força β destes vórtices deve resultar negativa, o que está
confirmado pela análise feita na expressão (67).

A força β para vórtices ciclônicos é descrita pela Equação
(69). Cabe destacar que o primeiro termo desta equação é
oposto (positivo) e idêntico ao primeiro termo da Equação (67).
O segundo termo da expressão (69) é negativo para vórtices
pequenos, intermediários e grandes. Resumindo, na situação
de vórtices ciclônicos há uma diferença entre os dois termos da
equação da força β , pois eles possuem sinais opostos.

Supondo-se agora o seguinte cenário: dois vórtices de
mesmo raio r0, com a mesma velocidade periférica vθ (suposta
a máxima velocidade orbital do vórtice), ou seja, com o mesmo
número de Rossby R0, e mesma profundidade H ao longo de
sua borda, porém com circulações opostas. Conforme mostrou
a análise anterior suas forças β terão dimensões completamente
diferentes, sendo esta força maior para a situação de feições an-
ticiclônicas de qualquer dimensão. Como a força β é oriunda
da diferença ĺıquida do parâmetro de Coriolis entre os hemisfé-
rios Norte e Sul do vórtice, esta conclusão pode ser reforçada
fazendo-se uma análise agora sobre o volume das duas feições.
O volume de um vórtice anticiclônico de mesmas caracteŕısticas
de uma feição ciclônica será sempre maior, resultando numa força
ĺıquida interna também maior, o que corrobora com a análise das
expressões matemáticas das forças β feita acima.

A aplicação das Equações (62) na expressão (57) permite
concluir que a velocidade de deriva de vórtices isolados anti-
ciclônicos depende inversamente do tamanho da feição, expresso
pelo raio r0 da feição, e diretamente da sua amplitude, neste
caso considerada como o deslocamento ξ da termoclina (ou in-
terface) do vórtice. Com a utilização da expressão (68) em (57)
conclui-se também que a velocidade de deriva de vórtices isola-
dos ciclônicos depende diretamente do tamanho da feição e inver-
samente da sua amplitude (Nof, 1983). A comparação dos dois
resultados mostra ainda que vórtices anticiclônicos transladam
mais rapidamente que feições ciclônicas de mesma profundidade
externa H , mesma amplitude ξ e mesmo tamanho (r0 iguais),
conforme mostra Nof (1983). Estes comparativos mostram que o
comportamento dinâmico de vórtices isolados, com circulações
opostas, é completamente diferente.

A autopropulsão de vórtices isolados no sentido oeste sofre
desvios que afastam estas feições de um movimento puramente
zonal. Estes desvios estão diretamente associados com as não-
linearidades das feições (Firing & Beardsley, 1976), ocorrendo no
sentido dos pólos para vórtices ciclônicos e no sentido da linha do
Equador para vórtices anticiclônicos. Cabe destacar que o desvio
da trajetória de vórtices isolados com relação ao movimento pura-
mente zonal, também pode se dever à ação de correntes externas
ou à presença de outros vórtices próximos.
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A aproximação e a interação entre um vórtice e um obstáculo
com orientação meridional promovem o surgimento de outras
forças meridionais, as quais estão associadas com o chamado
efeito imagem e com o vazamento de ĺıquido do interior da feição
(e.g., Nof, 1988ab, 1999). Contudo, estas forças não são o es-
copo deste estudo.
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