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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo comparativo entre diferentes coeficientes de difusão verticais aplicados em um
modelo de dispersão para determinação da concentração de poluentes atmosféricos em uma camada limite convectiva. O
modelo de dispersão é uma solução semi-analítica da equação de difusão-advecção tridimensional e estacionária, sendo
que os resultados das simulações foram confrontados com dados experimentais da literatura. As melhores performances
foram obtidas com o coeficiente de difusão proveniente da teoria estatística de Taylor e propriedades espectrais.
Entretanto, resultados menos satisfatórios foram obtidos com a parametrização Asymmetric Convective Model version 2
(ACM2), muito usada como uma das opções para camada limite atmosférica no modelo de mesoescala Weather Re-

search and Forecasting (WRF).
Palavras-chave: coeficiente de difusão; equação de difusão-advecção; camada limite convectiva.

Comparison Between Vertical Eddy Diffusivities in the Simulation of
Pollutant Dispersion in a Convective Boundary Layer

Abstract

This work presents a comparative study between different vertical eddy diffusivities applied in a dispersion model to de-
termine the concentration of air pollutants in a convective boundary layer. The dispersion model is a semi- analytical so-
lution of stationary three-dimensional advection-diffusion equation and the simulation results were compared with
experimental data from literature. The best performances were obtained with the eddy diffusivity from Taylor’s statisti-
cal theory and spectral properties. However, less satisfactory results were obtained with the parameterization Asymmet-

ric Convective Model version 2 (ACM2), often used as one of the options for the atmospheric boundary layer in the
mesoscale model Weather Research and Forecasting (WRF).
Keywords: eddy diffusivity; advection-diffusion equation; convective boundary layer.

1. Introdução.

Os processos de industrialização e urbanização têm
sido crescentes e constantes, de forma que os grandes
centros urbanos vivenciam os impactos que a degradação
da qualidade do ar acarreta na qualidade de vida da popu-
lação e também no meio ambiente de modo geral. Em
consequência disto, a comunidade científica vêm buscando
meios que visem o entendimento dos processos de disper-

são das emissões de poluentes na atmosfera e o seu contro-
le, de forma que os modelos de dispersão surgem como uma
alternativa prática e rápida por permitirem estudar a disper-
são de poluentes de forma controlada.

A eficácia dos modelos de dispersão Eulerianos (teo-
ria K) está relacionada diretamente a uma adequada para-
metrização do coeficiente de difusão (K), por estes serem os
responsáveis pela descrição do comportamento físico da
difusão de poluentes na atmosfera. Vários pesquisadores
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vêm contribuindo com estudos voltados à modelagem físi-
ca da camada limite atmosférica (CLA) através do desen-
volvimento de novas parametrizações para o coeficiente de
difusão. Diante da vasta literatura, citam-se os trabalhos:
Hanna (1982), Panofsky e Dutton (1988), Pleim e Chang
(1992), Degrazia et al. (1997), Seinfeld e Pandis (1997),
Degrazia et al. (2000; 2001), Ulke (2000) e Pleim (2007).
Salienta-se que a parametrização de Pleim (2007) é uma
das opções do modelo de mesoescala Weather Research

and Forecasting (WRF) (ACM2 - Asymmetrical Convec-

tive Model 2) quando da escolha da parametrização de
CLA. Portanto, na resolução de problemas de difusão at-
mosférica, a escolha de uma parametrização de turbulência
representa um aspecto fundamental também para a modela-
gem da dispersão de poluentes. A acurácia de cada modelo
depende fortemente da maneira com que os parâmetros
turbulentos são calculados e está relacionada à atual com-
preensão da CLA (Mangia et al., 2002). Além disto, cabe
ressaltar que a modelagem da CLA durante condições con-
vectivas tem sido a maior fonte de incertezas na mode-
lagem numérica de condições meteorológicas e qualidade
do ar. Grande parte da dificuldade decorre da grande gama
de escalas de turbulência que são efetivas na camada limite
convectiva (CLC).

A dispersão de poluentes na CLA tem chamado a
atenção de pesquisadores de muitas formas. Alguns têm
trabalhado com o foco no impacto ambiental e análise de
riscos; outros têm trabalhado nos vários aspectos da mode-
lagem como condições meteorológicas, mecanismos de
dispersão, mecanismos de remoção, características topo-
gráficas, etc. Invariavelmente, a modelagem matemática
tem sido o caso de muitos destes estudos. A importância e a
necessidade de modelagem matemática são bem conheci-
das na comunidade científica. Existem várias aproxima-
ções que têm sido efetivamente usadas para avaliar a dis-
persão de poluentes atmosféricos (Zanetti, 1990; Lin e
Hildemann, 1997; Arya, 1999; Tirabassi, 2003). Na reali-
dade, o fenômeno de difusão turbulenta na atmosfera não
tem uma única formulação, no sentido que nenhuma apro-
ximação que tenha sido proposta tem a capacidade de
explicar todos os fenômenos observados (Arya, 1995). Po-
rém, soluções analíticas ou semi-analíticas de equações são
de fundamental importância no entendimento e descrição
de um fenômeno físico. Além disso, tendo em mente que os
erros inerentes ao modelo matemático são devidos à mode-
lagem matemática do fenômeno físico e a solução da equa-
ção matemática, se observa que a solução analítica, de
alguma maneira, elimina o erro numérico da solução da
equação exceto pelo erro de arredondamento. Como conse-
quência, torna possível fazer uma análise mais real do erro
que aparece na modelagem matemática do fenômeno físico
com menor custo computacional. Neste contexto, a mode-
lagem matemática é uma nova direção científica que usa
amplamente a matemática e a computação científica e está

orientada ao aproveitamento de métodos matemáticos a-
vançados, os quais podem ser utilizados na solução de
problemas de multifísica.

Portanto, o objetivo deste trabalho é realizar uma
análise comparativa de diferentes coeficientes de difusão
usando uma solução semi-analítica tridimensional da equa-
ção de difusão-advecção para simular a dispersão de polu-
entes na atmosfera, com o intuito de contribuir para o
avanço científico em problemas que envolvem a qualidade
do ar, com particular atenção na parametrização da turbu-
lência. Para tal fim, este artigo esta organizado da seguinte
maneira: na seção 2 é apresentada a solução da equação de
difusão-advecção tridimensional estacionária; na seção 3
mostra-se a parametrização utilizada no modelo, incluindo
os coeficientes de difusão verticais, o coeficiente de difusão
lateral e o perfil de vento; a seção 4 apresenta uma breve
descrição dos tradicionais dados do experimento de Copen-
hagen e resultados das simulações, além da avaliação da
convergência numérica do modelo e, finalmente, na seção
5, são mostradas as conclusões do trabalho.

2. Solução da equação tridimensional

estacionária

Considerando-se um sistema Cartesiano de coorde-
nadas em que a direção x coincide com a do vento médio, a
equação de difusão-advecção transiente pode ser escrita
como (Blackadar, 1997):

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

C

t
u

C

x
v

C

y
w

C

z

x
K

C

x y
K

C

y
x y

� � � �

�

�
�

	



� �

�

�
��

	



�� �

�

�
�

	



� �

�
�

�
�z

K
C

z
Sz

(1)

onde C representa a concentração média dos poluentes; u, v

e w são as componentes do vento médio nas direções x, y e
z, respectivamente, e Kx, Ky, Kz são os coeficientes de
difusão turbulenta nas direções x, y e z, respectivamente; S é
o termo fonte/sumidouro.

Considerando-se as seguintes hipóteses simplificati-
vas: estado estacionário; velocidade do vento predominante
na direção do eixo x (v = w = 0) e termo fonte/sumidouro
nulo, a Eq. (1) pode ser reescrita da seguinte forma:
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para 0 < z < h, 0 < y < Ly e x > 0, onde Ly representa um
comprimento na direção y que satisfaça determinada condi-
ção de contorno.

A descrição matemática do problema de dispersão da
Eq. (2) é completada por condições de contorno. Na direção
z, os poluentes são submetidos às condições de contorno de
fluxo zero no solo e no topo da CLC:
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onde h é altura da CLC. Na direção y, têm-se as condições:
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Além das condições acima, assume-se uma fonte
pontual contínua com taxa de emissão Q na altura Hs,
descrita por:

uC y z Q z H y y xs( , , ) ( ) ( )0 00� � � �� � em (3c)

onde � 
 é a função Delta de Dirac, Hs indica a altura da
fonte e y0 indica a posição da fonte na direção transversal.

Para resolver a Eq. (2), considerando-se turbulência
não homogênea na direção vertical, aplica-se o método
ADMM (Moreira e Vilhena, 2009). A idéia desse método
consiste em dividir a CLA em subcamadas, ou seja, o
domínio da variável z é dividido em vários subdomínios. Os
parâmetros que dependem da altura z, tais como os coefi-
cientes de difusão K e o perfil da velocidade do vento u,
assumem valores médios constantes em cada subcamada
(aproximação stepwise). Esta aproximação de valores mé-
dios para o coeficiente de difusão e velocidade do vento
pode ser representada pelas seguintes expressões, respecti-
vamente:
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Salienta-se que Kn e un assumem um valor constante
em zn � z � zn+1 em cada uma das regiões. Desta forma,
têm-se N problemas do mesmo tipo, acoplados por condi-
ções de continuidade de concentração e fluxo nas interfaces
(Eqs. (6)). Assim, considerando-se turbulência não-homo-
gênea, a Eq. (2) é reescrita da seguinte forma:
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com zn � z � zn+1, x > 0; 0 < y < Ly e n = 1, 2,, N, onde N

representa o número total de subcamadas e Cn representa a
concentração na n-ésima subcamada. Supondo contato per-
feito entre as subcamadas nas quais a CLC foi dividida,
consideram-se as condições de continuidade de concen-
tração e fluxo nas interfaces internas:
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Neste momento, para obtenção da solução tridimen-
sional, é possível aplicar o método GITT na direção y na
Eq. (5). O formalismo do método GITT (Generalized Inte-

gral Transform Technique) (Cotta, 1993) começa com a
escolha do problema auxiliar que seja similar ao problema
original e as suas respectivas condições de contorno. Nesse
trabalho, determina-se o problema auxiliar de Sturm-
Liouville da seguinte forma:

�� � � � �� � �i i i yy y y L( ) ( )2 0 0em (7a)

� � �� i yy y L( ) ,0 0em . (7b)

A solução é �i(y) = cos(�iy), onde �i são as raízes
positivas da expressão sen(�iLy) = 0. Assim, �0 = 0 e �i =
i�/Ly. As funções �i(y) e �i são as autofunções e autovalo-
res, respectivamente, associados ao problema de Sturm-
Liouville, satisfazendo a seguinte condição de
ortonormalidade:
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onde Ni é definida como,
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v
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O formalismo da GITT postula que Cn(x, y, z) pode
ser expresso como uma expansão em série de autofunções
ortogonais �i(y) para a direção y, onde i é a ordem dos
correspondentes autovalores �,
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Substituindo-se a Eq. (10) na Eq. (5) obtém-se:
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com (“) indicando derivada de segunda ordem. A partir da
Eq. (7a) conclui-se que �� � �� � �
 
i y y( ) ( )2 e aplicando-se

o operador
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0� na Eq. (11), usando a propriedade

de ortonormalidade, a Eq. (11) pode ser reescrita da seguin-
te forma:
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Para a condição de fonte (Eq. (3c)),
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Após as devidas substituições e integrações,
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Para resolver a Eq. (12), aplica-se a transformada de
Laplace na variável x, denotando por
� �L C x z C s zn nl( , ) � ( , )� . A aplicação da transformada de

Laplace na Eq. (12),
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A Eq. (15) tem solução conhecida. Combinando-se as
Eqs. (15) e (10), considerando-se a inversão numérica da
transformada de Laplace por quadratura Gaussiana, então a
concentração final pode ser escrita da seguinte forma
(maiores detalhes no trabalho de Costa et al., 2006):
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H(z - Hs) é a Função Heaviside e P
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de Peclet, que representa a relação entre o transporte di-

fusivo e o transporte advectivo (Moreira et al., 2005); as
constantes ak e pk são os pesos e as raízes do esquema de
quadratura Gaussiana, tabulados em Stroud e Secrest
(1996); M é o número de pontos da quadratura.

3. Parametrizações

3.1. Coeficientes de difusão verticais

A presença de turbulência é a principal característica
da CLC, pois é responsável pela alta capacidade difusiva.
Esta característica é representada na Eq. (1) pelos coefici-
entes de difusão. A escolha adequada de uma parame-
trização turbulenta representa uma decisão fundamental
para complementar a modelagem do transporte de poluen-
tes na atmosfera, uma vez que, relacionam-se os fenômenos
naturais com os modelos matemáticos, na tentativa de des-
crever a física envolvida no processo. Para avaliar a impor-
tância da difusividade turbulenta vertical ante a solução
semi-analítica tridimensional, testam-se neste trabalho cin-
co parametrizações para uma atmosfera instável.

O primeiro coeficiente de difusão a ser testado foi
proposto por Degrazia et al. (1997) e desenvolvido a partir
da teoria da difusão estatística de Taylor e do espectro de
energia turbulenta, sendo dado por:

K w h
z

h

z

h

z

h

z �
�

�
�

	



� ��

�
�

	



�

� ��

�
�

	



� �

0 22 1

1 4 0

1

3

1

3
,

exp ,

*

0003 8exp
z

h

�

�
�

	



�

!

"
#

$

%
&

(17)

onde h é a altura da camada limite convectiva e w* é a escala
de velocidade convectiva.

A segunda parametrização testada são as expressões
empíricas propostas por Lamb e Durran (Seinfeld e Pandis,
1997), sendo dadas por:
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onde L é o comprimento de Monin-Obukhov e k ( 0,4 é a
constante de Von Kármam.
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O terceiro coeficiente de difusão testado foi o suge-
rido por Degrazia et al. (2001), e válido também para
grandes tempos de difusão, estimado a partir da Teoria
Estatística de Taylor e de propriedades espectrais, dado
por:
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é a taxa de dissipação molecular (Druilhet et al., 1983).
O quarto coeficiente de difusão testado foi desen-

volvido por Ulke (2000), e é expresso por:

K ku h
z

h

z

h

h

L

z

h
z �

�

�
�

	



� ��

�
�

	



� ��

�
�

	



�* 1 1 22

1

4
(24)

onde u* é a velocidade de fricção.
Finalmente, a quinta parametrização usada nas simu-

lações está descrita no trabalho de Pleim (2007) (ACM2), a
qual foi obtida através da combinação de termos que levam
em conta o caráter local e não-local no fechamento da
turbulência. A expressão para tal coeficiente de difusão
vertical, considerando atmosfera sob condições instáveis é
definida como:
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onde a = 7,2; zs = min(z, 0.1h); fconv é o parâmetro que
controla o grau de comportamento local vs. não-local.

3.2. Coeficiente de difusão lateral

O coeficiente de difusão lateral foi modelado a partir
da expressão proposta por Tangermann (1978), da seguinte
forma:

K Ky z� max (29)

onde Kz é o coeficiente de dispersão vertical proveniente
das expressões anteriores, onde apresenta o seu valor
máximo.

Apesar da solução do modelo matemático
explicitamente levar em conta a difusão longitudinal, este
trabalho não levou em consideração este termo, despre-
zando-se as condições de vento fraco (Kx = 0).

3.3. Perfil vertical do vento

Neste estudo o perfil vertical da velocidade média do
vento é parametrizado de acordo com a equação de simila-
ridade (Panofsky e Dutton, 1988), definida como:
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onde z0 é o comprimento de rugosidade do terreno, zb =
min[+L�, 0.1h] e ,m é a função estabilidade expressa por
(Paulson, 1970):
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4. Dados experimentais e Resultados

A fim de verificar-se a consistência física do modelo,
o presente trabalho têm como base os tradicionais dados
experimentais de Copenhagen descrito nos trabalhos de
Gryning e Lyck (2002). Os experimentos foram realizados
ao norte da cidade de Copenhagen, onde o gás traçador
Hexafluoreto de Enxofre (SF6) foi liberado, sem empuxo,
de uma torre de 115 m de altura e coletado ao nível do solo
(z ~ 0). As unidades de amostragem foram posicionadas em
distâncias de 2-6 km do ponto de lançamento. A liberação
do traçador teve início 1 h antes da amostragem e parou ao
final do mesmo período de 1 h. A região do experimento era
plana com um comprimento de rugosidade de 0,6 m. Cabe
ressaltar que poucos trabalhos na literatura apresentam re-
sultados com dados tridimensionais de concentração do
experimento de Copenhagen, os quais normalmente usam
somente os dados bidimensionais. A Tabela 1 abaixo mos-
tra os dados micrometeorológicos usados nas simulações
do presente trabalho.

Na Tabela 1 a altura da camada limite atmosférica h

foi estimada a partir de dados de radiossondagem, as quais
foram realizadas próximas da torre de lançamento do traça-
dor. O comprimento de Monin-Obukhov L foi determinado
segundo um método idealizado por Golder (1972), no qual

522 Um Estudo Comparativo Entre Coeficientes de Difusão Verticais na Simulação da Dispersão de Poluentes...



conhecendo-se o número de Richardson Ri se pode estimar
L através da relação L-1 = Ri/z.

Uma avaliação do vento medido experimentalmente
comparado com a Eq. (30) é mostrada na Fig. 1. Uma
medida foi obtida a 10 m e outra na altura da fonte, 115 m.
Observa-se uma boa concordância dos valores de vento
medidos e fornecidos pela Eq. (30).

A Fig. 2 mostra o gráfico da concentração ao nível do
solo em função da distância da fonte usando os dados do
Experimento 8 de Copenhagen com as várias parametri-
zações. Observa-se que para distâncias acima de 5 km a
concentração gerada por todas as parametrizações tendem a
valores similares. A menor distância em que foi medida a
concentração no Experimento de Copenhagen foi 1900 m.
Portanto, a concentração máxima para a todas as parame-
trizações usadas neste trabalho foi obtida para distâncias
menores. As parametrizações de Ulke e Degrazia et al.

(1997) apresentam comportamentos muito similares, inclu-
sive na localização da concentração máxima (~ 500 m). A
parametrização de Lamb e Durran apresenta o valor de

concentração máxima similar, porém a localização do má-
ximo é em torno de 100 m. Da mesma forma, a localização
do máximo para as parametrizações de Pleim e Degrazia et

al. (2001) são similares (~ 100 m), entretanto esta última
apresenta o maior valor de concentração de pico.

A Fig. 3 mostra o gráfico de espalhamento dos dados
de concentrações observadas (Co) no experimento em com-
paração com os dados de concentrações preditas (Cp) pelo
modelo, normalizadas pela taxa de emissão Q, de acordo
com as diferentes parametrizações para o coeficiente de
difusão vertical considerando a CLA dividida em regiões
de 5 m.

Observa-se na Fig. 3 uma boa concordância dos resul-
tados obtidos pelo modelo de dispersão com aos coefi-
cientes de difusão propostos por Ulke (2000), Degrazia et

al. (1997), Degrazia et al. (2001) e Lamb e Durran
(Seinfeld e Pandis, 1997). Os resultados de concentração
obtidos com a formulação de Pleim (2007) não apresen-
taram um bom desempenho, seja por superestimação ou
subestimação em alguns casos (resultados fora da linha
pontilhada indicam que não estão entre 0,5 e 2).

A comparação entre os dados de concentração simu-
lados no modelo com os dados observados nos experi-
mentos de Copenhagen também pode ser feita a partir da
análise de indicadores estatísticos propostos por Hanna
(1989), os quais são definidos como:

Nmse (Erro Quadrático Médio Normalizado) =

( )C C C Co p o p� 2 ;

Fa2 = fração de dados (%) que estão entre
0 5 2, ( / )� �C Cp o ;
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Tabela 1 - Parâmetros micrometeorológicos dos experimentos de Copen-
hagen.

Exp. u (m/s) u* (m/s) L (m) w* (m/s) h (m)

1 3,4 ,36 -37 1,8 1980

2 10,6 ,73 -292 1,8 1920

3 5,0 ,38 -71 1,3 1120

4 4,6 ,38 -133 0,7 390

5 6,7 ,45 -444 0,7 820

6 13,2 1,05 -432 2,0 1300

7 7,6 ,64 -104 2,2 1850

8 9,4 ,69 -56 2,2 810

9 10,5 ,75 -289 1,9 2090

Figura 1 - Perfil de velocidade obtida pela Eq. (30) comparada com a
obtida experimentalmente na torre de emissão do traçador.

Figura 2 - Concentração ao nível do solo em função da distância da fonte
usando dados do Experimento 8 de Copenhagen.



Cor (coeficiente de correlação) =

( )( ) /C C C Co o p p o p� � . . ;

Fb = ( ) / , ( )C C C Co p o p� �0 5 ;

Fs = ( ) / , ( ). . . .o p o p� �0 5
onde Co e Cp são as concentrações observadas e preditas
pelo modelo, respectivamente, e . é o desvio padrão. Os
valores ótimos são: Nmse, Fb e Fs iguais a 0 e Fa2 e Cor
iguais a 1.

A Tabela 2 apresenta os resultados dos indicadores
estatísticos obtidos a partir da solução tridimensional de
acordo com os diferentes coeficientes de difusão vertical.

Através da Tabela 2 é possível observar que os resul-
tados obtidos com a inserção das parametrizações no mode-
lo de dispersão propostas por Degrazia et al. (2001) e Lamb
e Durran (Seinfeld e Pandis, 1997) apresentaram forte cor-
relação com os dados experimentais, pois o índice es-
tatístico Cor resultou em valores acima de 0,90 (ou 90%).
As parametrizações sugeridas por Ulke (2000) e Degrazia

et al. (1997) apresentaram um valor relativamente menor,
mas também satisfatório. De forma geral, os resultados
estatísticos são comparáveis para quase todas as parame-
trizações, pois se interceptam no limite de confiança (não
mostrado), exceto a parametrização de Pleim (2007).

4.1. Análise da convergência

Uma tarefa importante é a demonstração da conver-
gência da inversão numérica da transformada de Laplace e
do somatório do número de autovalores. Neste sentido, a
Fig. 4 apresenta o comportamento da convergência da solu-
ção do modelo, de acordo com a parametrização proposta
por Degrazia et al. (2001), usando dados do experimento
número 8 de Copenhagen (detalhes em Gryning e Lyck
(2002)). Para tal verificação, foram considerados 4, 8 e 16
pontos (Np) para o esquema de quadratura Gaussiana;
NA = 150 autovalores e distâncias da fonte de x = 500 m,
x = 3000 m e x = 8000 m. As discretizações verticais
testadas foram: /z = 5 m, /z = 30 m e /z = 50 m.

Uma análise geral do processo de convergência da
solução atenta para uma dificuldade de se atingir a conver-
gência para posições localizadas mais distantes da fonte.
Pode-se observar na Fig. 4, que a convergência da solução
ocorre para menores valores de NA mais rapidamente consi-
derando Np = 16, /z = 5 m e distância x = 500 m. De modo
geral, como esperado, a variação da discretização afeta a
convergência de acordo com os números de pontos para o
esquema de quadratura Gaussiana. Ou seja, para distâncias
maiores deve-se ter uma maior resolução (/z menor) com
maior número de pontos da quadratura.

5. Resumo e Conclusões

Neste trabalho, foi investigada a sensibilidade de uma
solução semi-analítica da equação de difusão-advecção tri-
dimensional e estacionária na estimativa de concentrações
de poluentes para diferentes parametrizações do coeficiente
de difusão vertical em condições moderadamente instáveis.
As simulações e comparações feitas com o modelo de
dispersão sugerem melhores resultados estatísticos para o
coeficiente de difusão proposto por Degrazia et al. (2001).
Entretanto, as outras parametrizações também apresentam
resultados comparáveis, com exceção da parametrização de
Pleim (2007). Tal afirmativa é comprovada por indicadores
estatísticos, onde é possível observar um melhor coefi-
ciente de correlação (94%) aliado a um maior fator de dois
(91%), enquanto a parametrização de Pleim (2007) apre-
sentou o mais baixo coeficiente de correlação (47%), fator
de dois (43%) e o mais alto erro quadrático médio norma-
lizado (0,77). Este é um resultado importante devido ao fato
que esta parametrização é usada no modelo de mesoescala
WRF de forma operacional.

A análise da convergência da solução tridimensional
mostrou que melhores resultados são obtidos quando se
aumenta a resolução espacial vertical com o aumento do
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Figura 3 - Gráfico de espalhamento dos dados de concentrações
observadas (Co) com os dados de concentrações preditas (Cp) pelo modelo
para as diferentes parametrizações.

Tabela 2 - Indicadores estatísticos de desempenho da solução tridimen-
sional considerando-se as diferentes parametrizações.

Parametrização Nmse Cor Fa2 Fb Fs

Ulke 0,28 0,86 0,87 0,17 0,74

Degrazia et al. (1997) 0,31 0,89 0,87 0,22 0,76

Lamb e Durran 0,59 0,92 0,74 0,48 0,84

Degrazia et al. (2001) 0,34 0,94 0,91 0,31 0,74

Pleim 0,77 0,47 0,43 0,34 0,18



número de pontos da quadratura. É importante frisar que a

aproximação stepwise de uma função contínua converge

para uma função contínua quando os passos individuais

(discretização) se aproximam de zero. Além disto, a solu-

ção mostrada é semi-analítica no sentido que as únicas

aproximações consideradas ao longo de sua derivação são a

aproximação stepwise dos coeficientes e a inversão numé-

rica da transformada de Laplace.

Finalmente, é importante salientar que o modelo pro-
posto obtém a concentração tridimensional para valores
praticamente contínuos na direção vertical (dependendo da
discretização utilizada). Desta forma, a solução semi-analí-
tica tridimensional da equação de difusão-advecção mos-
trada neste trabalho, com uma correta parametrização do
coeficiente de difusão vertical, é uma poderosa ferramenta
para o cálculo de concentrações, possibilitando um melhor
entendimento do processo de dispersão de poluentes com o
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Figura 4 - Convergência numérica da solução considerando a parametrização de Degrazia et al. (1997), o experimento 8 de Copenhagen, Np = 4, 8 e 16 e
distâncias da fonte 500, 3000 e 8000 m.



menor esforço computacional devido às características ana-
líticas do modelo.
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