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ABSTRACT

This paper is concerned with piecewise-linear functions
as Lyapunov function candidates for stability analy-
sis of time-invariant discrete-time linear systems with
saturating closed-loop control inputs. New necessary
and sufficient conditions for positive definite piecewise-
linear functions be Lyapunov functions are presented.
A computational procedure is proposed for determina-
tion of such Lyapunov functions and associated polyhe-
dral regions of local asymptotic stability. Compared to
Minkowski functions, piecewise-linear functions present
strictly better performance, being naturally more flexi-
ble and better adapted to the radially variable dynamic
behavior of saturated systems.

KEYWORDS: Discrete-time systems, saturation, stabil-
ity, Lyapunov functions, piecewise-linear functions, lin-
ear programming.

RESUMO

Este trabalho trata de funções de Lyapunov lineares por
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partes para análise de estabilidade de sistemas lineares
discretos no tempo com entradas saturáveis. São apre-
sentadas novas condições necessárias e suficientes para
funções lineares por partes positivas definidas serem fun-
ções de Lyapunov. Um procedimento computacional é
proposto para determinação dessas funções de Lyapu-
nov e suas correspondentes regiões de estabilidade as-
sintótica. Comparadas às funções de Minkowski, as fun-
ções lineares por partes apresentam desempenho estrita-
mente superior e são naturalmente mais flex́ıveis e adap-
tadas ao comportamento dinâmico radialmente variável
dos sistemas saturados.

1 INTRODUÇÃO

Saturação é provavelmente a não linearidade mais co-
mum em engenharia de controle. Ela é usualmente cau-
sada por limite de tamanho de componentes, potência
dispońıvel e geralmente é associada a amplificadores e
atuadores (Slotine e Li, 1981). O estudo de sistemas li-
neares com saturação deve frequentemente considerar o
comportamento não linear do sistema para evitar re-
sultados conservativos (Romanchuck, 1996), (Bitsoris
e Gravalou, 1995). Trabalhos recentes (Tarbouriech e
Silva Jr., 1997), (Silva Jr. e Tarbouriech, 1999), (Milani,
1999), propoem métodos construtivos para determina-
ção de regiões poliedrais convexas de estabilidade assin-
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tótica local e comportamento não linear, para sistemas
lineares invariantes, discretos no tempo, com entradas
de controle em malha fechada saturáveis. Os métodos
propostos são baseados no conceito de conjuntos con-
tractivos. É bem conhecido (Silva Jr. e Tarbouriech,
1999), (Blanchini, 1999), que poliedros contractivos são
regiões de estabilidade assintótica associadas a funções
de Lyapunov dentro da classe particular de funções li-
neares por partes denominadas funções de Minkowski:

Ψ(x) = max
1≤i≤r

gix (1)

onde x ∈ �n, gi é a iésima linha de G ∈ �r×n e o
poliedro Gx ≤ 1 é limitado.

Este artigo amplia resultados prévios em (Silva Jr. e
Tarbouriech, 1999), (Milani, 1999), considerando fun-
ções de Lyapunov numa classe mais geral de funções
lineares por partes:

Ψ(x) = max
1≤i≤r

gix + ci (2)

onde x ∈ �n e gi, ci são iésimas linhas de G ∈ �r×n,
c ≤ 0 ∈ �r, respectivamente.

São obtidas novas condições necessárias e suficientes
para funções lineares por partes definidas positivas se-
rem funções de Lyapunov de sistemas lineares invarian-
tes, discretos no tempo, com entradas de controle em
malha fechada saturáveis. Baseada em formulação de
programação linear dessas condições necessárias e su-
ficientes, considerando o comportamento não linear do
sistema em malha fechada, é proposto um procedimento
para determinação de funções de Lyapunov lineares por
partes e suas correspondentes regiões de estabilidade as-
sintótica. Um exemplo numérico compara o desempe-
nho das funções lineares por partes com o das funções
de Minkowski, na determinação de regiões de estabili-
dade assintótica de um sistema com controles em malha
fechada saturáveis.

Notação: para duas matrizes reais n × m, A = (aij) e
B = (bij), A ≤ B é equivalente a aij ≤ bij para todo i,
j tal que 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ m. Para ε ≥ 0, o conjunto
εΩ é definido como {x = εy, y ∈ Ω}.

2 PRELIMINARES

Considere o sistema discreto no tempo

x(k + 1) = f(x(k)) (3)

onde f : �n → �n é possivelmente não linear.

Definição 2.1: Um conjunto não vazio Ω, definido no
espaço de estado do sistema (3), é λ-contractivo com

respeito ao sistema (3) se existe 0 ≤ λ < 1 tal que se
x(k) ∈ εΩ então x(k + 1) ∈ ελΩ para todo 0 ≤ ε ≤ 1.

Definição 2.2: Uma função cont́ınua Ψ : �n → � é
definida positiva se

Ψ(0) = 0 ; Ψ(x) > 0 se x �= 0

Existem várias definições propostas na literatura para
funções de Lyapunov, cada uma delas motivadas por um
problema espećıfico. A definição a seguir, apresentada
em (Blanchini, 1999), é conveniente para os objetivos
deste trabalho.

Definição 2.3: Uma função definida positiva Ψ : �n →
� é uma função de Lyapunov para (3), na bola unitária
B1 = {x : Ψ(x) ≤ 1}, se para todo x ∈ B1, Ψ(f(x)) ≤
λΨ(x) vale para algum 0 ≤ λ < 1. A bola B1 é uma
região de estabilidade assintótica de (3) com ı́ndice de
convergência λ.

Definição 2.4: O eṕıgrafo da função Ψ : X → �, X ⊂
�n, é o conjunto E(Ψ) ⊂ �n+1 (Mangasarian, 1974):

E(Ψ) = {(x, ζ) : x ∈ X , ζ ∈ �, Ψ(x) ≤ ζ}

Lema 2.1: Sejam as funções cont́ınuas Ψ1 : X → �,
Ψ2 : X → �, X ⊂ �n . Ψ2(x) ≤ Ψ1(x) para todo
x ∈ X se e somente se seus eṕıgrafos satisfazem E(Ψ1) ⊂
E(Ψ2).

Prova: Suficiência: Se E(Ψ1) ⊂ E(Ψ2), então, de
acordo com a Definição 2.4, Ψ2(x) ≤ ζ vale para todo
x ∈ X tal que Ψ1(x) ≤ ζ, ζ ∈ �. Logo, tomando
Ψ1(x) = ζ, tem-se Ψ2(x) ≤ Ψ1(x) para todo x ∈ X .
Necessidade: Se E(Ψ1) �⊂ E(Ψ2), então, de acordo com
a Definição 2.4, existe x1 ∈ X tal que Ψ1(x1) ≤ ζ e
Ψ2(x1) > ζ. Fazendo Ψ1(x1) = ζ, tem-se Ψ2(x1) >
Ψ1(x1), que contradiz Ψ2(x) ≤ Ψ1(x) para todo x ∈ X .
�

Baseado na Definição 2.4 e Lema 2.1, o Corolário a se-
guir fornece uma caracterização geométrica para funções
de Lyapunov.

Corolário 2.1: Uma função definida positiva Ψ(x) é
uma função de Lyapunov do sistema (3), na bola uni-
tária Ψ(x) ≤ 1, se e somente se existe 0 ≤ λ < 1 tal
que:

E(Ψ) ⊂ E(λ−1Ψf ) (4)

onde E(Ψ), E(λ−1Ψf) são eṕıgrafos em Ψ(x) ≤ 1 das
funções Ψ(x), λ−1Ψ(f(x)), respectivamente.

Prova: De acordo com a Definição 2.3, Ψ(x) é uma
função de Lyapunov de (3), em Ψ(x) ≤ 1, se e somente
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se existe 0 ≤ λ < 1 tal que:

Ψ(f(x)) ≤ λΨ(x) ; Ψ(x) ≤ 1 (5)

Aplicando o Lema 2.1 em (5), tem-se:

E(Ψ) ⊂ E(λ−1Ψf )

�

Definição 2.5: Seja Ω ⊂ �n um conjunto convexo,
limitado, fechado, contendo a origem em seu interior.
A função de Minkowski Ψ : �n → � de Ω é dada por
(Blanchini, 1999):

Ψ(x) = min
ε≥0

ε s.a. x ∈ εΩ (6)

A função de Minkowski (6) é definida positiva. Como
Ψ(µx) = µΨ(x) para µ > 0, suas superf́ıcies de ńıvel são
obtidas escalonando a fronteira de Ω (Blanchini, 1999).

Corolário 2.2: A função de Minkowski Ψ(x) (6) é uma
função de Lyapunov do sistema (3), na bola Ψ(x) ≤ 1, se
e somente se o conjunto Ω é λ-contractivo com respeito
ao sistema (3).

Prova: De acordo com o Lema 2.1, Ψ(x) (6) é uma
função de Lyapunov de (3), em Ψ(x) ≤ 1, se e somente
se existe 0 ≤ λ < 1 tal que:

E(Ψ) ⊂ E(λ−1Ψf ) (7)

De (3),(6) e Definição 2.4 pode ser verificado que:

E(Ψ) = {(x, ε) : x ∈ εΩ , 0 ≤ ε ≤ 1}

E(λ−1Ψf ) = {(x, ε) : f(x) ∈ λεΩ ,

0 ≤ ε ≤ 1}

(8)

De (3), (8) e Definição 2.1, pode ser verificado que (7)
vale se e somente se Ω é λ-contractivo. �

Considere o sistema linear discreto no tempo represen-
tado pelas equações de estado e restrições:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) (9)

−ǔ ≤ u ≤ û ; ǔ, û ≥ 0 (10)

onde x(k) ∈ �n e u(k) ∈ �m, são variáveis de estado
e controle respectivamente. A, B, ǔ, û, são reais com
dimensões apropriadas. Seja a lei de controle em malha
fechada saturável:

u(k) = sat(Fx(k)) (11)

onde F ∈ �m×n é constante e as componentes de
sat(Fx) são dados por:

sat(Fx)i =




−ǔi se fix < −ǔi

fix se −ǔi ≤ fix ≤ ûi

ûi se fix > ûi

(12)

onde fi denota a iésima linha da matriz F .

De (9), (11), o sistema em malha fechada é dado pelo
modelo não linear:

x(k + 1) = Ax(k) + Bsat(Fx(k)) (13)

Considerando x ∈ �n, cada uma das m componentes de
(12) tem 3 posśıveis estados: saturado no limite inferior,
não saturado e saturado no limite superior. Consequen-
temente, �n pode ser decomposto em j = 1 : 3m regiões
S(Rj , dj) ⊂ �n, chamadas de regiões de saturação (Silva
Jr. & Tarbouriech, 1999), dadas pelos poliedros:

S(Rj , dj) = {x ∈ �n; Rjx ≤ dj} (14)

Rj =




Fns

−Fns

−Fsu

Fsl


 ; dj =




ûns

ǔns

−ûsu

−ǔsl


 (15)

onde Fns, ûns, ǔns, Fsu, ûsu, Fsl, ǔsl, são matrizes e
vetores formados apropriadamente pelas linhas de F , û,
ǔ e relacionadas, respectivamente, com as componentes
não saturadas, saturadas no limite superior e saturadas
no limite inferior, que caracterizam a região. Dentro de
cada região de saturação S(Rj , dj), o sistema de malha
fechada (13) é representado pelo modelo linear (Silva Jr.
& Tarbouriech, 1999):

x(k + 1) = Ajx(k) + pj

Aj = [A + BnsFns]

pj = Bsuûsu − Bslǔsl

(16)

onde Bns, Bsu e Bsl são matrizes apropriadamente for-
madas pelas colunas de B relacionadas com Fns, ûsu,
ǔsl, respectivamente.

A t́ıtulo ilustrativo, para o sistema de malha fechada
(13) com uma entrada de controle saturável, as regiões
de saturação de sat(Fx) e o modelo linear por partes
são:
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Região 1: −ǔ ≤ u ≤ û

R1 =
[

F
−F

]
; d1 =

[
û
ǔ

]

A1 = A + BF ; p1 = 0

Região 2: u ≥ û

R2 = −F ; d2 = −û

A2 = A ; p2 = Bû

Região 3: u ≤ −ǔ

R3 = F ; d3 = −ǔ

A3 = A ; p3 = −Bǔ

No resto deste trabalho, será designado j = 1 para a
região de comportamento linear de sat(Fx).

3 FUNÇÕES DE LYAPUNOV LINEARES
POR PARTES

Seja a função linear por partes (FLP):

Ψ(x) = max
1≤i≤r

w−1
i {gix + ci} (17)

onde x ∈ �n e wi, gi, ci são as iésimas linhas de w >
0 ∈ �r, G ∈ �r×n, c ≤ 0 ∈ �r, respectivamente. Pode-
se verificar que a função Ψ(x) (17) é também definida
como:

Ψ(x) = min
ε∈�

ε s.a. Gx + c ≤ wε (18)

Proposição 3.1: A FLP Ψ(x) (17), (18) é positiva de-
finida se e somente se existe uma matriz de permutação
P tal que:

P
[

G c w
]

=


 G̃1 c̃1 w̃1

G̃2 c̃2 w̃2




c̃1 = 0 ; c̃2 < 0

(19)

e o poliedro G̃1x ≤ w̃1 é limitado.

Prova: Note que permutações de linhas da matriz[
G c w

]
não mudam o valor de Ψ(x). Inspecio-

nando (17) pode-se verificar que Ψ(0) = 0 se e somente
se c ≤ 0 com pelo menos uma componente zero. Conse-
quentemente, existe uma matriz de permutação P dando
(19). De (17), (18), (19), pode ser verificado que:

Ψ(x) ≥ Ψ1(x)

Ψ1(x) = min
ε∈�

ε s.t. G̃1x ≤ w̃1ε (20)

Notando que c̃2 < 0, de (18), (19), pode ser também
verificado que para um ε1 > 0, suficientemente pequeno,
vale o seguinte:

Ψ(x) = Ψ1(x) ; x ∈ G̃1x ≤ w̃1ε1 (21)

De (20), pode ser verificado que Ψ1(x) é uma função
de Minkowski, que é definida positiva se e somente se
G̃1x ≤ w̃1 é limitada (ver Definição 2.5). De (20), (21),
pode-se verificar que Ψ(x) é positiva definida se e so-
mente se Ψ1(x) é definida positiva, concluindo a prova.
�

Aplicando Definição 2.4, pode ser verificado que o eṕı-
grafo da FLP Ψ(x) (17), definida na bola Ψ(x) ≤ 1 é
dado por:

E(Ψ) = S(G, c, w) = {(x, ε) ∈ �n+1 :

Gx + c ≤ wε ; 0 ≤ ε ≤ 1}
(22)

Similarmente, pode ser também verificado que para o
sistema de malha fechada (13), o eṕıgrafo de λ−1Ψ(f(x))
definido na bola Ψ(x) ≤ 1 é dado por:

E(λ−1Ψf) = {(x, ε) ∈ �n+1 :

G[Ax + Bsat(Fx)] + c ≤ λwε

0 ≤ ε ≤ 1}

(23)

Proposição 3.2: Uma FLP positiva definida Ψ(x) (17),
(18), é uma função de Lyapunov para (13), na bola
Ψ(x) ≤ 1, se e somente se existe 0 ≤ λ < 1 tal que
os eṕıgrafos (22), (23), satisfazem a relação de inclusão:

E(Ψ) ⊂ E(λ−1Ψf ) (24)

Prova: Imediata aplicando Corolário 2.1. �

Proposição 3.3: Uma FLP positiva definida Ψ(x) (17),
(18), é uma função de Lyapunov para (13), na bola
Ψ(x) ≤ 1, se e somente se para as j = 1 : 3m regiões de
saturação (14), (15), (16), existe um 0 ≤ λ < 1 tal que

[
GAj −λw

]
 x

εj


 ≤ −Gpj − c (25)

vale para quaisquer εj, x satisfazendo:



G −w
Rj 0
0 1
0 −1





 x

εj


 ≤




−c
dj

1
0


 (26)
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ou, em outras palavras, se e somente se existe 0 ≤ λ < 1
tal que o poliedro (26) é um subconjunto do poliedro
(25).

Prova: Da Proposição 3.2 tem-se:

E(Ψ) ⊂ E(λ−1Ψf ) (27)

Notando que

�n =
j=3m⋃
j=1

S(Rj , dj) (28)

E(Ψ) = E(Ψ) ∩ (�n × �) (29)

temos

E(Ψ) =
j=3m⋃
j=1

E(Ψ) ∩ (S(Rj , dj) × �) (30)

Portanto (27) vale se e somente se para j = 1 : 3m

tivermos:

E(Ψ) ∩ (S(Rj , dj) ×�) ⊂ E(λ−1Ψf ) (31)

Para x ∈ S(Rj , dj), de (16), (23), pode ser verificado
que E(λ−1Ψf ) corresponde ao poliedro:

[
GAj −λw

] [
x
εj

]
≤ −Gpj − c (32)

De (14), (15), (22), pode-se verificar que E(Ψ) ∩
(S(Rj , dj) × �) corresponde ao poliedro:




G −w
Rj 0
0 1
0 −1




[
x
εj

]
≤




−c
dj

1
0


 (33)

concluindo a prova. �

O Corolário a seguir é uma formulação primal de pro-
gramação linear da Proposição 3.3 (Bazaraa et al, 1990).

Corolário 3.1: Uma FLP positiva definida Ψ(x) (17),
(18), é uma função de Lyapunov para (13), na bola
Ψ(x) ≤ 1, se e somente se existe 0 ≤ λ < 1 tal que:

max
i,j

{σi
j} ≤ 0 (34)

1 ≤ i ≤ r ; 1 ≤ j ≤ 3m

onde σi
j são obtidos resolvendo os seguintes programas

lineares independentes fact́ıveis:

σi
j = max

x,ε
giAjx − λwiε + gipj + ci

Gx − wε ≤ −c

Rjx ≤ dj

0 ≤ ε ≤ 1

(35)

onde gi, ci, wi, são iésimas linhas de G, c, w, respecti-
vamente e Rj, dj, Aj , pj são relacionadas às regiões de
saturação e modelos lineares por partes (14)-(16). Se-
jam εi

j, xi
j soluções ótimas relacionadas a um σi

j > 0.
Isto indica que xi

j, ε
i
j ∈ E(Ψ) estão fora da iésima face

de E(λ−1Ψf ) (23), (24) na jésima região de saturação:

giAjx − λwiε
i
j ≤ −gipj − ci (36)

Prova: Inspecionando (25), (26), pode-se verificar que
a Proposição 3.3 é satisfeita se e somente se

giAjx − λwiεj ≤ −gipj − ci

j = 1 : 3m ; i = 1 : r
(37)

vale para todos εj, x que satisfazem (26). Em outras
palavras,

max
x,ε

(giAjx − λwiε + gipj + ci) ≤ 0 (38)




G −w
Rj 0
0 1
0 −1





 x

ε


 ≤




−c
dj

1
0




tem que valer para i = 1 : r e j = 1 : 3m. Pode-se verifi-
car que os programas lineares (38) são equivalentes aos
programas (34), (35). Sejam σi

j εi
j, xi

j, respectivamente,
ı́ndice de desempenho e soluções ótimos dos programas
lineares (38). De (31),(38) pode-se também verificar que
σi

j > 0 indica que xi
j, ε

i
j ∈ E(Ψ) estão fora da iésima

face de E(λ−1Ψf ) na jésima região de saturação (36),
concluindo a prova. �

É oportuno enfatizar que o Corolário 3.1 é computaci-
onalmente muito eficiente, capaz de tratar efetivamente
problemas de grande porte. Ele corresponde a um con-
junto de problemas de programação linear convencionais
para os quais existem poderosas ferramentas computa-
cionais (Bazaraa et al, 1990).

4 REGIÕES DE ESTABILIDADE ASSIN-
TÓTICA LOCAL

A seguir, uma FLP Ψ(x) (17), (18), será representada
como Ψ[G, c, w].

Dentro da região de comportamento linear S(R1, d1) do
sistema (13), o supremo poliedro λ-contractivo Glx ≤ wl
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contido em S(R1, d1) é uma região poliedral de estabi-
lidade assintótica local. A função de Lyapunov associ-
ada é o caso particular de FLP Ψ[Gl, 0, wl] chamada de
função de Minkowski (ver Definição 2.1, Definição 2.5,
Corolário 2.2). Métodos eficientes para obtenção de po-
liedros λ-contractivos supremos são dados em (Dórea e
Hennet, 1999).

Considere agora uma FLP definida positiva cuja bola
unitária tem intersecção com a região de controle não
linear do sistema (13). De acordo com a Proposição 3.2,
Ψ[G, c, w] é uma função de Lyapunov para o sistema
(13) se e somente se os eṕıgrafos (22), (23), satisfazem
a relação de inclusão E(Ψ) ⊂ E(λ−1Ψf ) ou equivalente-
mente

E(Ψ) ∩ E(λ−1Ψf ) = E(Ψ) (39)

Se (39) não for satisfeita, a próxima candidata a função
de Lyapunov deveria ser a FLP derivada da intersecção
E(Ψ)∩E(λ−1Ψf ). Contudo, devido à não linearidade da
lei de controle saturada (12), o eṕıgrafo E(λ−1Ψf ) (23)
não é convexo. Portanto, não é posśıvel garantir a conve-
xidade do conjunto intersecção resultante, complicando
a obtenção da FLP. Para contornar esta dificuldade, ba-
seado na Proposição 3.2 e Corolário 3.1, o seguinte pro-
cedimento computacional é proposto para determinação
de uma função de Lyapunov FLP para o sistema (13),
cuja correspondente região de estabilidade assintótica lo-
cal tem intersecção com a região de controle não linear.
Grosso modo, a seguinte tarefa é executada recursiva-
mente: dada a função de Lyapunov Ψ[Ga, ca, wa] e sua
FLP “expandida”Ψ[Ga, ca, δwa], obter a função de Lya-
punov Ψ[G, c, w] tal que Ψ[Ga, ca, wa] ≥ Ψ[G, c, w] ≥
Ψ[Ga, ca, δwa]. Para obtenção de Ψ[G, c, w], começar
com Ψ[G, c, w] = Ψ[Ga, ca, δwa] e recursivamente atu-
alizar Ψ[G, c, w], fazendo a itersecção de seu eṕıgrafo
E(Ψ) = S(G, c, w) (22) com planos de corte relaciona-
dos às faces do eṕıgrafo E(λ−1Ψf ) (23) que não satis-
fazem ao Corolário 3.1. Para uma descrição detalhada,
ver Procedimento 1 no Apêndice.

5 EXEMPLO NUMÉRICO

Considere o seguinte sistema com controle em malha
fechada saturável, considerado em (Tarbouriech e Silva
Jr., 1997):

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)

−ǔ ≤ u ≤ û

u(k) = sat(Fx(k))
(40)

A =
[

0.8 0.5
−0.4 1.2

]
; B =

[
0

1.0

]
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Figura 1: Bolas unitárias de funções de Lyapunov

ǔ = û = 7.0 ; F =
[

0.2888 −1.8350
]

Sejam:

• λ = .998: ı́ndice de convergência;

• Ψ[Gl, 0, wl]: função de Lyapunov do tipo
Minkowski, associada ao supremo poliedro λ-
contractivo com respeito a (40), contido na região
de controle linear;

• Ψ[Gm, 0, wm]: função de Lyapunov do tipo Min-
kowski, obtida pelo Procedimento 1 no Apêndice,
com coeficiente de expansão δ = 1.5, começando de
Ψ[Gl, 0, wl] e forçando c = 0;

• Ψ[Gpw, cpw, wpw]: função de Lyapunov do tipo
FLP, obtida pelo Procedimento 1 no Apêndice, com
coeficiente de expansão δ = 1.5, começando de
Ψ[Gl, 0, wl];

• Sl, Sm e Spw : regiões de estabilidade assintó-
tica locais correspondentes às bolas unitárias das
funções de Lyapunov Ψ[Gl, 0, wl], Ψ[Gm, 0, wm] e
Ψ[Gpw, cpw, wpw], respectivamente.

Pode ser verificado na Figura 1 que Sm e Spw, constrúı-
das pelo Procedimento 1, são bem maiores que a região
de partida Sl, mostrando assim a eficácia do procedi-
mento de construção proposto. A Região Spw é estrita-
mente maior que a região Sm, mostrando que funções de
Lyapunov do tipo FLP podem efetivamente dar resulta-
dos menos conservativos que as funções de Minkowski.

As Figuras 2 e 3 mostram as superf́ıcies de ńıvel das
funções de Lyapunov Ψ[Gpw, cpw, wpw] e Ψ[Gm, 0, wm],
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Figura 2: Superf́ıcies de ńıvel de Ψ[Gpw, cpw, wpw]
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Figura 3: Superf́ıcies de ńıvel de Ψ[Gm, 0, wm]

respectivamente. A forma variável das superf́ıcies de ńı-
vel de Ψ[Gpw, cpw, wpw], comparada com a forma fixa
das superf́ıcies de Ψ[Gm, 0, wm], mostra que as FLPs
são naturalmente mais flex́ıveis e melhor adaptadas que
as funções de Minkowski, ao comportamento dinâmico
radialmente variável dos sistemas saturados. Pode tam-
bém ser verificado nessas figuras que o melhor resultado
da FLP é obtido às custas de representação mais com-
plexa: a FLP Ψ[Gpw, cpw, wpw] tem mais faces que a
função de Minkowski Ψ[Gm, 0, wm].

6 CONCLUSÃO

Este trabalho tratou de FLPs como candidatas a fun-
ções de Lyapunov de sistemas discretos no tempo com
controle em malha fechada saturável. Foram obtidas

novas condições necessárias e suficientes para uma FLP
ser função Lyapunov. Baseado em uma formulação de
programação linear dessas condições, um procedimento
computacional efetivo, pouco conservativo, foi proposto
para determinação de funções de Lyapunov do tipo FLP
e suas correspondentes regiões de estabilidade local as-
sintótica. O exemplo numérico mostrou que funções de
Lyapunov do tipo FLP, apresentam desempenho estri-
tamente melhor que funções de Lyapunov do tipo Min-
kowski, na análise de estabilidade do comportamento
não linear de sistemas discretos no tempo, com contro-
les saturáveis. O melhor desempenho ocorre porque as
FLPs são naturalmente mais flex́ıveis e melhor adap-
tadas ao comportamento dinâmico radialmente variável
dos sistemas saturados.
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APÊNDICE

Procedimento 1: Determinação de função de Lyapu-
nov do tipo FLP e correspondente região de estabilidade
assintótica do sistema (13).

passo 1 - Inicialização

λ : ı́ndice de convergência

δ > 1 : coeficiente de expansão

Ψ[G, c = 0, w] : função de Lyapunov inicial corres-
pondente a Gx ≤ w, o conjunto λ-contractivo
supremo contido na região de controle linear
S1(R1, d1) (Dórea e Hennet, 1999).

passo 2

Eliminar desigualdades redundantes em E(Ψ) =
S(G, c, w) (22) (Milham, 1976)

Fazer: Ga = G

passo 3 - Expansão

Fazer: wa = w ; ca = c ; w = δwa

passo 4

Verificar se Ψ[G, c, w] é uma função de Lyapunov
utilizando Corolário 3.1:

Sim : voltar ao passo 3;

Caso contrário: ir para o passo 5.

passo 5 - Construção da função de Lyapunov Ψ[G, c, w]
tal que:

Ψ[Ga, ca, wa] ≥ Ψ[G, c, w] ≥ Ψ[Ga, ca, δwa]

ab
c

de

Figura 4: a - E(λ−1Ψf ); b - S(G, c, w); c - S(Ga, ca, wa);
d - plano de corte não aceitável; e - S(g̃, c̃, w̃)

passo 5.1 - Definir o plano de corte S(g̃, c̃, w̃) para
S(G, c, w), relacionado à face mais violada i∗

de E(λ−1Ψf), na região de saturação mais in-
terna j∗ que não satisfaz o Corolário 3.1.

g̃ = gi∗Aj∗ ; c̃ = ci∗ + gi∗pj∗

w̃ = λwi∗

passo 5.2
Verificar se S(Ga, ca, wa) ⊂ S(g̃, c̃, w̃) (Hen-

net, 1989)
Sim: ir para o passo 5.3;
Caso contrário: Ψ[Ga, ca, wa] é a função de

Lyapunov desejada.
Pare

passo 5.3
Construção de S(g̃, c̃, w̃) ∩ S(G, c, w) :

G =
[

G
g̃

]
; c =

[
c
c̃

]

w =
[

w
w̃

]

passo 5.4
Verificar se Ψ[G, c, w] é uma função de Lya-

punov utilizando Corolário 3.1:
Sim: volte ao passo 2.
Caso contrário: volte ao passo 5.1

Comentários sobre o Procedimento 1:

• A seleção do plano de corte na região de satu-
ração mais interna que não satisfaz o Corolário
3.1 no passo 5.1 e o teste de inclusão no passo
5.2, procuram evitar planos de cortes que inter-
sectem S(Ga, ca, wa) devido à não convexidade de
E(λ−1Ψf ). Ver figura 4.
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• A eliminação de desigualdades redundantes no
passo 2 é recomendada, não somente para obter
uma representação concisa de Ψ[G, c, w], mas tam-
bém para a eficiência global do procedimento.

• Pode-se verificar que a iteração dos passos 2 ao 5
fornece uma sequência de funções de Lyapunov mo-
notonicamente decrescente e convergente. A razão
de convergência não é facilmente determinável de-
vido à natureza não linear e não convexa do pro-
blema.
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