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ABSTRACT

The purpose of this work is to obtain uniform estimates,
with respect to parameters, of the attractor and of the
basin of attraction of a dynamical system as well as
to apply these results to analyze the robustness of the
synchronization of two coupled subsystems. These esti-
mates are obtained through an uniform version of the In-
variance Principle of LaSalle which is stated and proved
in this work.

KEYWORDS: Invariance principle; synchronization; ro-
bustness; uniformity.

RESUMO

O objetivo deste trabalho é a obtencao de estimativas
uniformes, com relagao aos parametros, do atrator e da
area de atracdo de um sistema dindmico e a aplicacao
destes resultados a anélise da robustez da sincronizacao
de dois subsistemas acoplados. Estas estimativas sao
obtidas através de uma versao uniforme do Principio de
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Invariancia de LaSalle o qual é proposto e demonstrado
neste trabalho.

1 INTRODUCAO

O Principio de Invariancia de LaSalle tem sido uma das
ferramentas mais importantes para estudar o comporta-
mento assintético de solugbes de equagoes diferenciais.
Este resultado foi primeiramente estabelecido e provado
para equagoes diferenciais autoénomas definidas em es-
pacos de dimensdo finita por LaSalle (1960). Depois
disto, este resultado foi estendido para equagoes dife-
renciais definidas em espacos de dimensao infinita, ver
Hale (1969), Slemrod (1970) incluindo equagoes diferen-
ciais funcionais, veja Hale e Lunel (1993). Este foi es-
tendido para equagoes diferenciais nao auténomas pe-
riédicas por LaSalle (1962), quase-periédicas por Miller
(1965) e para equagoes diferenciais ordindrias mais ge-
rais por Sell (1967). Rodrigues (1970) obteve uma exten-
sao para equagoOes nao autonomas retardadas e LaSalle
(1977) obteve uma extensao para equacoes de diferenga.

A grande virtude do Principio de Invariancia de LaSalle
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é que ele fornece um meio de estudar a estabilidade de
um sistema sem o conhecimento das solucoes das equa-
¢oes diferenciais. Para isto, utiliza-se uma funcao auxi-
liar denominada Func¢ao de Liapunov. Ainda que o Prin-
cipio de Invariancia de LaSalle venha sendo utilizado
com sucesso em inumeras aplicacoes, ele apresenta al-
guns problemas. Um dos principais é que ele nao fornece
nenhuma maneira sistematica de encontrar a Funcao de
Liapunov. A condi¢ao mais restritiva para encontrar tal
funcao é que se exige que a derivada da Fungao de Li-
apunov, ao longo das trajetérias do sistema, seja semi-
definida negativa. Em sistemas complexos, tais como
sistemas caoticos, dificilmente encontram-se Funcoes de
Liapunov satisfazendo estas condigoes. Neste trabalho,
propoe-se uma versao mais geral do Principio de Invari-
ancia de LaSalle na qual nao exige-se que a derivada da
Funcio de Liapunov! seja sempre semi-definida negativa
e além disso, admitem-se incertezas na determinagao dos
parametros do sistema.

A extensao do Principio de Invariancia de LaSalle pro-
posta neste trabalho é apresentada em duas etapas. Na
primeira etapa, descrita na secao 3, apresenta-se uma
versao do Principio de Invariancia que permite que a de-
rivada da fungao de Liapunov ao longo das trajetérias
seja positiva em algumas regioes limitadas. Na segunda
etapa, descrita na secao 4, apresenta-se uma versao do
Principio de Invariancia que, além de permitir que a de-
rivada da fungao de Lyapunov seja positiva em algumas
regioes limitadas, contempla incertezas na determina-
¢ao dos parametros. Esta extensao é util para encontrar
estimativas concretas de atratores e das areas de atra-
¢ao de sistemas nao-lineares uniformes com relacao aos
parametros do sistema e mostra-se na se¢ao 5 que ela
também é til para o estudo de sincronismo de sistemas
acoplados.

2 PRINCIPIO DE INVARIANCIA DE LA-
SALLE

Antes de apresentarem-se os resultados obtidos neste
trabalho, é interessante rever a versao original do Prin-
cipio de Invariancia de LaSalle.

Seja para isto a equacao diferencial autéonoma:
&= f(z). (1)

Teorema 1 : Sejam V : R — Re f : R* — R"
funcoes de classe C!. Seja L uma constante real tal que

1 Neste trabalho, o termo funcao de Liapunov possui um sentido
mais geral do que o usual pois permite-se que a derivada destas
func¢oes ao longo das trajetérias possam ser positivas em algumas
regioes limitadas.

Qp = {x € R" : V(z) < L} seja limitado. Admita
que V(x) < 0 para todo z € Q, e defina E := {z €
Qr : V(x) = 0}. Seja B o maior conjunto invariante?
contido em E. Entao, toda solugdo de (1) iniciando em
Qy, converge para B quando t — oo.

Este teorema foi demonstrado pela primeira vez por La-
Salle (1960). Maiores detalhes podem ser encontrados
também em Brauer e Nohel (1969).

A funcao V utilizada no Teorema 1 é conhecida por
Funcao de Liapunov. Observe que o Teorema admite
a existéncia desta fungao mas nao diz nada a respeito
de como encontra-la. Em verdade, nao existem métodos
sistemadticos para encontrar uma Fungao de Liapunov e
encontra-la é, sem sombra de duvida, uma tarefa nao
trivial.

Q

Figura 1: Interpretacao geométrica do Principio de In-
variancia de LaSalle

E interessante interpretar geometricamente o teorema
anterior. Para isto utilizar-se-4 a Figura 1 na qual se
apresenta um caso simples da aplicacao do teorema de
LaSalle. Como exigido pelo Teorema 1, 2 é um con-
junto limitado nesta figura. A linha tracejada representa
o conjunto E no qual V = 0. Suponha que o maior
conjunto invariante contido em E seja composto apenas
pelo ponto de equilibrio estavel xs. Considere agora a
curva de nivel ; := {x € Qp : V(x) =1 < L} e seja
p um ponto nesta curva de nivel. Como dentro de Qp,
a derivada de V' é menor ou igual a zero, obtém-se pela
regra da cadeia a seguinte estimativa:

V =< grad(V), i >=< grad(V), f >< 0.

Em particular, esta desigualdade é verdadeira para o
ponto p. Desta desigualdade verifica-se que o produto

2Um conjunto B C R™ ¢ invariante com relagio a (1) se, para
todo z, € B, a solugdo ¢(t,z,) € B para todo t € R
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escalar do vetor gradiente de V', o qual é perpendicular
as curvas de nivel, com o vetor velocidade f, o qual é
tangente as érbitas do sistema, deve ser menor ou igual a
zero. Isto significa que o angulo entre estes vetores deve
ser maior ou igual a 90°, como mostra a Figura 1. Esta
relagdo entre estes vetores existe para todos os pontos
da curva de nivel €; da fungao V, logo as solugoes es-
tao necessariamente entrando na regiao delimitada pela
curva de nivel €);. Isto vale para todas as curvas de nivel
internas a €)y,, logo toda solugao iniciando em €2, devera
convergir para o ponto de equilibrio zs. Esta observa-
¢ao geométrica do Principio de Invariancia de LaSalle
dé origem aos métodos de estimativa da drea de atracao
de pontos de equilibrio estdveis de sistemas nao-lineares.

Uma versao global deste teorema também foi proposta
por LaSalle (1960). Esta versdo ¢ muito similar ao se-
guinte teorema:

Teorema 2 : Sejam V : R — Re f : R* — R"
funcdes de classe C'. Admita que V(z) < 0 para todo
z € R" e defina E := {z € R" : V(z) = 0}. Seja
B o maior conjunto invariante contido em FE. Entao
toda solugao limitada para t > 0 de (1) converge para
B quando t — oc.

3 EXTENSAO DO PRINCIPIO DE INVA-
RIANCIA DE LASALLE

Neste trabalho, apresentam-se resultados mais gerais do
que aqueles que foram apresentados na secao anterior.
Estes requerem condi¢des menos restritivas do que aque-
las exigidas na versao original, possibilitando o trata-
mento de problemas mais gerais. Basicamente, permite-
se que a derivada de V seja positiva em algumas re-
gides. Com estas condigbes menos restritivas, torna-se
mais facil encontrar a fungao V e alguns problemas bas-
tante complicados, tais como sistemas cadticos, podem
ser tratados.

O teorema a seguir foi proposto e demonstrado pela
primeira vez por Rodrigues, Alberto e Bretas em 1998
(Rodrigues et al., 2000).

Teorema 3 : (Extensdo do Principio de Inva-
ridncia de LaSalle). Sejam V : R®” — R e
f : R® — R” funcdes de classe C'. Seja L € R uma
constante tal que Q7 = {x € R" : V(x) < L} seja li-
mitado. Seja C := {z € Qp : V() > 0}, e admita que
supyeV(z) =1 < L. Defina O = {z € Qp : V(z) <1}
e BE:={xcQ: V) =0UJ% Sea B o maior
conjunto invariante de (1) contido em FE. Entao, toda
solugdo de (1) iniciando em §2, converge para o conjunto
invariante B quando t — oo.

Além disto, se z, € Q, entdo p(t,z,) €  para todo
t>0e p(tz,) tende para o maior conjunto invariante
de (1) contido em €.

Demonstragao: Suponha que z, € Qp e z, & €.
Seja ¢(t, x,) a solugdo da equagdo diferencial com con-
dicao inicial 2, em ¢ = 0. Seja [0,t4) o méximo inter-
valo de existéncia desta solucao enquanto esta perma-
nece dentro de ;. Admita inicialmente que a solugao
¢(t, r,) permaneca fora do conjunto §; para t € [0,¢).
Como C C Q, entdo, V(¢(t,x,)) < 0 neste intervalo.
Portanto V (p(t, z,)) é decrescente e consequentemente
Vie(t,z,)) < V(z,) < L. Isto implica que t; = oo
e 0 w-limite w(z,) de @(t, z,) estd contido no conjunto
{x € Qp : V(z) < V(x,)}, 0 qual é um subconjunto
compacto de Qp. Como V(p(t,z,)) é decrescente e
inferiormente limitada, V(¢(t,2,)) — v € R, quando
t — oo. Uma vez que w(z,) é um conjunto invariante
de (1), tem-se que V = v em w(z,) e portanto V = 0
em w(z,). Portanto, w(z,) C Qr — C, logo conclui-se
que ¢(t, x,) — w(x,) C B, quando t — oo.

Admita agora que z, € ;. Entao V(z,) < I. Afirma-se
que a solugdo ¢(t,x,) permanece em Q; para todo t €
[0,t4+). Para provar esta afirmagdo, admita que exista
um tempo t* > 0 tal que V(p(t*, x,)) > I. Entao existe
um s € [0,t*) tal que V(p(s,2,)) =1 e V(p(t, zo)) > 1
para t € (s,t*). Portanto, existe t € (s,t*), tal que
V(f) > 0, o que contradiz o fato de que V < 0 fora de
0, D C. Como antes, t; = oo e a solucdo permanece
dentro de €, para t > 0. Portanto o conjunto w-limite
é nao vazio e a solucao aproxima-se dele quando t —
oo. Por outro lado, o conjunto w(z,) é um subconjunto
invariante que estd contido em ;. Portanto a solucdo
aproxima-se do maior conjunto invariante contido em Q
quando t — oo. [ |

Q= {x:V(x)<L}

Figura 2: Interpretacao geométrica da extensao do Prin-
cipio de Invariancia

Para interpretar geometricamente este teorema, observe
a Figura 2. O conjunto 2, é limitado em acordo com as
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hipéteses do Teorema 3. Dentro de €y, a derivada de
V', ao longo das solugoes, é nao positiva exceto dentro
do conjunto C' o qual aparece em tom de cinza. Por
hipdtese, este conjunto nunca atinge a fronteira de ),
uma vez que | < L. O Teorema 3 garante que todas as
solugoes de (1) iniciando dentro de € tendem para o
maior conjunto invariante contido em E. Se, em parti-
cular, o maior conjunto invariante contido em E estiver
contido em ), entdo todas as solucdes com condicdo
inicial em ; tendem para o maior conjunto invariante
contido em €. Uma vez dentro de €, as solucdes nio
saem deste conjunto o qual é uma estimativa do atrator.
Dentro de €, duas coisas podem ocorrer, ou as solucdes
tendem para o conjunto {z € Q; : V(z) = 0}, ou as
solugbes permanecem entrando e saindo do conjunto C
indefinidamente. Estas duas situagoes serao ilustradas
na se¢ao de exemplos.

Observagao 1 : Se V(x) < 0 para z ¢ C, entdo toda
solugdo ¢(t,x,) de (1) tende para o maior conjunto in-
variante contido em €;. Na maioria das vezes, a con-
digao exigida anteriormente nao é satisfeita, no entanto
se para todo z, € E —  a solugdo ¢(t,x,) abando-
nar o conjunto E para qualquer ¢ > 0, suficientemente
pequeno, entao ¢(t, x,) tende para o maior conjunto in-
variante contido em §2;

Observagao 2 : No teorema anterior, admite-se que
o conjunto Qr, = {z € R" : V(z) < L} seja limitado.
Em verdade, se apenas uma componente conexa de €y,
é limitada, entao o teorema permanece valido para esta
componente. Isto segue do fato de que solugoes com
condicoes iniciais dentro de uma componente conexa nao
podem sair desta componente.

Uma versao global do teorema anterior também foi pro-
posta e demonstrada pela primeira vez por Rodrigues,
Alberto e Bretas em 1998 (Rodrigues et al., 2000).

Teorema 4 : (Versdao Global da Extensdo do
Principio de Invaridncia) Sejam V : R" — R e
f : R* — R" fungoes de classe C! Seja C = {z €
R™ : V(z) > 0}. Admita que [ := sup,ecV(z) € R e
que , Q = {z € R* : V(z) < I} seja limitado. Seja
E:={z e R": V() = 0UQ e seja B o maior
conjunto invariante contido em E. Entao toda solucao,
©(t, z,), de (1), que é limitada para t > 0, converge para
o conjunto invariante B quando t — oc.

Além disto, se =, € _entao ©(t,z,) é definido para
todo t > 0, ¢(t,x,) € Q; para todo t > 0, e ¢(t,x,)
tende para o maior conjunto invariante de (1) contido
em Ql.

Demonstragao: Admita que z, € ) e suponha que
a solucao ¢(t,z,) de (1) seja limitada para t > 0.
Admitindo-se que a solugdo ¢(t, z,) permanega fora do
conjunto € para t > 0, entdo V((p(t,xo)) < 0 para
t > 0. Como V(p(t,x,)) é uma funcdo decrescente
e limitada inferiormente para ¢t > 0, existe v € R tal
que v := limy_,o0 V(2(t)). O conjunto w-limite, w(zx,),
é compacto, nao-vazio e invariante. Isto implica que
V = e portanto V = 0, em w(z,). Entdo w(z,) C B.
Desde que z(t) — w(x,), quando t — oo, conclui-se que
o(t,z,) — B quando t — co.

Admita agora que z, € ;. Entdao V(z,) <. Afirma-se
que a solugdo ¢(t, z,) permanece em Q; para todo t > 0.
Para provar isto, suponha que exista um tempo t* > 0
tal que V(p(t*, x,)) > I. Entao existe s € (0,t*) tal que
V(e(s,z0)) =1 e V(p(t,z,)) > 1 para t € (s,t*). Isto
contradiz o fato de que V < 0 fora de Q; D C. Como
antes, a solugao permanece dentro de €);, para t > 0
e portanto, o conjunto w-limite, w(x,), é nao-vazio e
a solugao tende para ele quando ¢ — oo. Por outro
lado, w(z,) é um conjunto invariante de (1) e w(z,) C
;. Portanto, a solucdo aproxima-se do maior conjunto
invariante contido em ;. [}

A Observacao 1 feita para o Teorema 3 pode ser adap-
tada ao Teorema 4. Do ponto de vista de aplicagoes, a
seguinte observacao é bastante importante.

Observagao 3 : Admitindo-se, no teorema acima, que
V : R® — R ¢ ilimitada radialmete, i.e., V(z) — oo
,quando ||z|| — oo, entdo toda solugdo é limitada para
t > 0 e as conclusoes do teorema acima sao validas para
todas as solucoes.

O Teorema 4 apresentado anteriormente associado & Ob-
servagao 3 é muito util para a obtencao de estimativas de
atratores globais conforme mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 1 : Sistema de Lorenz. Considere o sis-
tema de Lorenz:

T = —ox+oy
Yy = —y—xz+rx
z = —bz+uzy

onde, ¢ = 10,7 = 28 and b = 8/3. Estes valores foram
escolhidos de forma a obter-se comportamentos cadticos.
A seguir, mostra-se como a extensao do Principio de
Invariancia pode ser facilmente utilizada para estimar-
se o atrator de Lorenz.

Seja

V(z,y,2) = ra® + doy® +4o(z — 5/4r)? (2)
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Figura 3: Sistema de Lorenz

uma Funcao de Liapunov associada ao sistema de Lo-
renz. Até onde se sabe, a Funcao de Liapunov apresen-
tada anteriormente é a melhor apresentada até hoje para
estimar-se o atrator de Lorenz por um elipséide positi-
vamente invariante. Maiores detalhes a respeito deste
sistema e de funcoes de Liapunov podem ser encontra-
dos em Sparrow (1982).

Pode-se verificar que esta fungao satisfaz as condigoes
da Observagao 3, logo utilizar-se-4 o Teorema 4 para
obter-se uma estimativa do atrator global de Lorenz. A
derivada de V é dada por:

V(z,y,2) = —20(rz® + 4y + 4bz? — 5rbz).

O conjunto C é dado por C := {x € R3 : ra® + 4y +
4bz? — 5rbz < 0} e é facil verificar que a fronteira de C
é um elipséide centrado em (z = 0,y = 0,z = 5/8r).
Como C é um conjunto convexo e a Funcao de Liapu-
nov V é uma funcado convexa, o sup,cc V() ocorre na
fronteira do conjunto C. Para calcular o sup de V no
conjunto C, a técnica dos multiplicadores de Lagrange
serd utilizada. A equagao do elipséide serd tratada como
uma equagao de restricao.

Usando a fun¢ao Lagrangiana:

)
L(z,y,2) =rax® + 4oy + do(z — ZT)Q—l—

+ Mra? + 4y? + 4b2* — 5rbz)

obtém-se as seguintes condicoes de extremo:

% = 2rz(1+A) = 0
o = 8y(o 4+ A) =0
%—ﬁ = 8(c+b\)z— (100 +5b\)r = 0
8—? = rx?+4y% +4b22 —5rbz = 0.
Resolvendo o sistema anterior obtém-se A = —o,x =
2.2
0,z = % e y? = 2?4(27_(?)_22) Substituindo estes

valores na expressao de V', obtém-se:

25622 156800
= = 52267.
16(b—1) 3 °

I = supgecV(x)

O conjunto €; é o elipséide: {(z,y,z) € R® :  ra? +

doy? +do(z — %7‘)2 < —15%800}.

O conjunto no qual V = 0 estd contido em ; e por-
tanto toda solucdo com condicdo inicial em R? converge
para o maior conjunto invariante contido em Q. O con-
junto € é uma estimativa do atrator. A Figura 3a mos-
tra esta estimativa. Neste caso, é importante salientar
que a derivada de V permanece intercambiando de si-
nal depois que a solucdo entra em ;. Um grafico de
V(x(t), y(t), 2(t)) é mostrado na Figura 3b.

4 PRINCIPIO DE INVARIANCIA UNI-
FORME. ROBUSTEZ COM RELACAO
A VARIACAO DE PARAMETROS

Os resultados apresentados nesta secao sao mais gerais
do que aqueles apresentados na segao anterior. Nesta se-
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¢ao apresenta-se uma extensao do Principio de Invarian-
cia na qual, além de permitir que a derivada da Funcao
de Lyapunov seja positiva em algumas regioes limitadas,
consideram-se incertezas na determinagao dos parame-
tros do sistema. Esta extensao serd denominada Princi-
pio de Invariancia Uniforme, isto porque esta é 1til para
a obtencao de estimativas uniformes, com relacao aos
parametros, do atrator e da area de atragao de sistemas
dinamicos. O Principio de Invariancia Uniforme foi pro-
posto e demonstrado pela primeira vez em Rodrigues
et al. (2001).

Considere o seguinte sistema auténomo:

&= fz, ) (3)

onde A € A C R™ é um vetor de parametros do sistema,
ex € R".

Teorema 5 : (Principio de Invaridncia Uni-
forme). Suponhaque f : R"xA - R, V:R"xA - R
sejam funcoes de classe C! e a,b,c : R® — R sejam
fungdes continuas. Admita que para qualquer (z,\) €
R™ x A, tem-se:

a(z) < V(x,A) < b(x), —V(z,\) > c(x).

Para L > 0 seja A := {z € R" : a(z) < L}. Admita
que Aj, seja ndo-vazio e limitado.

Considere os conjuntos
B :={zx eR":b(z) < L},
C:={zeR":c(z) <0}
Ep:={x e Ay : c(z) =0}.

Suponha agora que sup,c-b(z) < I < L e defina os
conjuntos

Api={zeR":a(x) <I} e

B :={z e R": b(z) <}

Se A é um parametro fixo em A e todas as condi¢Oes
anteriores sao satisfeitas, entao para x, € By, a solucao
©(t, T, A) é definida em [0, 00) e as seguintes conclusoes
sao obtidas:

I) se , € B; entdo (t,zg,\) € A, parat > 0 e
©(t, 29, A) tende para o maior conjunto invariante
de (3) contido em A;, quando ¢ — oo.

IT) se x, € By, — By, entdo ¢(t, ., A) tende para o
maior conjunto invariante de (3) contido em A; U
Er.

Demonstragao: A demonstracao é realizada em duas
etapas:

I) Para z, € By, seja [0,t4) o maximo intervalo de
existéncia da solugdo ¢(t,z,,A) de (3). Suponha que
exista t € [0,t4) tal que (¢, 25, A) € A;. Entao

V(p(0, 20, \), \) < b(p(0, x4, M) < I e
V(e(t, 2o, A), A) > alp(t,zo,A)) > 1. Isto implica
na existéncia de ¢ < f tal que V(o(t, 75, A\),\) = [ e
b(p(t, 20, N)) > V(p(t,m,,A),A) > [ para t € (i,1).
Entao ¢(t,7,,\) € By para t € (t,7]. Isto é uma con-
tradigdo porque —V((p(t,xo,)\),)\) > c(p(t, 2o, A)) > 0,
o que significa que V((¢(t, €0, A), A) é uma fungao de-
crescente de t neste intervalo. Portanto ¢(t, ., \) € 4,
para t € [0,t4) o que implica em t; = co. O conjunto
w-limite de ¢(t,2,, A) estd contido em A; e portanto
©(t, 29, A) tende para o maior conjunto invariante de
(3) contido em A;, quando t — co.

IT) Para z, € By, — By, seja [0,t4) o méximo intervalo
de existéncia da solucdo, ¢(t, zo, A), de (3). Se existir
s € (0,t4) tal que ¢(s,x,, A) € By, entdo o problema é
reduzido a Parte 1.

Suponha que ¢(t,z,,A) € By,para t € [0,t4). Se exis-
tir t € (0,¢4) tal que ¢(t,7,,A) ¢ Ap entdo L <
a(p(t, o, N) < V(o(t, 2o, A)y A) € V((0, 25, A), ) <

b(p(0,x0,A)) < L, 0 que leva a uma contradigdo, uma

vez que fora de By, V(¢o(t, 2o, A), A) < 0.

Para ¢t € [0,ty),
V(p(t, 70, A), A) <
V(e(0,20,A),A) < b(p(0,20,\)) = b(z,) < L e por-
tanto, ¢(t, 2, A) € {z € R" : a(x) < b(z,)}. Portanto,
t+ = oo. Tomando wy como sendo o conjunto w-limite
de ¢(t,x0, ), tem-se que wy C {z € R™ : a(z) <
b(x,)}. Como V(p(t,z,,A),\) é uma funcdo decres-
cente de t e limitada inferiormente, tem-se que existe
limi—ooV(p(t, 2o, A)) := v € R. Entao V(-,\) = v
e portanto V(-,)\) =0em wy. Como CNwy, =0 e
wy C Ap, entdo 0 = —V(Jc, A) > c(x) = 0 para z € w).
Assim wy € FEp. Isto significa que (¢, x0,A) tende
para o maior conjunto invariante de (3) contido em Ey,
quando t — oo. [ |

tem-se que a(p(t,z,,A)) <

A uniformidade é garantida pela existéncia das fungoes
a,b e c as quais sao independentes dos parametros do
sistema. Para interpretar geometricamente este resul-
tado, observe a Figura 4 onde ilustram-se as relagoes
entre estas fungoes e as estimativas obtidas com o teo-
rema.

O conjunto C contém o conjunto onde V é positiva inde-
pendentemente do parametro A € A. Portanto, ao cal-
cular o sup,¢c b(x), obtém-se um niimero ! que é sempre
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(a) Derivada da Fungao de Liapunov

(b) Fungao de Liapunov

Figura 4: Fungoes a,b e ¢ do Teorema 5

maior que sup,, Ae{@ AV (2,0) >0} V(z, A). De posse deste
nimero, utiliza-se a curva de nivel | da fungao a para
obter-se uma estimativa do atrator.

A Figura 5 ilustra a aplicagao do Principio de Invari-
ancia Uniforme. Observe que B C A; e B, C Ap. A
nogao de invariancia, neste caso, é um pouco diferente
conforme explicado a seguir. Nesta ilustragao, x; e x3
pertencem a By,. O conjunto By, por sua vez, nao é posi-
tivamente invariante, entretanto, pode-se afirmar que as
solucoes iniciando dentro de By nao saem de Ajy. Este
é o caso das solucoes iniciando em x7 e z3 na Figura 5.
Nada pode-se afirmar a respeito das solugoes iniciando
em Ay — By. A solugdo iniciando em x5, por exemplo,
abandona A; e nao retorna mais.

Todas as solugoes iniciando em Bj, garantidamente ten-
dem para o maior conjunto invariante contido em A; U
Er. Se por ventura alguma destas solucoes entrar em
By, entao pode-se afirmar que esta nunca mais saird de
A; D By, embora B; nao seja positivamente invariante.
Este é o caso da solugao com condicao inicial em x3.

E importante salientar que a ilustracao da Figura 5 nao
apresenta o caso mais geral. Neste exemplo o conjunto
A; C By, entretanto, esta nao é uma condigao necessa-
ria.

Observagoes similares aquelas feitas para a extensao do
Principio de Invariancia apresentada na secao 3 podem
ser feitas para o Principio de Invariancia Uniforme.

Teorema 6 : (Versiao Global do Principio de In-
variancia Uniforme). Suponha que f : R” x A — R"
eV :R"” x A — R sejam funcoes de classe C', a,b,c:
R™ — R sejam fungoes continuas. Admita que para
qualquer (x,\) € R™ x A, tem-se:

a(z) <V(z,\) <bz), —V(z,\) >c(z).

o(tx A)
2

Figura 5: Interpretacao geométrica do Principio de In-
variancia Uniforme

Considere os conjuntos:
C:={zeR":¢(x)<0} e
E:={z eR":¢(x) =0}.

Suponha que sup,cc b(z) <1 < oo e considere os con-
juntos
Api={zeR":a(x) <I} e

B :={z e R":b(z) <}

Suponha que A; é nao-vazio e limitado.

Entao, se A é um parametro fixo em A e todas as con-
digoes anteriores sao satisfeitas, entao as seguintes con-
clusbes sao obtidas:

I) se , € By entao p(t,z,, \) estd definida e per-
tence & A; para todo ¢t > 0 e ¢(t, xg, A) tende para
o maior conjunto invariante de (3) contido em A4,
quando t — oo.
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IT) Se z, é tal que a solugdo ¢(t,x,, A) é limitada
para t > 0, entdo ¢(t,Z,, A) tende para o maior
conjunto invariante de (3) contido em 4;UFE quando
t — oo.

Demonstracdo: A demonstracdo de I) é similar & de-
monstracao da primeira parte do teorema anterior.

Para demonstrar II), procede-se como a seguir: Observe
que C' C B; C Ay, entdo V(z,\) <0, para todo (\, ) €
A x (R™ — By). Se existir ¢ > 0 tal que ¢(t,2,, A) € By,
o resultado segue da parte I).

Admitindo-se que ¢(t, x,, \) seja limitada para ¢t > 0
e que ©(t,x,,A) € By, para todo t € [0,00), tem-
se que V((p(t,xo,)\),)\) < 0, para todo t € [0,00).
Portanto, V(¢(t, 20, A),A) é uma funcdo decrescente
de t. Como V(p(t, 2o, A),A) é limitada, seja v :=
limi— oo V(@(t, 2o, A), A). Entdo V(-,A) = v no con-
junto w-limite, wy, de ¢(t,x,,A) e portanto c(x) <
—V(Jc, A) = 0, para & € wy, o que implica em ¢(z) = 0,
para x € wy, uma vez que C Nwy = . Como wy é inva-
riante com relagdo & (3), conclui-se que ¢(t, ,, A) tende
para o maior conjunto invariante contido em FE. |

Observagao 4 : Se a(z) — oo, quando |z| — oo,
entdo para todo r > 0 o conjunto A, := {z € R" :
a(x) < r} é limitado. Se tal condigdo é satisfeita, entao
toda solucao é limitada para t > 0 e a conclusao do
teorema anterior é vdlida para todas as solugoes.

Ao utilizar os Teoremas 5 ou 6 em algumas aplicagoes,
podem surgir algumas dificuldades técnicas. A funcao
¢(x) pode nao ser suave, o conjunto C' pode nao ser con-
vexo e portanto sup,cc b(x) pode nao ocorrer na fron-
teira do conjunto C. Isto impossibilita a aplicagao da
técnica de multiplicadores de Lagrange para o céalculo
do sup,cc b(z) mesmo que b seja uma funcao convexa.
Entretanto, quando existirem algumas simetrias presen-
tes no problema, o préximo Lema fornece um caminho
alternativo para explora-las, evitando estas dificuldades.

Lema 7 : Seja h, b, f1, f2, ..., fx : R™ — R, fungtes con-
tinuas e admita que

h(z) > inf{ f1(z), fo(x), ..., fu(x)}, Vz eR"™
Seja
F;, = {$€Rn : fz(.ﬁ) <0},
H:={zeR": h(z)<0}.

Entao as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

e HC Ule F; e sup,cpyb(z) < SUD,c(Jk | F, b(x).

e Suponha que F; seja limitado e que exista uma
seqiiéncia de homeomorfismos S; : R" — R" (i =
1, .. .,k}), tal que, Fj = Sj—l(Fj—l); V] = 2, .. .,k}
e Fy = SiFy. Se b(Si(z)) = b(x),YVz € R"Vi=
1,...,k entdo sup,cr  p, b(z) = sup,ep, b(z) >
sup,ep b(z), Vj € {1,2,...,k}.

Demonstragao: Se =z € H  entao
inf{ f1(z), f2(z), ..., fu(x)} < h(z) < 0. Portanto
existe j tal que f;(x) < 0 e portanto z € F; C Ule F;,
0 que prova a primeira afirmacao.

Agora ¢é mecessirio provar que supyep , b(y) =
SUPep b(x), Vi = 1,...,k. Sey € F;_1 en-
tao existe z € F; tal que z = S;_1(y) e portanto
by) = b(Si-1(y) = b(z) < sup,cp, b(z). Logo
Supyep, , b(y) < sup,cp, b(x). Consequentemente,

sup b(z) < sup b(z) < ... < sup b(x) < sup b(x).
rxeF, xEFy xEF rxeF,

Portanto, sup,ep, b(z) = supep, b(x) para qualquer
i, j € {1,...,k} e portanto SUP ek | 7, b(z) =
Sup,cp, b(x), para qualquer i € {1,..., k;} e a demons-
tragao estd completa. [ |

O préximo Lema tem uma demonstracao trivial, entre-
tanto, este é muito util para reduzir a dimensao em pro-
blemas de maximizagao.

Lema 8 : Sejam A C R™ um conjunto compacto e b :
A — R uma funcao continua. Seja D C R™ um conjunto
fechado tal que AN D # () e admita que para todo
x € Aexiste Z € AN D tal que b(Z) > b(x). Entao

SUPgzecA b(x) = SUPgzeAnD b(x).

Demonstracdo: Como o conjunto (A N D) C A, en-
tao sup,eanp b(z) < sup,cqb(x). Falta provar que
Sup,eca b(z) < sup,eanp b(z) para concluir-se a igual-
dade. Suponha que a desigualdade nao seja verdadeira.
Como A é compacto, entao existe algum y € A tal que
b(y) > b(x),Vz € (AN D). Portanto chegamos a uma
contradigao pois por hipdtese para cada y € A existe
g € (AN D) tal que b(g) > b(y). Logo a desigualdade é
verdadeira e o lema estd demosntrado. [ ]

Exemplo 2 : Estimativa do Atrator do Sistema
de Lorenz com incertezas nos parametros.

Considere o sistema de Lorenz:

u = —ou-+ov
v = —v—uz+ru
w = —bw-+uv
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onde, 0,7 e b sao parametros do sistema. Os valores

nominais destes parametros sao oy = 10,7y = 28 e

by = %. Admite-se existir uma incerteza de £5% na

determinagao destes parametos. Seja o, := 9.5, op 1=

28

10.5 = 28 — — = 284+ —, b, :=
y Tm 20; ™M + 20; m 3

8 ber 8 i

60" M 3760

cem ao seguinte subconjunto de R3:

A =

Portanto, os parametros perten-

{Ni=(0,7,b) €R3 : 0, < 0 <o,
Tm <7 <M, by <0< by}

Com a seguinte mudanga de varidveis:

5
Ti=u, Yi=0, 2:=W— T
Y y ) 4 )
obtém-se o seguinte sistema:
T = —ox+oy
. 5
gy = —y—alztr)+re ()
. 5
o= bl ) tay.
Seja
V(o,r,b,z,y,2) =r2* + doy® + 402* (5)

uma Fung¢ao de Liapunov para o sistema (4). E facil ve-
rificar que esta funcao satisfaz as condigoes estabelecidas
na Observacao 4, portanto o Teorema 6 serd utilizado
para estimar o atrator de Lorenz.

Neste caso escolhem-se as funcoes a e b como sendo
a(r,y,2) = rma? + dopy? + dop2? e b(x,y,2) =
rux: + 40My2 + dop 22 E importante destacar que
a mudanca de variaveis e a escolha da fungao V foram
fundamentais para que as funcoes a e b pudessem ser
facilmente escolhidas como fungoes regulares, ou seja,
sao continuas e possuem derivadas de qualquer ordem
continuas.

A escolha da funcao ¢ nao é tao simples. Calculando a
derivada de V ao longo das solugdes de (4), obtém-se a
seguinte estimativa:

—V(r, o,b,x,y,2) = 20(rz* + 4y*) + 8obz? + 1007bz >

ST pT b
20 (Tma? + 4y2) + 80,mbm (12| — SOMIMIM Y2
80.mbm
(50'M7“MbM)2

80.mbm
=c(z,y,2) == az® + By* + (2| — p)® — .

A expressao anterior define claramente os parametros
«, B,7. Observe que a fungao ¢ nao é uma fungao regular
e o conjunto C nao é convexo.

Agora utilizar-se-4 o Lema 7 com h = ¢, fi(x,y,2) :=
az® + By? +(z = p)* —pe fa(z,y, 2) = az® + By? +
V(z 4 p)? — p.

Se tomarmos C := {(v,y,2) € R? clx,y,z) <
0}, Fy := {(z,y,2) € R3 : fi(x,y,2) < 0} segue do
Lema 7 que sups b < suppg, b.

Como F; é um conjunto convexo e b é uma fungao con-
vexa, a técnica de multiplicadores de Lagrange pode ser

utilizada para obter-se que o supremo é atingido em
25026373, (bm—2)

=0, y*= 6dom(1—bm)2 > 7 = s‘r);’fé’)ﬁi”ﬁ €
2503 b2 12
supb = —2IMIM"M _ - gg575 75 < | .= 88576,

Fi 160’%1((),” — 1)

Portanto o atrator de Lorenz esté contido dentro do elip-
séide:

{(z,y,2) € R® : rpa® + 4omy® + domz” < 1 = 88576}.

A estimativa anterior assim como uma representacao nu-
mérica do atrator de Lorenz estao mostradas na Figura 6
para dois vetores de parametros diferentes. O elipséide
externo representado em tons de cinza corresponde ao
conjunto A; e o elipsdide interno representado parcial-
mente por linhas circulares corresponde ao conjunto B;.

5 PRINCIPIO DE IN\(ARIA,NCIA DE LA-
SALLE APLICADO A ANALISE DE SIN-
CRONISMO

Embora o Principio de Invariancia de LaSalle seja fre-
quentemente utilizado para estudar a estabilidade de
diversos sistemas, esta teoria pode ser utilizada para
extrair informagoes a respeito do sincronismo de siste-
mas de equagoes diferenciais acopladas. Sincronismo é
um conceito importante que vem sendo extensivamente
utilizado por pesquisadores em diversas areas da cién-
cia, tais como, Engenharia Elétrica, Mecanica, Biologia,
Fisca, etc. e tem sido empregado com muito sucesso em
Sistemas de Comunicagao para codificacao de informa-
¢ao, veja Cuomo e Oppenheim (1993), Yang e Chua
(1997), Pecora et al. (1997), Tresser e Worfolk (1995) e
Gameiro (1999).

Métodos matemédticos para estudar sincronismo entre
sistemas cadticos foram apresentados em Affraimovich
et al. (1986). Resultados abstratos, robustez com re-
lagao aos parametros e dissipatividade uniforme foram
obtidos por Rodrigues (1996) e Afraimovich e Rodri-
gues (1998). Para sistemas de dimenséao infinita pode-se
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(a) (o,7,b) = (9.5,26.6,2.53)

Figura 6: Estimativa Uniforme do Atrator de Lorenz.

encontrar alguns resultados em Rodrigues (1996), Car-
valho et al. (1998), Hale (1997; n.d.) e Afraimovich et al.
(1997).

Neste artigo estuda-se o sincronismo de dois sistemas
acoplados com a seguinte forma:

T = f(x7 Y, )‘1)
ERhA )
onde (x,y) € R" x R™.

Uma das vantagens da técnica de andlise de sincronismo
utilizada neste trabalho é que esta, além de comprovar
o sincronismo entre os sistemas, fornece uma estimativa
do menor valor do parametro de acoplamento necessario
para garantir o sincronismo entre eles.

Definicao 9 O sistema (6) sincroniza globalmente, com
relacao a diagonal, se dado € > 0 existir § > 0 tal que,
se [|[A1 — Az|| < 4, entdo

liin sup [|y(t, Zo, Yo, A1y A2) — (t, To, Yo, A1, X2)|| < &
—00

para todas as condigdes iniciais (2,, y,) € R™.

Veja Hale (1997), para outras definigbes similares.

De maneira geral, o método de andlise desta secao é re-
alizado, basicamente, através dos seguintes passos. Pri-
meiramente, uma estimativa uniforme do atrator, com

(b) (o,7,b) = (10.5,29.4,2.8)
Condigoes Iniciais: (z(0),y(0),2(0)) = (20, —70, 40)

relacdo ao parametro de acoplamento, é obtida, utili-
zando para isto uma Fungao de Liapunov adequada. De
posse desta informagao, extrai-se informagoes a respeito
do sincronismo entre os sistemas.

Exemplo 3 : Sistemas Unidimensionais Acopla-
dos. Como primeiro exemplo, considere dois sistemas
unidimensionais idénticos acoplados por um termo li-
near:

{50 = —Ex +1)(x —

y = —(y

Utilizar-se-4 o Principio de Invariancia para estudar
o sincronismo entre os sistemas. Com este objetivo,
escolhe-se V(z,y) = % + % como sendo uma Fungao
de Liapunov associada ao sistema (7). Esta fungio serd
utilizada para estimar o atrator de (7) e para garantir
que todas as solugoes de (7) s@o limitadas para t > 0.

Calculando a derivada de V' obtém-se:

—V(z,y) = klz—y)?+@* -2+ (" -y’ >

(22 =122 + (* — 1)y? = c(z,y).

Observe que a funcao c independe do parametro de aco-
plamento k. Como neste caso nao se estao considerando
incertezas nos parametros do sistema, pode-se escolher
a(z,y) = V(z,y) = b(z,y) e utilizar-se o Principio de
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Invariancia Uniforme para obter-se uma estimativa do
atrator que independa do parametro de acoplamento k.
O méximo de V(z,y) no conjunto, onde ¢(z,y) < 0, é 1.
Portanto, toda solucao de (7) entra em uma bola de raio
> \/5 em tempo finito qualquer que seja o parametro
de acoplamento k > 0.

Na analise anterior, o Teorema 6 junto com a Observa-
¢ao 4 foram utilizados para estimar uma limitacao do
atrator. Agora, utilizar-se-4 uma outra Funcao de Li-
apunov para estudar o sincronismo entre os sistemas
acoplados. A idéia é utilizar o Teorema 2 em con-
junto com a limitacao das solucoes demonstrada anteri-
ormente. Com isto em mente, seja:

2
r—y

uma outra Funcdo de Liapunov do sistema (7). A deri-

vada de W é dada por:

~W(z,y) = (x —y)*(2k — L + (2 + 2y + 1*)).

Para k > 1/2, vé-se que —W(z,y) > 0e —W(z,y) =0
se e somente se = y. Portanto, se k > 1/2, todas as so-
lucoes tendem para o maior conjunto invariante contido
na diagonal x=y, logo, os dois sistemas sincronizam.

Se o parametro k é pequeno, existird uma regiao, nas
vizinhancas da origem, onde a derivada de W serd po-
sitiva. Neste caso, nao é possivel concluir a respeito
do sincronismo utilizando o Principio de Invaridncia de
LaSalle original. Entretanto, se o parametro de acopla-
mento € suficientemente grande, a regiao onde a derivada
de W é positiva desaparece. Neste caso, o Principio de
Invariancia de LaSalle original pode ser utilizado para
concluir-se a respeito do sincronismo destes sistemas. As
curvas de nivel da Figura (7) mostram a regido onde a
derivada de W é positiva para dois valores distintos de

k.

Exemplo 4 Sistemas de Lorenz(Hadley) acopla-
dos.

As seguintes equacoes sao provenientes de estudos de
circulacao de Hadley em problemas atmosféricos:

¥ = —y% — z% —ax1 + ol

1 = xy1—brizi —y1 + G — k(yr — y2)

Z1 = briyi +r121 — 21 — k:(zl — 22) (8)
Ty = —y% — z% —axg + al’

Yo = ToYo —broza — Yo + G — k(Y2 —y1)

Zo = broys + Toze — 20 — k’(ZQ — 21)

As constantes utilizadas neste exemplo sdo G = 1,a =
0.25,b =4 e F = 8. O coeficiente k é o parametro de

acoplamento entre o sistema 1 e 0 2. Seja

V(z1,y1, 21, 22,42, 22) = 3((x1 — 5)% + (22 — §)*+
+yi + s + 2+ 23)

uma fungdo de Liapunov associada ao sistema (8). Esta
funcao sera utilizada para obter-se uma estimativa do
atrator deste sistema. Calculando-se a derivada de V
obtém-se:

_V(xlayla 21,22, Y2, 22) = ax% - a’(F + %)xl + %y%_
—Gy1 + 222 + azd — a(F + L)oo + 193 — Gyo + 223+
+k(y1 — y2)? + k(21 — 22)° + aF

Observe que 1% depende do parametro de acoplamento
k. Para obter estimativas do atrator que sejam inde-
pendentes do parametro k, escolhe-se a funcao ¢ como
sendo:

c(z1,y1, 21, T2, Yo, 22) := axy — a(F + %)xl"‘
+30f — Gy1 + 321 + axf — a(F + 3)zat
+1y3 — Gyo + 223 4+ aF.

Com esta escolha tem-se que —V > ¢. Em particular,
escolhe-se a(z) = V(x) = b(z) e utiliza-se o Principio
de Invariancia Uniforme para obter uma estimativa do
atrator independente do parametro de acoplamento k.

Neste caso, o conjunto C' é o conjunto de pontos em R
que satisfazem a seguinte desigualdade:

c=az?—a(F+ 3z + 3y — Gy + 327+
+azd — a(F + $)ws + 2y — Gya + 323 +aF < 0.

A fronteira de C' é um elipséide centrado em (z; = 29 =
Lo =ya=1,21=2=0).

Para calcular o sup,¢ V(z) utilizar-se-4 o Lema 8 para
mostrar que o sup,.o V() ocorre na diagonal, redu-
zindo o problema em RS a um problema em R3.

Neste exemplo o conjunto D := {(z1,y1, 21, T2, Y2, 22) €
RS : 21 = 2o, Y1 = Yo, 21 = 22} € a diagonal e o conjunto
C assume o papel do conjunto A do Lema 8.

Para (z1, 41, 21, T2, Y2, 22) € C, define-se

2. .2 SR 2 .2
7= /351"‘352, 7= /y1+y2,and2: 2 + 23
2 2 2

’

E evidente que
V(@1 91, 21, T2, Y2, 22)-
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W<O0

W<O0O

(a) k=0.1

of W=>0

(b) k=0.48

Figura 7: Sistemas Unidimensionais acoplados

Como

—2Gy+ 2% + aF = a(2? + 23) — 2a(F + %)\/—xfgw%-i-
2 2 2 2 2 2
+4 + % oGy /Bt t3tEs
< (@ +a3) —a(F + J)(21 +w2) + 5 + F -
~G(y1 +y2) + 3 +F +aF <0

problema de calculo do supremo pode ser reduzido a
um problema equivalente com a metade da dimensao do
problema original, isto é:

sup V(z) =sup V(z)
zeCND zeC

Como C'ND é um conjunto convexo e a funcao de Liapu-

nov V é convexa, o sup,ccnp V(2) ocorre na fronteira

do conjunto C'N D. Usando a fungao Lagrangeana:

L(Z,7,2) = (22— 3) + 9> + 2% + M2a7® — 2a(F + 1)z
+4? — 2GY + 2% + aF)

obtém-se as seguintes condi¢oes de extremo:

oL 1 1

_:27__ 4 7—2 F — :0

o (z 2)+ aAT — 2a\( +2)

8—€=2g+2>\g—2)\6‘:0

9y

oL

0z

8£_ _2 1 — _2 _
+22+aF =0

A solucao do sistema anterior é A = —3.8855,x1 = x2 =
8.22772,y1 = yo = 1.34656 ¢ 21 = 2o = 0. Logo

I = supyecV(xz) = 61.531

O conjunto € é o elipséide

{(@1, 1,21, 22,92, 22) : (21— $)? + (22— §)*+
+y3 + 93 + 27 + 23) < 61.531}

O conjunto no qual V = 0 est4 contido em €, portanto
toda solucdo iniciando em RS converge para o maior
conjunto invariante contido em ;. O conjunto € é
uma estimativa superior do atrator, i.e., o atrator estd
contido no conjunto €, para todo k > 0.

Agora analisar-se-4 o sincronismo entre os sistemas de
Hadley acoplados. Utilizando a estimativa do atrator e
outra fungao de Liapunov, pode-se estimar o valor mi-
nimo do parametro de acoplamento k que é necessario
para garantir a sincronizacao entre os sistemas. Com
isto em mente seja

W= (256 — 2 + (g — ) + (21— )"

uma fungao de Liapunov associada ao sistema (8).

Da estimativa do atrator pode-se provar que em €Q; as
seguintes desigualdades sao satisfeitas:

—10.5933 < 21,75 < 11.5933 e )
—11.0933 < y1, 9o, 21, 20 < 11.0933
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A derivada de W pode ser escrita em uma forma qua-
dréatica:

X1 — T2
W= (zr1—22 y1—y 21—2)P |y —w
zZ1 — 22
onde P =
254 2A5(y1+y2)2—(y2—b22) 2A5(zl+22)2—(b?/2+22)
2.5(y1+y2)—(y2—bzg) % +1— 1z 0
2
2.5(z1 +z2)2—(by2+22) 0 2k+1—21

Para garantir o sincronismo, é necessario mostrar que
—W é definida positiva. Usando o critério de Sylvester,
pode-se mostrar que k deve satisfazer a seguinte desi-
gualdade para garantir o sincronismo:

k> m {[2.5(21 + 22) — byg —

2]’ +
2

[2.5(yF +y3) — ya + bz } -1+

Esta desigualdade deverd ser satisfeita para todo
Y1,Y2, 21,22 € T1, enquanto a solugdo permanecer em
;. Usando (9) para estimar o lado direito da desigual-
dade, com relacao a y1,ys, 21,22 € 1, obtém-se que o
sistema sincroniza globalmente se k > 4927.

A Figura 8 confirma o resultado obtido. A Figura 8a
mostra a projecao da estimativa do atrator no conjunto
{(x1,91,21,22,y2,22) € RC : @7 = 29,21 = 22} e a Fi-
gura 8b mostra a norma da diferenca entre os dois sis-
temas para k = 5000.

Exemplo 5 : Estimativa Uniforme do atrator e
sincronizagao de sistemas de Lorenz acoplados
com incertezas nos parametros.

Considere dois sistemas de Lorenz acoplados através de
um termo linear:

Uy = —oqul + o1vg — k:(ul — ’LLQ)

vl = —vU1 —uiwi + 71Ul

w; = —bjwi +wv (10)
Uy = —oqug + oovs — k(uz — uq)

Up = —U — UgWsz + ToU2

Wo = —bowsg + Ug¥s.

Os valores nominais destes parametros sao onx =
8
10,7“]\[ = 28 e bN = §

certeza de +5% na determinacdo destes parametros,

Admitindo existir uma in-

define-se o,,, := 9.5,0p := 10.5, 7, := 28 — 2—0,7“M =
28 8 8 8 8
28+20 bm =§—%,bM: §+@ Defina o seguinte
conjunto:
A = {NeRS:0, <o0y,00 <o,

T'm STI;TQSTM;bm SblabQSbM},
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onde A := (01,71, b1, 02,72, b2).

Aplicando a seguinte mudanca de variaveis x; := uy,
Yi

seguinte sistema equivalente:

1= Vi, 2 = Wi = T ao sistema (10), obtém-se o

1 = —owx+o1y — k(z1 — x2)

n = -y —xzi(n+ %7“1) + 71T

Z1 = =bi(z1 + %7“1) + 11 (11)
To = —09xa+ 02ys — k(x2 — 1)

Yo = —y2—xa(z2+ %7“2) + ToT2

Zo = —ba(z2 + %7“2) + T2y2.

Seja

V(z1,y1, 21, T2, Y2, 22, \) = 23 + 23 +4‘;—11y%+
+4"2y2 +42 zl —|—4—22

uma Fungdo de Liapunov associada ao sistema (11).

O préximo objetivo é mostrar que as condi¢oes da Ob-
servagao 4, e do Teorema 6 sao satisfeitas.

As fungbes a e b podem ser escolhidas como a seguir:
a($1;ylazla$2;92;22) = xl + xQ + 4;:?(?]% + yg) +
42m (27 4 25) e b(x1, 1,21, %2, Y2, 22) = ] + T3 +

AR (Y} +y5) + AT (F + 23).
A derivada de V é dada por:

—V(a:1,y1,z1,a:2,y2,22,>\ k) =201 (22 + —y1 —|—4b1 2 4+ 5b121)
+209 (23 + —y2 + 4b2 2 + 5bozg) + 2k(z1 — 2)? 2

2‘7m($1 +$2)+%r1&(?/1 +?/2)+8_%m[(|21|2 _Ug%M)Q
+(|z2|? — B5pLtTAL)2] ra ,a(x1+m2)+

ﬂ(yl +93) +1l(z] - p)? + (|22| =)=

= c(x1,91, 21, T2, Y2, 22),

(5UMbM)

para todo A € A e k > 0. A identidade anterior define
os parametros «a, 3, v, p, u.

Observe que as fungoes a e b previamente obtidas sao
fungoes regulares. Entretanto, a fungao ¢ nao é regular e
o conjunto onde ¢ < 0 nao é convexo, o que traz algumas
dificuldades na aplicacdo da técnica de multiplicadores
de Lagrange. Para superar esta dificuldade, o Lema 7
pode ser utilizado em conjunto com a técnica de mul-
tiplicadores de Lagrange para obter-se que o supremo
ocorreem x =y =0,e z = %@’%ﬂ?ﬁ Substituindo
estes valores na expressao de b, o nimero [ é obtido:

5003 ,1% b2 1m

————————— < 5703.3.
02,02 (2rm, + 3)2

| = sup(z,y,)erb(x) =
O conjunto B; e A; sao elipséides. O conjunto no qual
e(x1,y1, 21, T2, Y2, 22) = 0 estd contido em A; e portanto
toda solucao converge para o maior conjunto invariante
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Projection of the Uniform Attractor Estimate
8

(a) Projecgao da Estimativa do Atrator na diago-
nal x-z

[Ix1-x2]|+[ly1-y2||+||z1-22]|
= N w
[ R
- T : : T
. . . . . .

o
o
T
L

o

. . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Time(s)

(b) Norma da diferenga entre os sistemas

Figura 8: Sistema de Lorenz(Hadley) acoplado. k& = 5000, Condigao inicial (21, y1, 21, T2, Y2, 22) = (5,4,10,7,2,=7)

contido em A;. O conjunto A; é uma estimativa do
atrator que é independente dos parametros A € A e k >
0. Portanto toda solugdo de (10) entra em A; em um
tempo finito e permanece 14 dentro para sempre.

Para estudar o sincronismo, o Teorema 2.3 de
(Rodrigues, 1996) ou Teorema 3.1 de (Afraimovich e Ro-
drigues, 1998) podem ser utilizados. Com este objetivo é
conveniente reescrever o sistema (10) na seguinte forma:

—Ap(u —v) + f(u, \1)
—Ag(v —u) + f(v, A2)

’L’[,:

. (12)

onde Ay é uma matriz constante que representa o aco-
plamento entre os sistemas de Lorenz, Ay = (01,71, b1)
é o vetor de parametros do primeiro sistema, Ay =
(02,72,b2) é 0 vetor de pardmetros do segundo sistema,
u = (z1,y1, zl)T é o vetor de estados do primeiro sis-
tema e v = (2, Y2, ZQ)T é o vetor de estados do segundo
sistema. Neste caso:

k00 _oz+ oy
A= 10 0 0| f(-A) = _9—30(24-%7“)—1—7“30
000 —b(z + §r) + ay

Teorema 10 (Afraimovich e Rodrigues, 1998)
Seja f : R" x A — R™ uma funcdo de classe C', A C RP.
Sejam K C R? e A; uma matriz n X n real constante
para cada k € K. Seja A; uma estimativa global do
atrator e suponha que

o V(u,v,A) € A; X A tem-se:

f(Ua)‘) - f(ua )‘) = F(U,U,)\)[U _u] e Hf(ua )‘2) -
flu, M) < O([A2 — Aal])

e Jay, My, M, > 0, tal que para cada solugéo de (12),
(u(t),v(t)) € A; para t > t,, o operador de evolu-
¢ao, Tx(t, s, \), associado a —2Ay, + F(u(t),v(t), )
satisfaz || Ty (t, 8, \)|| < Myexp=@*t=9) ¢ > 5>,
STt 5, M) | ds < My, t > t,.

Entao para cada solugao de (12), (u(t),v(t)) € A; para
t>t,, tem-se:

[u(t)=v(®)]| < My exp™ " [lu(to) —v(to) [+ O(|Aa=Au )

para todo t > t,.

No caso particular do exemplo é facil ver que f(v, \3) —
f(v, A1) = O(]A2 — A1]), relembrando que v permanece
em um conjunto limitado.

Observe que f(v, A) — f(u, A) pode ser reescrito na se-
guinte forma:

f(Ua)‘) _f(ua )‘) = F(U,U,)\Q)[U —u],

onde
—0 +o 0 T9 — X1
F(u,v,\) = —ir —z1 —1 —x Y2 — N
i x2 —b Z9 — 21

Logo a funcao f satisfaz os requisitos do Teorema 10.
Seguindo as idéias deste Teorema, um decaimento expo-
nencial para o operador de evolucao de

—o0—2k +Ho 0
—ir -z —1 —zo | &
i xy —b

= (13)
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deve ser encontrado para que o sincronismo seja garan-
tido. Com isto em mente, considere a seguinte Funcao
de Liapunov:

W (&1, &2, &3) := %[(51)2 + B(&2)* + B(&s)?).

Calculando a derivada de W, com relagao a (13), obtém-

se:
—W =(0 + 2k)(&1)? -
+ 3b(€3)?

(0 = 387 — Ba)ra + Bla2)+
— By1&1&s.

Na forma matricial tem-se —W =

o+ 2k —%(J—iﬂT_ﬁzl) —%ﬂm
¢ | =5(0 — 36r = Bz1) s 0 .
—38y01 0 Bb
Logo, —W — pW =
0+2k—§ —1(c—1pr—Bxn) —18n
¢ | 50— 18r — =) B -5 0 3
~16u 0 o= %)

Utilizando o Critério de Sylvester, e relembrando que as
solugoes permanecem dentro do conjunto A;, ¢ possivel
concluir que —W — pW ¢é definida positiva se e somente
se:

l.o+2k—-5>0
2. (0 +2k—-5)p(1 -

£) -
3. (c+2k—-5)B(1 gﬁ(b
LYo — 18r — Bz1)* >0

(o — 10r — Bz1)?

)= 1Pyt (1-5)— 18(b—

E possivel mostrar que se a terceira desigualdade for
satisfeita, todas as demais estardo automaticamente sa-
tisfeitas. Portanto basta estudar a dltima desigualdade.

Dividindo esta desigualdade por G(b — §), obtém-se:

(0 +2k— )81 - §) > 1323 G=H+
+i(o—31pr—p21)2>0

e portanto,
By} (0 = 3Pr — Bz)?
k—= .
LA ES A ()
Assim,
Byt (0 — —57“ — Bz1)? p
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Da estimativa do atrator tem-se que:

Y3 < 44243
22 <4424,3 = —67 < 2 < 67.

Tomando 3 = 0.1 e p=0.1, obtém-se:

2 o _ 1 m_Lzl 2
2k > gotigy + 1012t — oy 4 £,
2k > 753.7 >
2 o — = m_lel 2
> gy + 10 — o+

De W < —pW  conclui-se o decaimento do operador
de evolugéao de (13). Portanto o sistema (10) sincroniza
para k > 377.

As Figuras 9a e 9b mostram respectivamente a proje-
cao das Orbitas de ambos os sistemas no plano x-z e a
norma da diferenca entre as solugoes do sistema quando
o segundo sistema de Lorenz tem um erro de +1% nos
parametros. As Figuras 9c e 9d sao similares as anteri-
ores, entretanto o erro dos parametros do segundo sis-
tema ¢ igual & +5%. Em ambas as situagoes os sistemas
sincronizam conforme previsto pelos cdlculos anteriores.

6 CONCLUSOES

Neste artigo, uma versao uniforme do Principio de Inva-
riancia, foi apresentada. Nesta versao, condi¢bes menos
restritivas do que aquelas do Principio de Invariancia
Classico foram utilizadas de forma a permitir sua apli-
cacao em uma classe maior de problemas. Basicamente
permite-se que a derivada da Funcao de Liapunov seja
positiva em algumas regioes limitadas e admite-se incer-
teza na determinagao dos parametros do sistema. Este
teorema é muito util na obtencao de estimativas de atra-
tores e das respectivas dreas de atracao, ambas unifor-
mes com relagao a variagao de parametros. Além disto,
o Principio de Invariancia de LaSalle foi aplicado com
sucesso ao estudo do sincronismo de sistemas acoplados.
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